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RESUMO

O objetivo geral deste trabalho foi estabelecer uma metodologia para determinar o
modelo do campo gravitacional em torno de um corpo com distribuicdo de massa
irregular, utilizando o método da expansdo do potencial em série, ap6s a sua
decomposicdo em elementos tetraédricos, calculando-se o seu potencial total, como o
somatdrio dos potenciais relativos a cada tetraedro. Com este propoésito, primeiramente,
foi modelado o campo gravitacional gerado por um cubo homogéneo unitario e, em
seqguida, e o0s resultados obtidos foram comparados e validados com aqueles
apresentados pelo modelo exato desse hexaedro. De posse do modelo, foram
determinados seus coeficientes dos harménicos esféricos, também ratificados pelos
resultados existentes na literatura. A partir da validacdo desta técnica para o cubo
homogéneo, procurou-se aplica-la na modelagem dos campos gravitacionais dos
asteroides (25143) Itokawa, (1620) Geographos e (433) Eros, utilizando os dados reais
disponibilizados pelo JPL/NASA, produzindo resultados consistentes quando
comparados com aqueles apresentados na literatura. Utilizando o mesmo procedimento
adotado para o cubo, também foram calculados os coeficientes de Stokes para esses
asteroides até o grau 6, além de realizar simulacGes de Orbitas em torno desses
asteroides, utilizando os modelos obtidos pelos métodos da expansdo do potencial em
série e concentracdes de massa, com o intuido de compara-las. Além desses asteroides
citados, também foram modelados os potenciais dos asteroides (2063) Bacchus,
(101955) Bennu, (1580) Betulia, (4769) Castalia, (21) Lutetia e (4660) Nereus, cujos
coeficientes dos harmonicos esféricos constam dos apéndices deste trabalho.

Palavras-chave: Campo gravitacional. Expansdo do potencial em série. Concentra¢es
de massa. Harmonicos esféricos.
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MODEL OF THE GRAVITATIONAL FIELD OF ABODY WITH IRREGULAR
MASS DISTRIBUTION USING THE METHOD OF THE POTENTIAL
EXPANSION IN SERIES, AND THE DETERMINATION OF THEIR
SPHERICAL HARMONIC COEFFICIENTS

ABSTRACT

The general objective of this work was to establish a methodology to determine the
gravitational field model around a body with irregular mass distribution, using the
method of expansion of the potential in series, after its decomposition in tetrahedral
elements, calculating its potential, as the sum of the potentials relative to each
tetrahedron. For this purpose, initially, the gravitational field produced by a unitary
homogeneous cube was modeled. The results obtained for the cube were compared and
validated with those presented by the exact model of this hexahedron. Then, with the
model, its coefficients of the spherical harmonics, which also ratified by the results in
the literature, were determined. From the validation of this technique for the
homogeneous cube, the same technique was applied in the modeling of the gravitational
fields of the asteroids (25143) Itokawa, (1620) Geographos and (433) Eros, with the
actual data provided by JPL / NASA, producing consistent results compared to those
presented in the literature. Using the same procedure adopted for the cube, we also
calculated the Stokes coefficients for these asteroids up to order 6. Simulations of
trajectories around these asteroids were performed, using the models obtained by the
expansion of the potential in series and by the concentrations of masses, with the
intention of comparing them. In addition, were also modeled the gravitational fields of
the asteroids (2063) Bacchus, (101955) Bennu, (1580) Betulia, (4769) Castalia, (21)
Lutetia and (4660) Nereus, whose spherical harmonic coefficients were included in the
appendices of this work.

Keywords: Gravitational field. Expansion of the potential in series. Concentrations of
mass. Spherical harmonics.
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1. INTRODUCAO

Visando motivar o estudo proposto neste trabalho, inicia-se este capitulo apresentando
um breve relato sobre algumas missdes espaciais, que tem como objetivo explorar
alguns asteroides. Logo em seguida, é exposta a sequéncia do desenvolvimento deste
trabalho, acompanhada dos objetivos a serem atingidos, assim como, suas
contribuigdes.

1.1 Motivacdo para a exploracao a pequenos corpos

O estudo de missBes a corpos pequenos tais como asteroides e cometas, tem despertado
interesse crescente junto a comunidade cientifica, particularmente nos cientistas
espaciais. Entretanto, tais missdes apresentam uma dificuldade dindmica extremamente
desafiadora, pois, orbitando um asteroide com formato irregular, a forca gravitacional
ndo sera central, e por conseguinte, um veiculo espacial imerso nesse campo estara
sujeito a vérias forcas perturbadoras, seja devido ao campo gravitacional gerado pela
ndo esfericidade do corpo, ou a pressdo de radiacdo solar (SRP), ou ainda, aos efeitos
gravitacionais do Sol, alterando de forma significativa seus elementos orbitais e,
consequentemente, variando sua trajetoria em funcdo do tempo. Logo, objetivando
estudar as propriedades dindmicas de um veiculo espacial em Orbita a esse astro, o
principal problema a ser solucionado na fase de projeto da misséo é elaborar um modelo
matematico que reproduza com maior precisdo as condi¢des de distribuicdo do campo

gravitacional exterior ao asteroide.

Sabendo que um asteroide pode ter participado da aurora da criacdo do sistema solar, o
estudo de sua composicdo quimica, assim como, seu comportamento dinamico,
tornaram-se objetos de interesse dos cientistas, pois, 0s resultados de tais investigacoes,
podem viabilizar conclusdes sobre a formacéao dos planetas, assim como o entendimento
da origem e evolucdo do cosmo, isto é, a compreensdo desses pequenos corpos pode ser

a chave para a decodificacdo do processo evolutivo do sistema solar.

Diante da importancia do estudo de asteroides e cometas, e devido ao avanco da
tecnologia, muitas agéncias espaciais intensificaram seus projetos voltados as missdes

espaciais ndo tripuladas, tendo como destino esses astros, chegando a sofisticacdo de



implementar Orbitas muito proximas, e, inclusive, realizando pousos suaves em suas

superficies irregulares.

A sonda Galileu, lancada pela NASA em outubro de 1989, durante seu percurso ao
planeta Jupiter, enviou grande quantidade de dados sobre as luas jovianas lo, Europa,
Calisto e Ganimedes, além de enviar as primeiras imagens do asteroide 951 Gaspra, em
outubro de 1991, Figura 1.1, permitindo obter informagOes fundamentais sobre a

irregularidade do formato desse objeto.

Figura 1.1 — Foto do asteroide Gaspra.

Fonte: JPL/NASA (1991).

Em agosto de 1993, a mesma sonda Galileu enviou imagens do asteroide 243 Ida,
Figura 1.2, descobrindo, inclusive, um pequeno satélite em torno de Ida, Dactyl
(CHAPMAN et al., 1995).

Figura 1.2 - Imagem do asteroide 243 lda e sua lua Dactyl, primeiro satélite de um asteroide a
ser descoberto.

Fonte: JPL/NASA (1993).



A Figura 1.3, exibe a escala dos asteroides que foram fotografados em alta resolucao.

Figura 1.3 - Escala dos asteroides que foram fotografados em alta resolucéo, a partir do maior
para 0 menor: 4 Vesta, 21 Lutetia, 253 Mathilde, 243 Ida e sua lua Dactyl, 433 Eros , 951
Gaspra , 2867 Steins ,25143 Itokawa .

Fonte: JPL/NASA (1993).

Tais descobertas, assim como as observaces terrestres indicando a existéncia de outros
asteroides (PRAVEC e HAHN, 1997; PRAVEC et al. , 1998), estimularam o avanco do
estudo da dindmica orbital em torno de tais corpos irregulares, particularmente,
despertaram a investigacdo da existéncia de érbitas estaveis que poderiam prolongar a
vida util do satélite (SCHEERES et al., 1996; GEISSLER et al., 1997; PETIT et al.,
1997; SCHEERES et al., 1998).

As primeiras imagens nas proximidades de um asteroide foram obtidas por meio de
sobrevoos muito rapidos. Porém, os projetos mais recentes atingiram os objetivos de
orbitar e até mesmo pousar em um asteroide. A sonda NEAR (Near Earth Asteroid
Rendezvous) Shoemaker, lancada em 1996, enviou imagens do asteroide 253 Mathilde,
e em 2000 realizou 6rbitas em torno do asteroide 433 Eros por um longo periodo de
tempo, chegando a pousar nesse asteroide. Em maio de 2003, a Japan Aerospace
Exploration Agency (JAXA), enviou a sonda HAYABUSA, inicialmente denominada
MUSES-C, que, além de pousar no asteroide Itokawa, retornou a Terra com amostras
recolhidas de sua superficie. Porém, muito mais desafiador foi o projeto desenvolvido
pela Agéncia Espacial Europeia (ESA) denominada de missdo Internacional Rosetta:

lancada em margo de 2004, com o intuito de estudar a origem do Sistema Solar, a nave



espacial foi enviada para realizar um estudo detalhado do cometa 67P/Churyumov-
Gerasimenko, o qual, além de ter uma drbita bem definida, mantém suas caracteristicas
de formacédo. Apos alcancar a orbita desejada, em novembro de 2014, a Rosetta enviou
uma sonda menor que estava acoplada a ela, 0 modulo Philae, com proposito de pousar
no cometa, e estudar amostras de sua superficie. De fato, esse modulo tornou-se o

primeiro objeto artificial a pousar na superficie de um cometa.

Em janeiro de 2006, a NASA lancou a sonda New Horizons, com o objetivo de estudar
0 planeta-ando Plutdo e o Cinturdo de Kuiper, sendo considerada o primeiro veiculo
espacial a sobrevoar Plutdo e a fotografar suas pequenas luas Caronte, Nix, Hydra,
Cérbero e Estige. Tal missdo tem como objetivo principal caracterizar globalmente a

geologia e a morfologia de Plutdo e suas luas, além de mapear suas superficies.

Lancada pela NASA, em agosto de 2011, a sonda Juno entrou em uma 6rbita polar ao
redor do planeta Jupiter em julho de 2016, sendo esta, a primeira vez que Jupiter sera
visto abaixo da cobertura densa de nuvens. Seu objetivo priméario serd investigar a
origem e evolucdo de Jupiter, e, por extensdo, do Sistema Solar, analisando a
composicdo do planeta, sua distribuicdo de massa, atmosfera, campos gravitacionais e

magnéticos e suas regides polares.

Lancada pela NASA em setembro de 2016, a sonda Origins Spectral Interpretation
Resource Identification Security Regolith Explorer (OSIRIS-REX), tem como objetivo
estudar e coletar amostras do asteroide 101955 Bennu, retornando & Terra em 2023.
Este asteroide foi escolhido, pois, constatou-se a presenca de grande quantidade de
material carb6nico em sua composicdo, elemento fundamental nas moléculas organicas
e imprescindivel para a existéncia de vida. De fato, os cientistas consideram esse

asteroide como uma “cépsula do tempo” em relacdo a origem do sistema solar.

Analisando cada uma dessas missdes, entre outras, percebe-se 0 aumento da dificuldade
e das exigéncias de novos modelos matematicos e ferramentas tecnologicas para prever
e controlar a dindmica de navegacao de um veiculo espacial em 6rbita em torno de um

corpo irregular e, consequentemente, imerso em um campo gravitacional complexo.



1.2 Visao geral do trabalho

No capitulo 2, é apresentada a fundamentacdo teorica e a revisdo bibliogréafica, baseadas
na Teoria do Potencial e na solucdo da Equacdo de Laplace, indispensaveis para a

elaboracdo de um modelo do campo gravitacional de um asteroide.

Visando determinar um modelo para o potencial, no capitulo 3, sdo apresentados 0s
métodos dos harmonicos esféricos, da expansdo do potencial em série convergente e das
concentracdes de massa, permitindo estabelecer uma relacdo entre os modelos obtidos
pelos dois primeiros métodos. Desse modo, é possivel obter os coeficientes dos
harménicos esféricos, a partir do modelo da expansdo em série, por intermédio da
resolucéo de um sistema de equacdes lineares, desenvolvido no capitulo 4, confrontando

os valores calculados, com aqueles determinados diretamente.

Utilizando a expansdo do seu potencial em uma série convergente, (KELLOGG, 2014,
p.124), o capitulo 5, estabelece uma metodologia para modelar o campo gravitacional
de um cubo unitario homogéneo, decompondo-o em tetraedros (WERNER, 1994),
obtidos pela unido dos Vvértices dos triangulos localizados na superficie do poliedro, ao
centro de massa do cubo. De posse desses resultados, procurou-se valida-los,
comparando-os com as solucdes obtidas para este poliedro por meio do modelo exato
desenvolvido por MacMillan (1958) e Waldvogel (1976), e pelo método das
concentracdes de massa, corroborando com a precisdo do modelo concebido neste
capitulo, considerando o intervalo de convergéncia do modelo. Encontrada a funcéo
potencial, os componentes da forca sdo obtidos pelas derivadas parciais em relacdo as
variaveis x, y e z, nos pontos para 0s quais essas derivadas sdo definidas, viabilizando
estudar o comportamento dessas funcbes nas proximidades das bordas do cubo, além de
possibilitar simulacbes de orbitas utilizando o Spacecraft Trajectory Simulator (STRS),
desenvolvido por Rocco (2008 e 2012). Apo6s a obtencdo da fungdo potencial
gravitacional até o grau e a ordem 22 para o cubo homogéneo, tratou-se de aplica-la
para obter os coeficientes da expansdo em série convergente dos harmonicos esféricos
correspondentes, confrontando esses coeficientes com os obtidos de forma direta,
evidenciando a relevancia em estabelecer um procedimento para obter um modelo
matematico que represente 0 campo gravitacional de um cubo homogéneo e que possa

ser aplicado a um asteroide.



Para modelar o campo gravitacional de um asteroide, utilizou-se a mesma técnica
aplicada ao cubo homogéneo, decompondo-o em tetraedros, cujas coordenadas e
triangulacdes sdo determinadas pelos dados coletados pelo radiotelescopio de Arecibo,
localizado em Porto Rico, e fornecidos pelo JPL/NASA. Considerando a gama de dados
disponiveis, foram estudados e modelados os asteroides (2063) Bacchus, (101955)
Bennu, (1580) Betulia, (4769) Castalia, (433) Eros, (1620) Geographos, (25143)
Itokawa, (21) Lutetia e (4660) Nereus, dos quais, foram eleitos os asteroides Itokawa,
Geographos e Eros para serem apresentados neste trabalho de forma detalhada,
capitulos 6, 7 e 8, respectivamente. Para os demais asteroides, os correspondentes
coeficientes dos harménicos esféricos sdo apresentados nos apéncides. Vale observar
que para todos os asteroides estudados, houve um refinamento na determinacdo dos
centros de massa, assim como nos calculos dos tensores de inércia, implicando em uma
translagcéo e uma rotagéo, de modo a estabelecer maior precisao no estabelecimento dos
eixos principais de inércia, sendo validados os resultados obtidos para o asteroide
Itokawa (SCHEERES et al., 2004). No estudo do asteroide Eros, foram adotados 0s
modelos com 7790 faces e 56644 faces, ambos utilizando os dados originais fornecidos
pela NEAR, sendo que somente o primeiro modelo foi refinado como os demais
asteroides. Porém, apesar do ndo refinamento do segundo modelo, devido ao custo
computacional, ele foi convalidado pelos resultados apresentados por Miller et al.
(2002).

1.3 Objetivos do trabalho

Este trabalho tem por objetivo geral, desenvolver uma metodologia para determinar um
modelo matematico que melhor represente o campo gravitacional de um corpo com
distribuicdo de massa irregular aplicando a expansdo do potencial em série convergente.

A partir dessa premissa, sdo estabelecidos os objetivos especificos, elencados a seguir:

a) realizar uma revisao bibliografica contendo trabalhos envolvendo o estudo da
modelagem do campo gravitacional de um corpo ndo esférico, baseado nos
métodos da expansdo do potencial em série, dos harmdnicos esféricos e das

concentragfes de massa, associados & decomposicdo poliédrica;



b) estudar a modelagem que refaz as condi¢cdes de distribuicdo do campo
gravitacional exterior a um asteroide, utilizando os métodos ja citados no

item a);

c) aplicar os métodos da expansdo do potencial em série e das concentracfes de
massa, associados & decomposi¢do em elementos tetraédricos, para modelar o

campo gravitacional de um cubo homogéneo;
d) comparar os resultados obtidos com aqueles referentes ao modelo exato;
e) validar o modelo obtido pela expansdo em série do potencial;

f) calcular os coeficientes dos harménicos esféricos relativos ao campo
gravitacional do cubo homogéneo unitério, utilizando o método da expansédo

do potencial em série, assim como, de forma direta.

g) confrontar os valores dos coeficientes determinados pelos dois procedimentos

com aqueles ja validados na literatura;

h) aplicar os métodos da expansdo do potencial em série e da concentracfes de
massa, associados a decomposicdo em elementos tetraédricos, para modelar o

campo gravitacional do asteroide 25143 Itokawa;
i) comparar os resultados obtidos pelos dois métodos;

j) validar o modelo do campo gravitacional determinado pela expansdo do

potencial em série por meio de resultados ja existentes na literatura;

k) apresentar um algoritmo, baseado na metodologia desenvolvida neste
trabalho, que mostre, passo a passo, como obter o modelo do campo

gravitacional determinado utilizando a expansdo do potencial em serie.
1.4 Contribuicdes do trabalho

A principal contribuicdo deste trabalho consiste em desenvolver uma metodologia para
estudar os conceitos fundamentais sobre as propriedades de um modelo para 0 campo

gravitacional de um corpo com distribuicdo de massa irregular, com densidade



homogénea, utilizando a expansdo do potencial em série, associada a sua decomposi¢ao
em tetraedros. Vale ressaltar que, apesar da aplicacdo do método dos poliedros,
(WERNER, 1994), o diferencial deste trabalho, esta no procedimento para calcular o
potencial de cada tetraedro, e, consequentemente, para a determinacdo do potencial
total. Essa metodologia serd colocada na forma de um algoritmo que descrevera os
passos para modelar o objeto em estudo. Além disso, a partir da obtencdo do modelo do
potencial, o seu gradiente fornecera os componentes da resultante do vetor forca gerada
pelo asteroide em um veiculo espacial, possibilitando estudar o comportamento

dindmico de um satélite imerso nesse campo gravitacional.

No caso da utilizacdo do ambiente de simulagcdo Spacecraft Trajectory Simulator
(STRS), desenvolvido por Rocco (2008 e 2012), a disponibilizacdo dos componentes
analiticos da forca perturbadora, diminuem o custo computacional, isto &, reduzem o
custo computacional das simulagdes, pois requerem menos memoria, em comparagao

com o método das concentra¢cdes de massa.



2. FUNDAMENTACAO TEORICA E REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1 Teoria do potencial

No estudo da fisica-matematica durante o século 19, adotou-se a expressao "Teoria do
Potencial”, pois os pesquisadores acreditavam que as forcas fundamentais da natureza
seriam calculadas a partir de fungbes potenciais que satisfizessem a equacgéo de Laplace.
Assim, a teoria do potencial foi o estudo das fungdes que poderiam servir como
potenciais. Com o passar do tempo, concluiu-se que a natureza € muito mais complexa,
isto é, certos fenbmenos sdo descritos por equacOes diferenciais parciais, ou mesmo
ordinarias, ndo lineares. No entanto, o termo "teoria do potencial” manteve-se como
uma expressao conveniente para descrever o estudo das fungbes que satisfagcam a

equacao de Laplace e suas generalizagoes.

Na formulacdo da lei da gravitacdo universal, apresentada em 1687 por Isaac Newton
(1643-1727), foram consideradas apenas as forcas mutuas de atracdo de dois pontos
materiais. Estas forcas sdo diretamente proporcionais ao produto das massas dessas
particulas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre elas. Dessa
forma, o primeiro e mais importante problema do ponto de vista da mecanica celeste e
da geodesia foi estudar as forgas de atracdo em um ponto material devido a um corpo
finito, em particular, um elipsoide, uma vez que muitos corpos celestes podem ser
aproximados por esta forma. Ap6s as primeiras conquistas parciais por Newton e
outros, estudos realizados em 1773 por Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), Adrien-
Marie Legendre (1752-1833) entre 1784-1794 e por Pierre Simon Laplace (1749-1827)
entre 1782-1799, esse estudo tornou-se de grande importancia. Lagrange estabeleceu
que o campo de forcas gravitacionais, como hoje é chamado, é o campo de potencial,
introduzindo uma funcéo que, em 1828, foi chamada por George Green (1793-1841), de
funcédo potencial e mais tarde, em 1840, por Carl Friedrich Gauss (1777-1855), somente

de potencial.

De acordo com a lei da gravitacdo universal de Newton, o modulo da forga de atracéo
entre duas particulas de massas m e M, a uma distancia r entre si, é dado pela Equacéo
(2.1):



mM

r2

F=G 2.1)

sendo G a constante gravitacional. Adaptando a Eq. (2.1) a segunda lei de Newton,
conclui-se que o modulo do vetor aceleracdo da particula de massa m, em relacdo ao
centro de massa do sistema formado pelas duas particulas, € expressa pela Equacéao
(2.2):

a=—o. (2.2)
Um vetor a, correspondente a Equacao (2.2), sera determinado, escrevendo a aceleracao
como o gradiente de um escalar, denominado potencial, dado pela Equacéo (2.3):

a=VVv. (2.3)

considerando tal potencial expresso pela Equacéo (2.4)

_km
i

Vv (2.4)

Analisando a Equacédo (2.4), verifica-se que a grandeza é positiva, compativel com a
convencao de sinal adotado pela astronomia e geodesia, contrariamente a adotada na
fisica.

Se M for muito maior que a massa m, as Equacgoes (2.3) e (2.4) sdo coerentes com um

sistema de coordenadas, cuja origem esta localizada no centro de massa da particula de
massa M. Caso o problema envolva vérias particulas M,, com distancias
correspondentes I, a aceleracdo associada, continua sendo escrita como o gradiente de
um potencial, resultado do somatorio dos potenciais V,, expressos pela Equacédo (2.4).

Na hipoOtese de se tratar de um sélido, com densidade varidvel o, o somatdrio
transforma-se em uma integral sobre o volume do sélido. Dessa forma, o potencial sera

dado pela Equagéo (2.5)
o(x,y,z)
V= GJ.”—dxdydz : (2.5)
5 r(x.y.z)
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Em relagdo ao vetor aceleracdo a, a componente a,, obtida a partir da Equagdo (2.4),

resulta na Equacao (2.6)

(2.6)

cuja derivada segunda, em relagdo a varidvel x, vem a ser expressa pela Equacgéo (2.7)

2 2
A o {iL] | 27)

ox2 S

Procedendo de modo analogo em relacdo as outras variaveis e somando esses

resultados, obtém-se a equacdo de Laplace, apresentada pela Equacéo (2.8)

2 2 2 3(x2 +y? + 22
vV oV o 3
VZV=‘2X2+ZyZ+‘ZZZ =GM 5t ( 3 ) =0. (2.8)

Adotando a notacdo U para o potencial, toda funcdo U :U(x,y,z) que tenha as

derivadas parciais de segunda ordem continuas e que satisfaca a equacdo de Laplace,

dada pela Equacéo (2.9),

o°U U oU
2t ot T
ox® oy® oz

0, (2.9)

¢ denominada harménica. Isto conduz a hipétese de que o potencial é uma funcgédo
harménica e as propriedades do potencial estdo intimamente relacionadas com as
propriedades das fungdes harmonicas. Nos problemas que recaem na equagdo de
Laplace, sdo encontradas aplicacdes da teoria do potencial. Visto que as partes real e
imaginéria de uma funcédo analitica de uma varidvel complexa sdo harmdnicas, a teoria
do potencial no plano complexo é essencialmente a teoria das fungdes analiticas. Neste
caso, pode-se usar a poderosa técnica desenvolvida para fungdes analiticas, a fim de

estudar os potenciais.

Gauss, assim como 0s pesquisadores da época, constatou que o método dos potenciais

poderia ser aplicado ndo apenas em problemas relativos a teoria gravitacional, mas, em
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geral, para resolver uma ampla gama de problemas na fisica matemética, em particular,

em eletrostatica e magnetismo.
2.2 Potencial gravitacional em torno de um corpo néo esférico

Como citado anteriormente, a lei da atracdo gravitacional é valida para duas particulas
puntiformes, ndo sendo mais aplicAvel a corpos com dimensdes finitas com
distribuicGes arbitrarias de massas. Porém, corpos esféricos, com distribuicdes de
massas contendo camadas de mesma densidade, isto é, esferas concéntricas, atraem-se
mutuamente, como se suas massas ficassem concentradas em seus centros. Além disso,
se a distancia entre dois corpos é muito maior, em compara¢do com suas dimensdes, a
atracéo entre elas pode ser calculada como se suas massas estivessem concentradas em
seus centros de massa. Estes resultados possibilitam, em muitos casos, desprezar as
dimensGes e as distribuicdes de massas, tratando a atracdo gravitacional entre dois
corpos, considerando-os pontos materiais. No entanto, ha casos no sistema solar e em
sistemas em que os desvios de esfericidade tém efeitos importantes. Logo, é necessario
examinar o caso da atracdo gravitacional entre dois corpos finitos, tendo cada um, uma
distribuicdo arbitraria de massa. Porém, devido a complexidade deste problema e ao
objetivo do estudo proposto neste trabalho, € mais adequado tratar a atracdo entre um

corpo de dimensdes finitas, o asteroide, e um ponto material, o veiculo espacial.

O estudo do campo gravitacional em torno de um corpo ndo esférico ganhou muito
interesse na geodesia cientifica quando pesquisadores de renomes, inclusive lsaac
Newton, reconheceram que a Terra ndo poderia ser uma esfera perfeita, mas sim,

deveria ser uma esfera achatada devido a sua rotacao.

Por volta de 1740, a Academia Francesa de Ciéncias realizou duas expedi¢cdes, ambas
sob liderancas de matematicos franceses, Pierre Bouguer ao Peru e Pierre-Louis Pierre-
Moreau de Maupertuis a Lapland, com o objetivo de medir o comprimento de um arco
meridional de aproximadamente 1°, de latitude, um proximo ao equador e outro, ao Polo
Norte. A diferenca entre os dois resultados ¢ uma medida do achatamento, que é o
desvio, em relacdo a esfera, do elipsoide equivalente a Terra. Estas medicGes indicaram

que a Terra seria aproximadamente um elipsoide de revolugéo.
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Everest (1830) foi o responsavel por terminar o grande estudo cartografico da india, ao
longo do arco meridiano do sul indiano estendendo-se até o norte do Nepal, cobrindo
uma distancia de aproximadamente 2400 quilémetros, utilizando estudos do potencial

gravitacional de um paralelepipedo.

Kellogg (1929) desenvolveu em seu livro uma fundamentacdo teérica essencial para a
modelagem analitica do potencial gravitacional envolvendo corpos com distribuicdes de
massas irregulares, apresentando trabalhos abrangendo algumas formas geométricas

planas e espaciais.

MacMillan (1930), em sua obra, além de expor os conceitos fisicos e matematicos
basicos para o estudo do potencial, deduziu 0 modelo para o potencial gravitacional de

um paralelepipedo reto retangulo homogéneo, assim como para o cubo.

Nagy (1966) desenvolveu um estudo para analisar o efeito do campo gravitacional de
um paralelepipedo reto retdngulo utilizando um procedimento grafico, no qual, o
calculo baseia-se em um algoritmo para a combinacdo linear das leituras feitas, a partir
de um grafico, cujas abscissas e ordenadas, sdo as coordenadas do poliedro, em relacdo

a sua profundidade.

O célculo do potencial gravitacional de um paralelepipedo também foi desenvolvido nos
trabalhos de Bannerjee e Gupta (1977) e Montana et al. (1992). Waldvogel (1976)
deduziu a expressdo exata do potencial newtoniano de um cubo homogéneo, e

posteriormente, para outros poliedros.

Lien e Kajiya (1984) apresentaram um método simbdlico para calcular as propriedades
das integrais envolvendo um poliedro ndo convexo arbitrario, simplificando
sobremaneira a determinacdo de tais resultado. Vale observar a importancia desta

técnica, sendo aplicado mais tarde por Werner (1997).

Balmino (1994) calculou analiticamente os coeficientes harménicos esféricos do
potencial gravitacional de um corpo homogéneo por meio dos harmonicos que
descrevem seu formato, utilizando um elipsdide triaxial para a verificagdo numérica.
Como exemplo, aplicou seus célculos a lua de Marte Phobos e estabeleceu a

convergéncia numérica das expressdes para 0s harménicos.
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Hudson e Ostro (1994) obtiveram o formato tridimensional do asteroide 4769 Castalia
(1989 PB) a partir de seu mapeamento obtido pela inversdo de imagens de radar

utilizando o efeito Doppler com atraso, devido a rotacdo do asteroide.

Devido ao formato irregular, Werner (1994) modelou a geometria dos asteroides por
meio de um poliedro com densidade constante, expressando o potencial gravitacional
exterior e 0s componentes da aceleracdo em termos das arestas e dos angulos diedricos
dos vértices do poliedro, aplicando esse método a Phobos, satélite de Marte, com 146

vertices e 288 faces triangulares.

Werner e Scheeres (1996) calcularam o potencial gravitacional exterior a um poliedro
com formato fechado e densidade constante, utilizando um modelo fisico calculado por
radar para o asteroide 4769 Castalia, com o proposito de estudar a dindmica orbital em
suas proximidades; as superficies de velocidade zero foram discutidas, e as familias de
Orbita periddicas foram calculadas. Depois disso, outros trabalhos foram realizados para
estudar a dindmica nas proximidades de outros asteroides, tais como 4179 Toutatis
(SCHEERES et al., 1998), 433 Eros (SCHEERES et al., 2000), 216 Kleopatra (YU E
BAOQYIN, 2012), assim como os asteroides 2002 AT4 e 1989 ML (SCHEERES, 2012).

Ostro et al. (1996) obtiveram o formato tridimensional do asteroide 1620 Geographos a
partir de seu mapeamento obtido pela inversdo de imagens de radar utilizando o efeito
Doppler com atraso, devido a rotacdo do asteroide.

Werner (1997) apresentou relagdes recorrentes para as definicdes dos coeficientes
harmonicos esféricos totalmente normalizados, permitindo deriva-los e integra-los
analiticamente para produzir o potencial gravitacional de um poliedro com densidade

constante.

Benner et al. (1999) obtiveram o formato tridimensional do asteroide 2063 Bacchus a
partir de seu mapeamento obtido pela inversdo de imagens de radar utilizando o efeito

Doppler com atraso, devido a rotagdo do asteroide.

Caso o formato de que o asteroide possa ser aproximado por um elipséide, tal como a
Terra ou Marte, 0 método classico da série dos polinémios de Legendre pode ser

aplicado para estudar o seu potencial gravitacional, pois a série convergira rapidamente
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(RIAGUAS et al., 1999). Entretanto, quando o seu formato for irregular, a série
convergird lentamente nas regides muito proximas a ele (RIAGUAS et al., 1999;
BLESA, 2006) e podera, inclusive, divergir em determinados pontos de seu campo
gravitacional (BALMINO, 1994; ELIPE E LARA, 2003).

Dechambre e Scheeres (2002) apresentaram um método envolvendo expresses
analiticas, relacionando os harmonicos esféricos aos elipsoidais referentes as expansodes
em séries de um campo gravitacional, permitindo converter os célculos dos harmonicos
esféricos em elipsoidais no interior da esfera de Brillouin ou de Bjerhammar do corpo
original, possibilitando calcular a trajetoria de uma nave espacial nas proximidades de

um asteroide com campo gravitacional ja medido.

A partir dos dados coletados pelo veiculo espacial NEAR-Shoemaker (MILLER et al.,
2002) determinaram um modelo para o asteroide 433 Eros, assim como calcularam os

coeficientes dos harmoénicos esféricos desse asteroide.

Scheeres et al. (2004) realizaram um estudo sobre o comportamento dindmico de um
satélite em torno do asteroide 25143 Itokawa, utilizando o formato e o modelo de estado
de rotacdo estimados a partir de dados de imagem de radar por Ostro et al. (2004),
determinando opcdes de Orbitas estaveis para a sonda Hayabusa. Além disso, foram
calculados os coeficientes dos harménicos esféricos desse asteroide.

Broucke e Prado (2004) estudaram as propriedades e perturbacdes das érbitas em torno
de um objeto retangular alongado, aplicando essa analise ao cubo homogéneo unitario,

com o intuito de modelar o movimento préximo a um asteroide.

Gaskell et al. (2006) realizou estudo da topografia geral do asteroide 25143 Itokawa
utilizando um catdlogo de mapas digitais referentes a sua superficie, fornecendo
subsidios para o estudo atualizado do comportamento dindmico em torno desse

asteroide.

Utilizando os dados coletados pela sonda Hayabusa, durante a fase de aproximacao ao
asteroide 25143 Itokawa, permitiram Scheeres et al. (2006) refinarem o modelo do

campo gravitacional desse asteroide, inicialmente, supondo a densidade constante, e,
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posteriormente, assumindo o ambiente dindmico real sobre este corpo, tanto na

superficie quanto em sua Orbita.

Park,Werner e Bhaskaran (2010) apresentaram um método utilizando definicdes de
elementos finitos, como cubos e esferas, assumindo a forma poliédrica para modelar o
campo gravitacional externo, estimando a variagdo da densidade interna de um pequeno

corpo.

Zhenjiang, Meng, Hutao e Pingyuan (2012) apresentaram um método baseado no
modelo poliédrico com o proposito de obter um modelo suficientemente preciso do
harménico esférico do campo gravitacional de um asteroide durante a fase de projeto da
missdo de exploracdo a esse astro, auxiliando no estudo da trajetoria da Orbita, assim

como na trajetoria de pouso.

Hu (2012) apresentou um estudo comparando os harmonicos esféricos com 0s
elipsoidais na modelagem do campo gravitacional de um corpo néo esférico, aplicando
esse estudo para os asteroides Phobos e Eros.

Venditti (2013) e Venditti et al. (2013a e 2013b) desenvolveram um estudo relacionado
com manobras de veiculos espaciais ao redor de corpos irregulares, utilizando o método
das concentracfes de massa associado ao modelo de poliedros, desenvolvido por meio
de observacdes reais de asteroides e disponibilizados pelo JPL/NASA, para modelar o

campo gravitacional desses corpos.

Scheeres et al. (2016) analisou 0 modelo do asteroide (101955) Bennu, alvo da missédo
da OSIRIS-REX, utilizando modelos baseados em observacdes terrestres deste corpo.
Tais observagOes permitiram desenvolver o modelo de sua forma, o estado de rotagdo, a
massa e as propriedades de sua superficie. Supondo uma distribuicdo uniforme de
massa, permitiu estudar o geopotencial, declives superficiais e 0 ambiente dinamico
préximo a sua superficie, além de calcular os coeficientes dos harménicos esféricos para

esse asteroide.
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2.3 Atracdo de uma particula por um corpo de dimensoes finitas e distribuicao

arbitraria de massa.

Em um sistema de coordenadas cartesianas inerciais X,.Y,,Z,, sejam (X,.Y,,Z,) as

coordenadas do centro de massa O de um corpo Q, e sejam (X Y ,Z) as coordenadas de

uma particula no ponto P com massa m. Considere no ponto B um elemento de massa

dM do corpo Q, e sejam (&,n,(;) as coordenadas de B em um sistema de coordenadas

com eixos paralelos aos do sistema fixo, mas com a sua origem em O, como ilustrado

na Figura 2.1.

Figura 2.1 - Sistemas de coordenadas para o calculo da forga gravitacional.

mgP(X,Y, Z)

Zy

o DAV AN

'-T). (57 1,¢)

Or

X

Fonte: Producéo do autor.

Definindo (x,y,z) como as coordenadas de m relativas ao centro de massa de Q, tem-

se que
x=X-X_, y=Y-Y, z=2-Z, (2.10)

e, por consequéncia, a distancia 4 , entre os pontos P e B, serd dada pela Equacédo
(2.11).

AZ:(X—§)2+(y—77)2+(z—§)Z. (2.11)
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O mddulo da forga que atua na particula m devido a atracdo do elemento de massa dM, €
GmdM/4° na diregdo PB, sendo G=(6.6742+0.0010)-10""m°kg s, Os
componentes da forca ao longo dos trés eixos de coordenadas sdo obtidos pela
multiplicagdo da forga pelos cossenos diretores da diregdo PB. Uma vez que as
coordenadas do ponto B em relagdo a P sdo (é—x,ry—y, (—z), com o auxilio da
Equacdo (2.11), tem-se que 0s cossenos diretores sdo expressos pela Equacgéo (2.12),
E-x p-y {1

A A A

: (2.12)

e, consequentemente, os trés componentes da forca devido a atragdo por dM sdo dadas

pela Equacdo (2.13)

emdM <% emam 7Y e Gmam 2. (2.13)
A A

A3

A integracdo ao longo de todo o corpo Q produz os componentes da forca, expressas

pela Equacdo (2.14)

FX=Gm” S XM, Fy:Gm”J”_SydM, FZ:Gm” STZam.  (.14)
A A A
Q Q Q

Introduzindo a densidade o, fungdo finita dependente das coordenadas &,n,C, as

integrais dadas pela Equacdo (2.14), podem ser colocadas de uma forma mais concisa.

Logo, a relagéo entre os elementos de massa e volume satisfazem a Equacéo (2.15)
dM =o(&n.¢)dEdndS . (2.15)

Calculando Fy,F, e F, ao longo de toda a massa M, os componentes da forga séo

expressos pelas integrais triplas dadas pelas Equaces (2.16), (2.17) e (2.18).

F :ij”‘o(é,n,{)i;xdcfdndg, (2.16)
Q
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FwZGmJIJO(éﬂﬁf)ﬁ;ydfdndé, (2.17)
Q

E==ij]jo(§np§){£zd§dnd§. (2.18)
Q

Desta forma, sdo necessarias trés integracdes triplas. Porém, é possivel expressa-las

utilizando apenas uma integral tripla, considerando as derivadas parciais de A°em
relacdo as variaveis x, y, z. A partir da Equacdo (2.11), segue a Equacéo (2.19)

AdA=(x=¢&)dx+(y—n)dy+(z—¢)dz (2.19)

ou, de forma equivalente, resulta a Equacéo (2.20)

da &-x n-y -z
e dx + e dy+§A3 dz. (2.20)
d(at) 1 . S
Lembrando que A :_E’ pode-se obter a igualdade entre os diferenciais

d (%j = —%dA . Logo, a Equacédo (2.20) pode ser reescrita pela Equacédo (2.21).

1) _¢-Xx . n=-y. . ¢-1
d(Z]: Aadx+ Asdy+ Asdz. (2.21)
Sabendo que
d(ljzii(ijdx+ii[ijdy+fi(ijdz, (2.22)
A) OX\A oy \ A oz\ A

e, identificando os elementos correspondentes das Equagdes (2.21) e (2.22), obtém-se as
Equagdes (2.23), (2.24) e (2.25):

0(1) &—X
&(Zj = , (2.23)
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Q(lj _n-y (2.24)

oy\ 4 A®
65

Substituindo as Equacgdes (2.23), (2.24) e (2.25), respectivamente, nas Equacdes (2.16),
(2.17) e (2.18), resulta nos componentes da forca dados pelas Equaces (2.26), (2.27) e
(2.28).

F, :ijﬂa(g,n,g)gejdgdndg, (2.26)

F, =ijﬂff(é%é“)%&jdédndé, (2.27)

F =ijﬂa(g,n,;)%(ijdgdndg. (2.28)
Q

Nas integrais das EquacOes (2.26), (2.27) e (2.28), x, Yy, z s@o considerados parametros
que devem ser tratados como constantes. Além disso, os limites de integracdo sdo
independentes destes parametros. Vale observar que é admissivel alterar a ordem de
diferenciacdo e integracdo em relacdo a um parametro, desde que A =0 para todos os
pontos pertencentes ao interior do intervalo de integracdo, ou seja, a particula m deve
ser exterior a Q ou no interior de uma cavidade deste. O caso em que a particula é uma

parte de Q exigiria investigagao especial.

Define-se a fun¢do potencial U, tendo como expressédo a Equacéo (2.29)
U =GH‘[@d§dndg, (2.29)
Q

a qual, pode ser reescrita de modo mais conciso da forma da Equacao (2.30)
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uzeq dj“" (2.30)

A partir das Equacdes (2.26), (2.27) e (2.28), segue-se, que 0s componentes da forca
que atua sobre m, podem ser escritos pela Equagéo (2.31)
ouU ouU ouU
m

F=m—, F=m— F=m—.
OX oy oz

(2.31)
De modo similar, as forcas que agem sobre os diferentes elementos de Q podem ser
transferidas para o seu centro de massa, e a forca resultante serd igual e oposta a forca

que atua sobre m. Assim, 0s componentes sdo expressos pela Equacéo (2.32)

FO-m™ po- g po__ Y

: —. 2.32
§ OX Y oy ° 0z (2.32)
Para aplicacOes posteriores é desejavel retornar ao sistema cartesiano de coordenadas
fixo original. Entdo U deve ser considerada uma funcdo das diferencas

X-=X,,Y=Y,,Z—-Z, e o0s componentes da forca em m serdo dadas pela Equagao (2.33)

FX:ma—U F :maU F :maU

: — —. 2.
oX ! oy ° oz (2.33)

Os componentes da forgca que determinam a posi¢do do centro de massa de Q sdo dados
pela Equacdo (2.34)

FO-md Fo_n po_n Y (2.34)
ox, oY, oz,
Retomando a Equacéo (2.11), tem-se que a Equacéo (2.35)
3
2 2 2
4‘3=[(§—X) +(n-y) +(¢-2) }2, (2.35)

e, consequentemente, as derivadas parciais da Equacdo (2.35) em relagdo a X, y e z séo
dadas pela Equagoes (2.36), (2.37) e (2.38).
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o(«)

~ =-34(¢-x), (2.36)
6(A3)
X 3A(n-vy), 2.37
6(A3)
p. =-34(¢ -2). (2.38)

Diferenciando parcialmente a Equagdes (2.23), (2.24) e (2.25), em relagdo a x, Y, z, €
utilizando as Equacdes (2.36), (2.37) e (2.38), encontram-se as Equacdes (2.39), (2.40) e
(2.41).

a_?(lj:—A3+3a(§—x) (2.39)
ox*\ 4 A ’ '
5_2(1]=—413+3A(77—Y)2 (2.40)
ayz A A® ! '
a_z(ljz—A3+3A(§—z)2 (2.41)
oz’ \ 4 A° ' '

Somando, membro a membro as Equacbes (2.39), (2.40) e (2.41), encontra-se a
Equacéo (2.42).

() S ) S ATl o

ac\a) oy*la) a?la A

Verifica-se que o segundo membro da Equacéo (2.42) é nulo. Logo:
21 21 2
8_2(_j+8_2(_j+8_2(_) =0. (2.43)
ox“\A) oy'\4) oz°\ 4

Lembrando que as derivadas segundas da fungdo potencial, em relagdo a x, y, z sdo
dadas pelas Equacdes (2.44), (2.45) e (2.46)
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o°U o (1

2 e 2

3‘5 =G % ide, (2.45)
o’V 0% (1

el sl 5. (240

somando, membro a membro, as Equacdes (2.44), (2.45) e (2.46), obtém-se a Equacgéo
(2.47)

2 2, 2 2 2 2
L [t R E R PV
ox:  oy* oz ox“\4) oy\4) oz°\ A

resultando na Equacéo (2.48)

U oU oU
=
ox*  oy* oz

0, (2.48)

denominada de equacgdo de Laplace em termos das coordenadas cartesianas X, Y, Z.
Logo, o problema para encontrar a atracdo mutua entre as massas M e m foi reduzido a
obtencdo da funcdo U, definida pela Equacéo (2.29), dependente das variaveis X, y, z. As
propriedades gerais das solugdes da Equacgéo (2.48) sdo estudadas na teoria do potencial
Newtoniano, assim como, em problemas envolvendo eletrostatica, escoamento de

fluidos incompressiveis, equacdo do calor, etc. Caso o corpo de massa M possua

simetria esférica, definindo r® = x* + y* +z°, seu potencial é dado pela Equago (2.49)

M
U= GT (2.49)

2.4 Simulador de trajetdrias e manobras orbitais

Em razdo do asteroide apresentar uma distribuicdo de massa irregular, seu campo
gravitacional ndo serd central. Logo, se for necessario manobrar um veiculo espacial

imerso nesse campo, torna-se indispensavel identificar a perturbacao de sua oOrbita.
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Para comparar com a Orbita perturbada, adota-se uma Orbita kepleriana de referéncia, e
utiliza-se do ambiente de simulagdo Spacecraft Trajectory Simulator (STRS), (ROCCO,
2008 e 2012), cuja Figura 2.2 ilustra a arquitetura do controle de trajetoria do STRS.

Figura 2.2 - Arquitetura do controle de trajetodria.

Perturbagdo

Erro l
+

Posicio de  + « l n . ) -
referéncia —-—X»—b_ Controlador T Atuadores —--T ®—> Dinamica orbital » Saida
Xy ' -
x Sinal de controle Sinal de controle X pmal
et aplicado

Determinagdo da | _

L Sensores
posicdo atual

Fonte: Adaptado de Rocco, 2012.

A equacéo de Kepler, dada pela Equacéo (2.50), permite calcular o movimento orbital a
cada passo da simulacdo definido no STRS, sendo M~ a anomalia média, E a anomalia

excéntrica e e a excentricidade da Orbita.

M'=E-esenE (2.50)

Partindo de um estado inicial, posicdo e velocidade, e de um intervalo de tempo
estipulado, pode-se transformar esse estado em elementos orbitais por meio da solugédo
do problema inverso de posicionamento do veiculo espacial. Posteriormente,
empregando a Equacgdo (2.50), esses elementos orbitais propagam-se no intervalo de
tempo estabelecido, ou seja, no passo da simulagdo. A resolugcdo do problema do
posicionamento direto, (ROY, 2005), proporciona a obtencdo dos novos elementos

orbitais, que por sua vez, sdo convertidos em um novo estado.

As equacdes de (2.51) a (2.72) elencadas a seguir e que constam no simulador,

transformam os elementos keplerianos a, e, i, {2, ® e M, em estado:

R,; =C0S® COSQ2—senm sen 2 cosi (2.51)
R, =—senm cosQ—Ccosm sen ) cosi (2.52)
R, =senQ seni (2.53)
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R,, =C0S® sen{2+sen® cosC2 cosi (2.54)

R,, =—sen® senQ2+cos » cos2 cosi (2.55)
R,; =—C0sQ seni (2.56)
R;, =seno seni (2.57)
R,, =cos o seni (2.58)
R,; =cosi (2.59)
Ri R, Ry
R(wi,Q)=|R, R, Ry (2.60)
R31 R32 R33
||r[|=a(1—ecosE) (2.61)
2 1
IvI[F= u(———j (2.62)
Irll a
2 g2, 72\¥2
lIrl=(X*+Y?+2?) (2.63)
co o 522
Iv]l=(X?+Y?+2?) (2.64)
A=aR, (2.65)
A =aR, (2.66)
A =aR, (2.67)
B, =avl-e’R, (2.68)
B, =avl-€’ R, (2.69)
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B, =aJ1-€’ R, (2.70)
X; =A(cosE—e)+B senE (2.71)

X :ﬂ(—A senE+ B, cosE) (2.72)

il

Para a transformacdo no sentido contrario, isto é, de estado para elementos keplerianos,
utilizam-se as EquacOes apresentadas de (2.73) a (2.81):

h=h1+hJ+hK (2.73)
h=rxv=(YZ-YZ)I+(ZX -ZX)J +(XY - XY )K (2.74)
r-t=XX+YY +27 (2.75)

4 h
Q- (_j .76)

hy

h? +h?)"

i=tg™ (h - ) (2.77)

f =sen™ (2.78)
1-ecosE

f = cosl(LE_ej (2.79)
l1-ecosE

tguz—cosmenQX +cosicosQY +seniZ (2.80)
cosQ2 X +senQY

v=o+f (2.81)

Em relagdo a arquitetura do simulador STRS, a Figura 2.3 apresenta o fluxograma de

dados dos principais subsistemas presentes:
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Figura 2.3 - Fluxograma de dados com os principais subsistemas do simulador orbital.
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Fonte: Producéo do autor.

Inicialmente, considerando o instante t =0, o0s elementos orbitais correspondentes séo
disponibilizados ao subsistema A, possibilitando o célculo do estado inicial do veiculo.
Em seguida, esse estado inicial é enviado ao subsistema B responsavel pelo guiamento,
que define as variacbes na velocidade orbital delimitadas pelo calculo de possiveis
manobras a serem executadas, e também aos subsistemas C e D, responsaveis pelos
calculos dos estados de referéncia e atual, por meio das dinamicas orbitais de referéncia
e atual. O estado atual é fornecido pelo subsistema D. O subsistema E gera o sinal de
controle a partir da comparacdo do estado de referéncia com o estado atual que foi
determinado pelo subsistema G. Na sequéncia o sinal de controle é inserido no
subsistem F que contém os modelos dos atuadores (propulsores) gerando o sinal de
atuacdo que juntamente com o sinal de perturbacdo, definido no subsistema H, sera
utilizado pelo modelo da dindmica orbital atual para gerar o estado atual fechando a
malha de controle.
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3. MODELAGEM DO CAMPO GRAVITACIONAL PARA CORPOS COM
DISTRIBUICAO DE MASSA ASSIMETRICOS

Considerando apenas a perturbacdo do campo gravitacional do asteroide, determinado
por sua ndo esfericidade, a modelagem de seu potencial e, consequentemente, de sua
forga, é o principal problema a se resolver na fase de projeto da misséo de exploracéo a
esse astro, tendo em vista estudar as propriedades dindmicas do satélite em sua Orbita.
Obtido 0 modelo do potencial do asteroide, procura-se analisa-lo por meio de técnicas
matematicas ou computacionais, com o propoésito de entender seu comportamento geral,

buscando uma solucdo para a equacéo estabelecida.

Devido ao desenvolvimento acentuado da ciéncia da computacdo, particularmente, nas
areas da modelagem tridimensional e da tecnologia de simulacdo, diante da
impossibilidade de se trabalhar com a funcéo exata do potencial, busca-se 0 modelo que
reproduza as condicdes de distribuicdo do campo gravitacional exterior ao asteroide

com maior preciséo.

Das diversas técnicas existentes na literatura, este trabalho utiliza os métodos dos
harmonicos esféricos, da expansdo em série do potencial e das concentracdes de massa,
todos associados ao emprego da técnica poliedral para modelar o campo gravitacional
do asteroide, estabelecendo um procedimento para correlacionar os dois primeiros
modelos, permitindo obter os coeficientes dos harménicos esféricos a partir da expansdo
em série do potencial, pela resolucdo de um conjunto de equacdes lineares simultaneas,

confrontando esses valores com aqueles determinados diretamente.

O método poliedral (WERNER, 1997) objetiva modelar o formato do asteroide por
meio de um poliedro, resultado da unido de elementos tetraédricos, ligando-se 0s
vértices das bases triangulares, localizadas na superficie do asteroide, ao seu centro de
massa; posteriormente, transformando um tetraedro qualquer em um tetraedro reto
retdngulo unitario, por meio de uma aplicacdo linear (LIEN E KAJIYA, 1984), as
propriedades das integrais de um poliedro ndo convexo podem ser calculadas de forma
mais simples, tais como o volume de cada elemento tetraédrico e seu correspondente
baricentro, determinando-se o potencial total do asteroide como o somatério dos

potenciais desses tetraedros. Vale salientar que quanto maior o nimero de tetraedros,
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maior sera a precisdo dos célculos, porém, implicando em aumento do custo
computacional. Portanto, deve-se estabelecer uma relacéo entre o esforco de calculo e a
precisdo desejada. Além disso, para acentuar a precisdo dos dados, pode-se recorrer a
observacOes astronémicas de terra e de imagens de missdes de voos orbitais em torno

do asteroide.
3.1 Método dos harmdnicos esféricos: solucdo da equacdo de Laplace

Denomina-se funcdo harmdénica em um dominio D a solu¢édo da equacao de Laplace que
possua derivadas de segunda ordem continuas em D. Na maioria dos problemas, essa
solucdo satisfaz certas condi¢cGes de contorno sobre determinadas superficies pré-
estabelecidas, denominados problemas de valor de contorno. Com o intuito de
simplifica-los, em muitos casos é adequado adotar coordenadas polares cilindricas ou
esféricas em substituicdo as cartesianas. Inicialmente, serdo adotadas as coordenadas

esféricas r, ¢ e @ ilustradas na Figura 3.1.

Figura 3.1 - Sistema de coordenadas esféricas.

Fonte: Producéo do autor.

Vale observar que na Figura 3.1, o complemento do angulo € e o angulo ¢ sao

denominados colatitude e longitude, respectivamente.

As relagOes entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas esféricas sdo expressas

pela Equacéo (3.1):
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X=rcos¢send, y=rsengsend e z=rcosé. (3.1)

Logo, utilizando as relacbes da Equacdo (3.1), obtém-se as coordenadas esféricas em

funcdo das coordenadas cartesianas, dadas pela Equacéo (3.2):

1

2 2\2
r=(x2+y2+zz);, qﬁtg{%) e 6=tg”" (X++)Z (3.2)

A partir da Equagéo (3.2), aplicando a regra da cadeia pode-se reescrever a equacao de
Laplace em termos das coordenadas esféricas, e obtém-se a Equacéo (3.3):

U 20U 10U cos@ oU 1 o
LI R S PV R I 7 =0
or- ror r°o06° rsenf 06 r°send o¢g

(3.3)

Supondo que o método de separacdo de variaveis possa ser aplicado na resolucdo da
Equacéo (3.3), entdo, a solugdo U =U (r,¢,¢9) pode ser escrita na forma da Equacao

(3.4)
U(r.$.6)=R(r)@(4)6(0). (3.4)

Substituindo a Equacdo (3.4) na Equacdo (3.3) e multiplicando-se o resultado por

r’sen’6

, obtém-se a Equacdo (3.5)

r’sen’d( d’R 2dR) sen’d( d’® de) 1d°@
—+—— |+ —~+cotgld— |+———=0, (3.5)
R dr® rdr © (do do ) @ d¢
2 2 2 2 2 2
rsene 4 d—|§+gd—R +_sen 4 d—?+cotg¢9d—@ =—id CZD (3.6)
R dr® rdr e |\ do déo @ d¢

Observando a Equacdo (3.6), conclui-se que o seu primeiro membro depende das

variaveis r e @, enquanto que o segundo membro depende exclusivamente de ¢.

Logo, ambos 0os membros devem se igualar a uma constante positiva, definida por m?,
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pois caso contrario, a equacdo teria a solucdo trivial. Dessa forma, resulta na Equacao
(3.7):

d’@

07 +m’® =0, (3.7)

admitindo, como solucdo geral, a funcdo dada pela Equacéo (3.8)
@(¢)= A cos(mg)+B, sen(mg). (3.8)

sendo A e B, constantes a serem determinadas pelas condig¢des de contorno. Supondo

que as solucbes da Equagdo (3.8) sejam periodicas de periodo 27, entdo m deve

assumir valores inteiros nao negativos.

De forma analoga, separa-se a parcela que envolve a variavel r da parcela dependente
de @, obtendo a Equacdo (3.9):

2 2 2 2
rd I§+gd—R __1jd ?+cotg@d—@ + m2 =n?, (3.9)
Ridr® rdr e\ do dd ) sen@
permitindo escrever a Equacdo (3.10) na variavel @:
2
ii(sened—@} - |9=0. (3.10)
send do dé sen<d

As Equacgdes (3.7) e (3.10) estabelecem a relacdo de dependéncia dos angulos de
azimute e polar, ¢ e @, respectivamente. Logo, como o0s valores caracteristicos da
Equacdo (3.7) sdo discretos, as funcbes caracteristicas normalizadas correspondentes

sdo expressas pela Equacdo (3.11):

@0((/5):% se m=0
dirﬂf)(¢):%cos(m¢) (3.11)
T
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observando que os simbolos (+) e (—) enfatizam os casos das funcdes serem pares ou

impares na variavel ¢. Na Equacdo (3.10), suas solucBes sdo as chamadas funcbes

polinomiais associadas de Legendre de primeira espécie, denotadas pela Equacéo (3.12)

m2 d"P (cos o)

R"(cos0)=(1-cos’ 0) T{cos0)”

para 0<m<I, (3.12)

sendo os polindmios de Legendre dados pela Equacao (3.13)

! d—l(l—cos2 0)

!
2" g (cos 49)' |

R (cos®)= (3.13)

considerando n2=I(I+1), para 1=0,1,2,..., e lembrando que, dado m, tem-se a

condi¢do | >m. Aplicando a formula de Rodrigues para R , obtém-se a Equacéo (3.14)

I+m
d—m(cosze—l)', para 0<m<|, (3.14)

R" (cos6)=(1-cos H)m/2 4 (cos)"

Logo, as solugdes normalizadas da Equacéo (3.10) sdo expressas pela Equacgéo (3.15)

@,m(cose):\/(Zlg(il(:n_)?q)!ﬂm(cose). (3.15)

(d°R 2dR .
Retornando a Equacdo (3.9), pode-se escrever %[irz +F(;—rj:n2, e devido a

n?=1(1+1), chega-se & equacéo de Euler-Cauchy, dada pela Equagéo (3.16):

2
r’ ?jr|§+2r?j—$—l(l+l)R:0, (3.16)

a qual, apresenta a solucdo da forma indicada pela Equagéo (3.17)

BZ
rI+l !

R(r)=Ar"+ (3.17)
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sendo A, e B, constantes a serem determinadas a partir das condigdes de contorno do

problema. Portanto, a solucdo geral da equacédo de Laplace, é dada pela Equacéo (3.18):
U(r.¢.0) =[A2r' +%}@lm (cos6) @, (¢), (3.18)

cujas funcodes @m(qﬁ) e @,m(COSH) sdo expressas pelas Equacbes (3.8) e (3.11),

respectivamente. As func¢des dadas pela Equacdo (3.18) sdo denominadas harmonicas

esféricas solidas.

De posse da solucdo da equacdo de Laplace, para garantir a condi¢do de continuidade

dessa funcdo em relagdo a uma esfera de raio r, delimita-se seu dominio estabelecendo
que, em sua superficie, U, (¢,¢9) assuma certos valores. Dessa maneira, para a regiao
interior a esfera, coloca-se B, =0, e para a regido exterior, coloca-se A, =0. Logo, a

solucdo é dada pela expansdo em série de harmonicos esféricos dada pela Equacédo
(3.19)

U(r,g,0)= i r Zn: P (cos ) Ay cos(mg)+Bysen(mg) |, (3.19)
ou pela Equacao (3.20)
0 1 n

U(r.g.0)=> —= > RI"(cosO)[ Ay cos(mg)+Bypsen(mg) ], (3.20)
r

n=0 m=0

na qual os inteiros n e m denotam o grau e a ordem da série, respectivamente. As

fungbes P"(cos@) séo os polindbmios associados de Legendre, caso m=0, ou

polinbmios de Legendre, caso m=0, A,, e B,, sdo coeficientes a serem

determinados. Observa-se na Equacao (3.20), diferentemente da Equacéo (3.19), que o
potencial gravitacional decresce com o aumento da distdncia, ou seja, satisfaz a

condigéo dada pela Equacgéo (3.21)

limU (r,$,0)=0. (3.21)

r—o0
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Com a finalidade de modelar o potencial gravitacional num ponto exterior ao asteroide,
é conveniente reescrever a Equacao (3.20) na forma da Equacéo (3.22)

GM &(RY' <

U(r.g,0)=— [—j Z P (cos 9)[Cnm cos(m¢)+Snmsen(m¢)], (3.22)
Fao\"/ m=o

sendo R o raio normalizador, C,,,, € S, sdo o0s novos coeficientes adimensionais que

caracterizam o campo gravitacional e podem ser determinados de modo semelhante aos

coeficientes A,,, e B,,, quando a fun¢éo U for conhecida na esfera de referéncia,

sendo Cyg=1e S,5=0.

Se m=0, os harménicos esféricos serdo polinémios de Legendre de grau n na variavel
t =cos @, apresentando n raizes reais localizadas no intervalo —-1<t<1, ou 0<@<r,
alternando n vezes seu sinal, independentemente da longitude. Dessa forma, dividirdo a

esfera em zonas e serdo denominados harmdénicos zonais, como mostra a Figura 3.2.

Figura 3.2 - Representacéo dos harmonicos zonais.

Fonte: Kuga et al., 2000.

Se m=n=0, os harmonicos esfericos serdo funcdes associadas que alternam seu sinal
n.m vezes no intervalo 0< @< . Além disso, a fungdo cos(m¢) possui 2m raizes no

intervalo 0<¢ <27x. Logo, esses harménicos dividem a esfera em secGes, de acordo

com a alternancia de seus sinais, como ilustrado na Figura 3.3. Tais harmonicos serdo

chamados de tesserais.
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Figura 3.3 - Representacdo dos harmonicos tesserais.

Fonte: Kuga et al., 2000.

Caso m=n, os harmdnicos esféricos se degeneram em funcGes que dividem a esfera em
fusos positivos e negativos, alternadamente, com apresentado na Figura 3.4. Nesta

situacdo, os harmonicos serdo chamados de setoriais.

Figura 3.4 - Representacdo dos harmdnicos setoriais.

Fonte: Kuga et al., 2000.

De modo geral, a superficie harménica esférica, expressa pela Equagéo (3.23),

Snmi = Pam (5en0")[ o €S (M) + Spysen (mg) | (3.23)

apresentara (n—m) raizes, com uma distancia , ao longo de um meridiano e m raizes

com a mesma distancia ao longo de um paralelo.
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Conforme a ordem e o grau dos polinémios e das fungfes associadas aumentam, ocorre
uma reducdo nos valores dos coeficientes C,, e S,,, gerando erros de
arredondamento, em razdo da limitacdo do numero de digitos significativos. Logo,
visando minimizar tais efeitos, tem-se como habito normalizar esses coeficientes, assim
como os polinémios e as funcBes associadas. Portanto, adotando este procedimento, 0s

coeficientes dos harmonicos esféricos e as funcGes associadas de Legendre
normalizados, denotados, respectivamente, por C.,, Som € Pyn, S30 €xpressos,

segundo Heiskanen e Moritz (1967), pelas Equacdes (3.24), (3.25) e (3.26),

respectivamente:

Com = (n+m): C (3.24)
nm (2_50m nm? '

)(2n+1)(n—m)!

S = (n+m): S (3.25)
nm (2_50m nm:? '

)(2n+1)(n—m)!

_— (n+m)!
Fm _\/(2—50m)(2n+1)(n—m)! Fm- (3.26)

nas quais oy, representa o delta de Kronecker.

3.2 Método da expansao em série convergente do potencial

Pretende-se, agora, tendo como ferramentas fundamentais os trabalhos desenvolvidos
por Kellogg (2014) e MacMillan (1956), associados ao método da decomposicao de um
poliedro em tetraedros, elaborado por Werner (1994), apresentar uma metodologia para
se calcular, de forma aproximada, o potencial de um corpo com distribuicdo de massa
assimétrica. Com esse objetivo, calculando o potencial de cada um dos tetraedros,

conclui-se que o potencial do poliedro serd o somatorio desses potenciais.

Seja Q o tetraedro de massa M, formado pelos vértices V;, V,, V3 e O, estando, este
ultimo, localizado na origem do sistema de coordenadas &,n,¢, como ilustrado na

Figura 3.5.
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Figura 3.5 - Tetraedro Q com os vértices Vy, V,, V5 e O.

Fonte: Producéo do autor.

Considere uma massa unitaria localizada no ponto P(x, y,z) e um elemento de massa

dM localizado em um ponto qualquer do tetraedro Q, denotado por B(cf,n,g).

Definindo y como o angulo formado pelos vetores OP e OB, da Figura 3.5, utilizando

0 teorema dos cossenos, pode-se obter o valor de r, como segue a Equagéo (3.27)

r? = ,02 +,o’2 —2pp'cosy. (3.27)
1 . <
Isolando T da Equacéo (3.27), tem-se a Equacao (3.28):

1 1

—= : (3.28)
r Jp?+p?-2pp cosy
e colocando p° em evidéncia, resulta na Equaco (3.29)
1 ! = (3.29)
r ' '
Yo, 1—230057+ p2
P p
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Definindo y =p'/p e u=cosy, entdo a Equagdo (3.29) tornar-se-a a Equacéo (3.30):

1 ! (3.30)

r p\1-2u +;(2

-1
Desenvolvendo a funcgéo (\/1—2u;(+;(2) em uma série de poténcias de y

convergente, obtém-se a Equacdo (3.31)

1

=Py (u)+ P (u) g +Py (u) ° +... (3.31)
Ni—2ur+ .

desde que | |<+~/2-1, sendo P,(u),P;(u),P,(u),.. os correspondentes polinémios

de Legendre. Logo, a Equacdo (3.31) pode ser escrita em uma série de poténcias

negativas na variavel p, dada pela Equagdo (3.32):

2

2op )RR () E P () (3.32)
r p p p

valida para p'/p<\/§—1, porém, ainda convergente se satisfizer —1<u<1 e
p'/p<1. Considerando d a maior distancia entre um ponto da distribuicdo de massa e
a origem, se p'<d, entdo a série dada pela Equacdo (3.32) sera uniformemente

convergente em todas as seis varidveis para todo ponto P exterior a esfera centrada na
origem e de raio p=d.r, r>1. Logo, a Equacéo (3.32) pode ser multiplicada por uma
densidade continua, ou continua por partes, e integrada termo a termo sobre o volume
do solido Q, resulta em uma expansdo do potencial U correspondente a distribuicdo de
massa de Q, valida para todos os pontos exteriores a toda esfera contendo a distribuicéo,

convergindo uniformemente. Portanto, o potencial serd expresso pela Equagéo (3.33):

!

~([feotav =coff[|m )2+ R Erpwr. v, @
U_J'ye “dv =G j({j[Po( - P()p2 F>()p3 }dv (3.33)
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e levando em conta que a densidade do sélido, c=M/V , considerada constante, e

integrando termo a termo a Equacéo (3.33), resulta na Equacéo (3.34)

U=G¥ j({jpo(u)%dv+I£jpl(u)p%dv+j£jp2(u)%dV+... . (334)

Reescrevendo, adequadamente, a Equacéo (3.34), obtém-se a Equacao (3.35)

02 p?
U:G% .mPO( 2av+ ijl ppdV+j”P av+. | (335
Q
Além disso, da Figura 3.5, deduz-se as Equacdes (3.36) e (3.37)
Upp'=Ex+ny+¢z, (3.36)

p=AX+Y+1* e p =\E+n’+S’ (3.37)

Logo, multiplicando os polinbmios de Legendre pelas Equagdes (3.36) e (3.37),
conclui-se que os integrandos da Eg. (3.35) sdo fungdes polinomiais homogéneas nas
varidveis &, n e ¢. Portanto, a dificuldade da obtencdo do potencial esta atrelada aos
calculos das integrais da Equacdo (3.35), as quais podem ser simplificadas, aplicando o

método desenvolvido por Lien e Kajyia (1984), como descrito a seguir.

Os integrandos da Equacgéo (3.35) sdo polinbmios representados, genericamente, pela
Equacao (3.38)

f(Emg)= Y, &hylg™ (3:38)

n,n,,n,

Visando calcular as integrais da Equacgdo (3.35), pode-se concentrar a atengdo na

integral da Equacdo (3.39)
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| =m'§”1n”2g”sd§dndg. (3.39)
Q

Supondo-se que os Vértices do tetraedro da Figura 3.5 sejam dados por O(0,0,0),

Vi(&.m.61), Va(&i.60) € Va(&3.73,53), a transformagdo linear T, expressa pela
Equacdo (3.40)

a & &
T=\m m mn3| (3.40)
61 62 63

relacionando o sistema antigo &,7,c, com o novo sistema X,Y,Z, satisfazendo a
Equacdo (3.41)

&) (&1 & &)X

n|=\m 2 m||Y | (3.41)

s) a1 ¢ s3)\Z

transformando o tetraedro inicial em um tetraedro retangular, cujos vértices sao

0'(0,0,0), V/(1,0,0), V5(0,1,0) e V3(0,0,1), como mostra a Figura 3.6.

Figura 3.6 - Tetraedro retangular W com vértices O', ;' ,V," e V3'.

Z

V'.(1,0,0)

Fonte: Producéo do autor.
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Segundo a transformacdo dada pela Equacédo (3.40), a integral da Equacéo (3.39) pode
ser reescrita como a Equacdo (3.42)

= [[[ gmnreseag anag =T [[[ x"vr2zmax av az. (3.42)
Q W

sendo X =X +EY +EZ, Y=mX+nY +n3Z, Z=X+c,Y+c3Z e ||T|| o

Jacobiano, valor absoluto do determinante da matriz de transformacéo.

Avaliando a integral de uma funcdo polinomial &"7™¢c™ sobre o tetraedro reto

retangulo W, obtém-se a Equacéo (3.43)

n,,n2 N3 I el e S A
&lnegPdédndg = o &inégSdédndg
W ] (3'43)
n1! n2! n3!
(ng+ny +ng+3)!

cujos detalhes sdo apresentados no apéndice A. Portanto, sabendo que é sempre possivel
transformar um tetraedro qualquer em um tetraedro reto retdngulo por meio da
transformacédo linear dada pela Equacdo (3.40), conclui-se que a integral de um

polindmio, ao longo de um tetraedro, pode ser calculada pelas Equacdes (3.42) e (3.43).

Para exemplificar o calculo descrito, definindo-se a Equacdo (3.44)

Us =G¥I£I Po(u)%dv, (3.44)

e, sabendo que P, (u) =1, entdo a Equacéo (3.44) resulta na Equacéo (3.45)

UO:G%J!J-PO(U)%dV:GIL\A—VJ-E.;IdV:%, (3.45)

que representa o potencial Kepleriano. Analogamente, considerando a segunda parcela
da Equacéo (3.35), dada pela Equacéo (3.46)
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U -G .mpl p”dv_GMHPl u) ppdV (3.46)

sendo R (u)=u, logo, a Equacéo (3.46) torna-se a Equacéo (3.47)
GM
=T\/”I(x§+y77+zg)d§dndg, (3.47)
P
Q

cujo resultado, utilizando o método de Lien e Kajiya (1984), é dado pela Equacéo (3.48)

_GM [(§1+§2 + &)X+ (mm+ 12 +73) Y+ (61 + 62 +§3)Z]
1—- 3 :
4p

(3.48)

Portanto, adotando-se este procedimento em relagdo a todas as parcelas da Equacdo

(3.35), conclui-se que o potencial do tetraedro Q é representado pela Equacéo (3.49).

U= Zu gt Z_mp M (3.49)

Devido a impossibilidade de obter a soma infinita da Equacdo (3.49), deve-se truncé-la,
obtendo um valor aproximado para o potencial, indicado pela Equacdo (3.50):

U= Zu +e=G— Z_mp pzﬁldV+g (3.50)

destacando que & é o erro de truncamento. Dessa forma, lembrando que o segundo
membro da Equacdo (3.35) é uma série uniformemente convergente no intervalo
adotado, quanto maior o valor de n, menor serd &, sempre ponderando 0 custo

computacional em relagéo a precisao.

Supondo, agora, que o integrando da Equacao (3.39) esteja em coordenadas esféricas,

tem-se que, a integral a ser analisada é dada pela Equacdo (3.51)
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I :Jif f(r.¢,6)dv, (3.51)

sendo Q o dominio de um solido qualquer. Definindo r como o versor radial, seja

G(r,¢,0) uma funcdo vetorial e g(r,4,6) uma funcéo escalar, tal que satisfaca a

Equacao (3.52)
G(r.¢.0)=9(r,4.0)r, (3.52)

de modo que a funcéo f(r,¢, 49) coincida com o divergente de G, isto ¢, V-G = f .

Lembrando que o divergente, em coordenadas esféricas, € dado pela Equacgéo (3.53)

1 8G¢
rsen@ o¢

vezlﬁ(rzer)+

0
— 0G
- (sen6Gy)+

(3.53)
rsend o6

entdo, aplicando a Equacédo (3.53) para a funcdo G, resultam as Equacoes (3.54) e (3.55)

VG (r.¢,0)=f(r.4,0)="2 (;’r¢’0) 29 (r’r¢’9) , (3.54)

g(r.¢.0) =izfor r21(r.p,0)dr. (3.55)

r

Aplicando o teorema do divergente, a Equacdo (3.51) tornar-se-a a Equacéo (3.56)

| =J'Hf(r,¢,9)dv=J'j' v-de=”G-ds:ﬂg(r,¢,9)r-nds. (3.56)
Q Q aQ oQ

Portanto, a Equacdo (3.56) mostra que a integral de volume relativa ao sélido Q pode
ser representada por uma integral de superficie sobre o contorno fechado do poliedro

correspondente, simbolizado por 0Q .

Para ilustrar esse conceito, supde-se a construcdo de um cone, cuja base é um elemento
de area da face do poliedro Q, representado por As, tendo como veértice, a origem do

sistema de coordenadas, mostrado na Figura 3.7.
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Figura 3.7 - Construcdo de um cone, tendo como base As, na superficie do sélido, e vértice na
origem do sistema de coordenadas.

e

Av

Fonte: Producéo do autor.

Utilizando a Equagéo (3.53), a integral ao longo do pequeno volume do cone, descrito

por Av, resulta na Equacdo (3.57):

Ijjf(l’,¢,9)dv=Ijg(r,¢,e)r.nds_ (357)

OAV

Devido ao vetor n estar direcionado para fora do cone e normal a area lateral desse
solido, entdo, serad ortogonal ao vetor radial r, ou seja, r-n=0 nessa regido. Sendo
assim, a integral da Equacéo (3.57) somente tera valor relevante na regido As, definida

como base do cone. Logo, a Equacéo (3.58)
J.-Uf(r,¢,e)dv=”g(r,¢,6)r-nds, (3.58)
AV As

indica que uma integral de volume ao longo do cone, pode ser representada por uma

integral de superficie sobre a sua base.

Ao analisar a Equacao (3.56), constata-se que o vetor n é normal a fronteira do poliedro
Q, direcionado para fora desse solido. Por outro lado, o vetor n, da Equacédo (3.58), €

normal a fronteira e direcionado para fora do cone Av. Assim sendo, tais vetores podem
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apontar em direcGes opostas. De fato, eles apontardo na mesma dire¢do, quando os
interiores de  Q e Av ocuparem 0 mesmo semi espaco divido pela base do cone As.
Neste caso, diz-se que Q e Av sdo coerentes. A partir dessa definicdo, a integral da
Equacdo (3.57) serd igual a uma soma de integrais de volume sobre 0s cones
construidos, convenientemente, pelas faces do poliedro Q, resultando na Equacéo (3.59)

|=I£J'f(r,¢,e)dv=gg(r,q),e)r-nds=AZVi:s(Avi)J'AJ;J'f(r,¢,e)dv, (3.59)

introduzindo a funcdo de sinal S (Avi ) definida para um cone Av;, pela Equacéo (3.60)

+1, se Av; e Q sdo coerentes

L. (3.60)
-1, caso contrario

S(Avi):{

A funcédo de sinal S(Avi) determina se a integral sobre Av; tem uma contribuigdo
positiva ou negativa para a integral sobre Q. Se Av; é coerente com Q, a integral sobre

Av; tem uma contribuic&o positiva em relacéo a Q; caso contrario, negativa.
Na Figura 3.8, o tetraedro Q(Vl,VZ,V3,V4), possui quatro faces F (V2,V4,V3),
Fa(V1VaVa), Fs(ViVaVa) € Fy(ViVa,V3).

Figura 3.8 - Tetraedro expandido em quatro novos tetraedros em relagédo a origem O.

¢ v,

Fonte: Producéo do autor.
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Adota-se o sentido horério em relacdo a ordem dos vértices de cada face de modo que o

vetor normal as faces sempre aponte para fora do tetraedro. Além disso, uma face F,
associada a origem, forma um novo tetraedro Q (O,Vm,Vj,Vk), sendo ( m,VJ-,Vk) 0s
vértices de F. Assim, sdo formados quatro novos tetraedros Q(0,V,,V3,V,),
Q (0V1, V3 V,), Q(0V,V,,V,) e Q4(0,Vy,V,,V;), podendo-se afirmar que os trés

primeiros séo coerentes com Q, diferentemente do que ocorre com Q, . Visto que cada

tetraedro tem um vértice localizado na origem, uma integral ao longo desses tetraedros

pode ser calculada utilizando o método descrito, ou seja, uma integral sobre o tetraedro

Q, equivale & soma da integral sobre cada tetraedro Q;, dada pela Equag&o (3.61)

|:I£ff(g,n,g)dv: Y s(Qi)ny(g,n,g)dv_ (3.61)

Q.QQQ

De acordo com a definicdo de coeréncia em relacdo ao tetraedro Q, tem-se que

S(Q)=5(Q,)=S(Q;)=1 e S(Q,)=-1. Além disso, as coordenadas da face

E(Vm’vj’vk) sdo dadas por Vm(am’nm@m)’ Vj(&j'nj@j) € Vk(gk’nkigk)’

definindo uma transformacdo linear T;, representada pela Equacéo (3.62):

&m ‘?Sj Eak
Ti=Mm Mj |- (3.62)
Sm Gj Sk

O determinante da matriz de transformacéo sera positivo se Q; for coerente com a
base F; e negativo, caso contrério. Logo, implicitamente, o determinante |T; | representa
os efeitos da funcéo de sinal S(Q;) e do Jacobiano ||T;||. Assim, a Equacdo (3.61)

torna-se a Equacao (3.63)
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I :J.J.J‘ f (§,n,g)dv:§S(Qi)J‘g f(&m¢)dv

Q

=2 8(Q)IT |Im £(9;.9,.9,)dv :%]Ti |m t(9:.9,.9.)dv

, (3.63)

na qual, as funcbes g., g,, € g. sdo definidas pela Equagdo (3.64)

§=g§(X,Y,Z):§mX +§jY +&7Z
n:gﬂ(X,Y,Z):nmX +1,Y +1mZ . (3.64)
¢=0.(X.Y,Z)=¢, X +¢;Y +¢Z

Pode-se representar um poliedro Q formado por f faces, a arestas e v Vvértices, pela

notacdo Q(F,AV), sendo F(Fl,FZ,...,Ff) o conjunto das faces, A(A,Ay,...Ay) 0
conjunto das arestas e V (Vl,VZ,...,VV) 0 conjunto dos veértices. Uma face F é formada
por f;  vértices, isto é, F (Vli AVARRYZ. ) com V| eV, e a orientagdo dos vértices

adotada de modo que o vetor normal aponte para fora do poliedro.

Uma face F, formada por f vértices, pode ser decomposta sequencialmente em f —2

triangulos, implicando em que uma face ﬁ{vli,vzi,...,v]!_} possa ser decomposta

em f; —2 tridngulos, {TJ' =(V1i,Vji+1,Vji+2)} , utilizando o vértice Vli como origem da

projecdo. Por outro lado, um triangulo T! com a origem no ponto O, forma um
tetraedroQ}:(O,Vli,vj-i+1,vj-i+2). Portanto, em relagdo a origem O, uma face F
expande um conjunto de tetraedros {Q'J } Logo, uma integral ao longo de um cone Y;, o
qual é expandido, em relagdo a origem, por uma face F, corresponde ao somatorio das

integrais sobre todos os tetraedros {Q'J} Supondo que a Equacdo (3.65) forneca as

coordenadas dos vértices de QE (O,Vli ,Vji+1,vji+2)
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0(0,0,0)
Vi (@'111'19'1)
Vji+1(§ij+1,ﬂij+1,<;ij+1) ’ (3.65)
Vi (‘iij+2 M2, Qij+2)

conforme descrito anteriormente, a Equacdo (3.66) representa uma transformacéo T J'

é::{ §}+l §}+2
lez 771 77}+1 77}+2 : (366)
g:iL gij+l gij+2

Assim sendo, uma integral ao longo de um cone Y;, expandido pela face F, equivale a

soma das integrais sobre todos os tetraedros {Q'J} , representado pela Equacéo (3.67)

=TT Eme)av=38(Q)ff f (cme)av=2 T[] (9:09,.9:)av, @67)
K Q) Q | w!

W
e |TjI | é o determinante da correspondente matriz de transformacdo. Vale enfatizar

novamente que, a fungéo S(QE) caracteriza a contribuicdo da integral sobre Q'J em

relagdo a integral sobre o cone, e que o determinante |TjI | associa os efeitos tanto da

funcdo sinal quanto do Jacobiano.

Finalizando, constata-se que uma integral ao longo de um poliedro Q(F,A,V)

corresponde ao somatorio das integrais sobre todos os cone {Yi}, expandidos pelas

faces do poliedro em relacéo a origem, resultando na Equacao (3.68)

I :Iﬁ f (§,n,g)dv=2m f(&n,¢)dv=
—sz (&m¢)dv= ZITIHI 9.9,

FQJ QJ

(3.68)
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sabendo que as fungdes g, g, € g. sdo dependentes do tetraedro Qij e definidas pela

Equacao (3.69)

§:g§(X,Y,Z):§1iX +§}+1Y+§}+2Z
=0, (XY, Z)=mX +75.4Y 47,52 (3.69)
gzgg(X,Y,Z):g{X +§}+1Y+§}+2Z

Considere, agora, um solido homogéneo com distribuicdo de massa irregular, cujo
centro de massa esteja localizado na origem do sistema cartesiano de coordenadas
&,n,¢. Para aplicar o método poliedral (WERNER, 1994), deve-se modelar o formato
do sélido por meio de um poliedro, resultado da unido de elementos tetraédricos,
ligando-se os veértices das bases triangulares, localizadas na sua superficie, ao seu centro

de massa, como mostrado na Figura 3.9.

Figura 3.9 - Sélido com distribuigdo de massa irregular, decomposto em tetraedros.

Fonte: Producéo do autor.

Seguindo o procedimento descrito para um tetraedro, assim como 0O exposto para a
decomposicdo de um poliedro em varios tetraedros, utilizando a Equacgédo (3.68), o
potencial aproximado do so6lido representado pela Figura 3.9, serd a soma dos potenciais

de todos os tetraedros utilizados em sua decomposic¢éo, dado pela Equacao (3.70)
n n
V= ,mz fc(Gmg)dvre= Zjﬂz fic(Sme)dv+e, (3.70)
Q k=0 Fi Yi k=0
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cujo desenvolvimento, resulta na Equacéo (3.71)

0 =YY feleme)dvee

F Q q k=0
? ) (3.71)
N PRACTEREALE
F WJ.i Wji k=1
definindo a funcéo f, pela Equacéo (3.72)
ok
fie (&m.6) =P (U) a1 (3.72)
2

recordando que B (u) é o polinbmio de Legendre de ordem k, p e p’ séo dados pela

Equacéo (3.37), bem como g, g, e 9., pela Equagdo (3.69).

Analisando a metodologia descrita, deduz-se que, quanto maior o numero de tetraedros
obtidos na decomposi¢cdo do sélido, maior sera a precisdo do potencial final. Porém,
empregando esse artificio, implicara, novamente, em uma ampliacdo do custo
computacional. Portanto, deve-se buscar o equilibrio entre esses dois elementos

fundamentais na resolugéo do problema.
3.3 Método das concentracgdes de massa

De fato, para a aplicacdo da Lei da Gravitacdo Universal, sup8e-se que 0s corpos sobre
os quais a forca atua sdo considerados puntiformes, isto é, gravitacionalmente
comportam-se como se toda sua massa estivesse concentrada em seu centro de massa.
Considere dois corpos puntiformes A e B de massas m e M, respectivamente. A Equacéo

(3.73) fornece a energia potencial gravitacional do corpo B sobre o corpo A

GMm
U(r)zm, (3.73)

na qual, r € o vetor posicio do corpo A em relagdo ao corpo B e

G =6.673x10™" m’/kg.s*. Caso o corpo B ndo possa ser considerado puntiforme, o
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corpo A é atraido por uma distribuicdo de massa M, ou seja, deve-se avaliar a atracao
gerada por cada elemento dm da distribuicdo de massa do corpo B sobre A. Assim,

sendo dm=odv, 0 potencial gravitacional total é expresso pela Equagéo (3.74)

U =G_”jﬁdv, (3.74)
Q

sendo o a densidade e dv um elemento de volume, ambos relativos ao corpo B.

Devido a complexidade do calculo da Equacdo (3.74), para modelar o potencial
gravitacional total de um soélido irregular Q, pode-se utilizar o método das
concentragfes de massa, associado ao método poliédrico (WERNER, 1994), tendo
como objetivo definir os centros de atracdo secundarios, e dessa maneira, encontrar uma
aproximacédo para o calculo do potencial gerado pelo sélido, da mesma forma como foi
feito em Venditti (2013), Venditti et al. (2013a e 2013b), Rocco (2014), Mota (2014),
Rocco et al. (2017). Neste sentido, divide-se a superficie do poliedro em vérios
tridngulos, ligando seus vértices ao seu centro de massa, obtendo tetraedros, cada qual

com seu respectivo baricentro G;, como ilustrado na Figura 3.10.

Figura 3.10 - Modelo do corpo irregular utilizando o método do poliedro.

-
-
f 1
C o G i/
7
4 - mlm

e ”
g,

Fonte: Producéo do autor.

Para o caso de um Unico tetraedro homogéneo, suponha que o0s vértices deste solido,

ilustrado na Figura 3.11, sejam dados pelas coordenadas O(0,0,0), Vyi(&,m.51).

V,(&.7.62) € V3(&3,73,53), com centro de massa localizado no ponto G .
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Figura 3.11 - Tetraedro OV,V,V5 com centro de massaem G .

Fonte: Producg&o do autor.

Aplicando o método elaborado por Lien e Kajiya (1984), a Equacéo (3.75) representa o
volume do tetraedro

V:Jjjdv:||T||IIIdV :||T||%=@, (3.75)
0 W

e a Equacdo (3.76) fornece as coordenadas do seu baricentro G (éG Mg gG) :

1 YY) T YY) 1
G vl fdv:uv—”'n (§1X+§2Y+§3Z)dx dY dz :Z(§1+§2 +§3)
Q W
1 Y Y. T Y Y. 1
Q W
1 YY) T Y. X.) 1
§G :\7... ng=”V—”... (§1X+§2Y+§3Z)dX dY dz :Z(g1+g2 +§3)
Q W

Considerando constante a densidade do sélido, representado pela Figura 3.7, ap6s a sua
decomposicdo em N tetraedros, calculam-se, segundo as Equagdes (3.75) e (3.76), seus

correspondentes volumes e centros de massa, concentrando a massa de cada tetraedro
em seu respectivo baricentro, designado pelo ponto G;, i=1,2,..,N, técnica esta,

denominada de concentracdo de massa. Dessa forma, tais pontos passam a ser 0s centros
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de atracdo secundarios referentes ao corpo nédo esférico. Logo, a divisdo do volume de
um asteroide em vérios tetraedros, permite estabelecer os elementos fundamentais para
o calculo aproximado da perturbacdo devido ao campo gravitacional ndo ser central.

Portanto, a Equacéo (3.77) fornece o potencial de uma massa puntiforme m, localizada

no ponto P(x.y,z), em relagéo ao asteroide

N M.
U:sz ' , (3.77)

T (xees) v ) +rso )

assumindo que M; é a massa do i-ésimo tetraedro, concentrada no correspondente

centro de massa G; (fG_ MG 1S )

Mais uma vez, a precisdo deste método depende do nimero de tetraedros obtidos na
divisdo da superficie do solido irregular, ou seja, quanto maior o nimero de tetraedros,

melhor sera a aproximacao.

Outra forma de refinar este método, consiste em dividir cada tetraedro em sélidos, por
meio de planos paralelos a base do tetraedro inicial, concentrando a massa de cada
solido gerado, em seus respectivos centros de massa. Dessa forma, obtém-se maior
quantidade de centros de atracdo secundarios, aumentando a precisdo do modelo do

campo gravitacional, como feito pela primeira vez por Venditti (2013).

Visando analisar as orbitas de um veiculo espacial em torno de um asteroide, observa-se
que seu campo gravitacional apresentara um comportamento diferente daquele com
distribuicdo de massa esfericamente simétrico. Logo, a trajetéria do satélite sofrera
perturbacdes em relacdo ao comportamento kepleriano, devido ao campo gravitacional
ndo ser mais central, acrescentando a essa perturbacéo, a contribuigcdo devido a rotacédo

do asteroide.

Retomando a Figura 3.10, considere, agora, que o centro de massa do asteroide esteja

localizado no ponto O, origem do sistema de coordenadas &,7,¢. Seja M a massa total

do corpo concentrada em seu baricentro, M,, i=1,2,...,n, sdo as massas dos centros de
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atracdo secundarios, localizadas, respectivamente, nos baricentros dos tetraedros

correspondentes, sendo n o numero de divisdes referentes as massas secundarias que
compdem o modelo, m é a massa do satélite, R, € o vetor posi¢do de M, em relagdo ao
baricentro O, r, é o vetor posicdo de m em relagdo a massa M, e r é o vetor posicéo de

m em relagdo a O, conforme mostra a Figura 3.12.

Figura 3.12 - Modelo matematico da érbita perturbada devido ao campo gravitacional.

¢

trajetoria

Fonte: Adaptada de Venditti (2013).

A

Estabelecendo i,j e K como os versores da base ortonormal, ent&o os vetores r, R; e

I;, definidos anteriormente, séo representados pelas Equacdes (3.78), (3.79) e (3.80)

r=ri+n, j+r.k, (3.78)
Ri = ng iA-l- Ri77 J:+Rig|21 (379)
=hei+6, j+hK. (3.80)

Da Figura 3.12, conclui-se que a Equacéo (3.81) estabelece a relacao entre esses vetores

=r-R, (3.81)
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ou seja, das Equacdes (3.78), (3.79) e (3.80), tem-se a Equacéo (3.82)

A

ri:(ré—Rig)f+(rﬂ—Ri,7)i+(rg—Rig)k, (3.82)

e, consequentemente, 0 modulo de 1; sera expresso pela Equagao (3.83)

i ll= \/(r§ h Riéf)z +(r,7 —Riy )2 +(r§ a Rig)z (3.83)

Logo, a Equacdo (3.84) fornece a forca gravitacional aplicada ao veiculo espacial

referente ao centro secundario de massa M,, i=1,2,...,n,
GmM;
G =~ 2' — (3.84)
C s IE sl
para a qual, a Equacéo (3.85) exibe os componentes dessa forca
Fi+F, j+F K=|-—omMp [ SmM g F SmMde (g gs)
¢ K y | 1l I, |l I |

Portanto, a Equacdo (3.86) € a resultante da forga gravitacional perturbadora, F,,

gerada no veiculo espacial por um corpo irregular pode ser modelada como a diferenca
entre a forca referente ao campo central e o somatério das forgas gravitacionais

decorrentes das concentracfes de massas secundarias.

FGP:_GmI\/Zl L‘FZ Gmle f+ GmMZI Jc+ Gmle |2 (386)
= el &) 5]l v, 1l |l

i=1

Na hipétese de analisar o efeito do termo perturbador, assim como o controle da
trajetdria, empregando o método das concentracdes de massa, pode-se aplicar 0 STRS
(Spacecraft Trajectory Simulator) (ROCCO, 2008 e 2012), cujos resultados, dessas
simula¢fes numeéricas, tornam-se uma forte ferramenta a ser empregada na analise da

missao.
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4. PROCEDIMENTO PARA O CALCULO DOS COEFICIENTES DOS
HARMONICOS ESFERICOS

O primeiro procedimento desenvolvido neste capitulo para a determinacdo dos
coeficientes dos harménicos esféricos relativos a um asteroide, correlaciona o modelo
de seu campo gravitacional, obtido pelo método da expanséo do potencial em série, com
aqueles coeficientes, por meio de um sistema lineares, possivel e determinado, cujas
incdgnitas sdo os elementos a serem obtidos. A segunda forma apresentada, emprega a

técnica da aplicacao direta das integrais para se calcular esses coeficientes.
4.1 Relagéo entre o potencial gravitacional e coeficientes dos harmdnicos esféricos

Abordando, novamente, as coordenadas esféricas, redefinem-se as variaveis de modo a

adequa-las a latitude e a longitude, denotadas por @ e ¢, respectivamente, como ilustra

a Figura 4.1:

Figura 4.1 - Coordenadas esféricas envolvendo latitude e longitude.

¢

P{£,n,0)

/
p'senf

P

9 p'codf seng

’

_______________

Fonte: Producéo do autor.

As relacgdes entre as coordenadas cartesianas e as esféricas sdo expressas pela Equacéo
4.1).

E=p'cosgcosd, n=p'sengcosd e ¢=p'send. (4.2
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Logo, utilizando as relagdes da Equacdo (4.1) obtém-se as relacGes inversas, isto é, as
coordenadas polares esféricas em funcdo das coordenadas cartesianas, apresentadas na
Equacéo (4.2).

p =E+n*+c?, ¢:tg1(zj e 6?—sen{;}. 4.2)
4 JEE+ +6°

O potencial gravitacional, solucdo da equagdo de Laplace, pode ser modelado pela
funcdo harmonica esférica, expressa pela Equacdo (4.3), segundo Kaula (1966), assim

como por Casotto e Musotto (2000):

N n n
u=£ 1+§ E [EJ Pum (sen0)[ C cos(Mg) +Sppsen(mg) | +2,  (4.3)
P

P n=1 m=0

sendo p a constante gravitacional do asteroide, isto é, o produto de sua massa pela

constante gravitacional, p é a distancia de um ponto qualquer do campo ao seu centro
de massa, a é o raio normalizador do asteroide, PB,,(send) sdo os polindmios

associados de Legendre, quando m=0, ele se degenera nos polinbmios de Legendre,

Chm € Spm séo os coeficientes dos harmonicos esféricos e ¢ € o erro de truncamento.

Observando a Equacéo (4.3), percebe-se que a parcela p/p representa o potencial
gravitacional da esfera homogénea, enquanto que os demais termos exprimem as
alteracfes no potencial gravitacional. Hipoteticamente, caso N tenda ao infinito, esta
série aproximar-se-a assintoticamente do potencial gravitacional central do objeto.
Porém, como essa série infinita ndo pode ser calculada, entdo, para a sua utilizacdo em
problemas praticos, os termos de alta ordem sdo geralmente desprezados durante 0s
calculos, de acordo com a precisdo exigida pela misséo. Ainda em relacdo a Equacéo
(4.3), constata-se o0 estabelecimento de uma relagdo linear entre o potencial

gravitacional e os coeficientes dos harménicos esféricos, cujos termos dos coeficientes
sdo dados por B, (sen@)cos(mg) e B, (send)sen(mg). Portanto, conhecendo-se as

condigdes de distribuicdo do potencial gravitacional, ocorre que os coeficientes dos

harménicos esféricos podem ser obtidos por meio da relacdo linear antes mencionada.
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4.2 Estrutura do conjunto das equagdes lineares simultaneas

A partir da determinacdo do modelo do campo gravitacional, calcula-se o valor
numérico da fungéo potencial U em um ponto qualquer desse campo, R (Ri,6},¢‘),

desde que satisfaca a condicdo de convergéncia, ou seja, exterior a esfera de raio a,

obtendo-se a Equacéo (4.4) envolvendo as incognitas C,, € Sy

a a
(;J PioCao + (;J Py (Capcosdh +Spisendy) +
i 1

N (4.4)
+...+(ij Pan (Crn €os(Ng; ) +Synsen(Ney)) = Py -1
pi H

Logo, teoricamente, se forem escolhidos N(N +2) pontos distintos do campo
gravitacional do asteroide, da forma P (p.6.4), com i=12,..,N(N+2), pode-se

estabelecer um conjunto de N (N +2) equac0es lineares, dadas pela Equacéo (4.5)

NE

> n cos(mgy )+ Snmsen(mgy )] =2L _
(,0_1] Pom (s& ‘91)[Cnm (Mg )+ Spmsen( ¢l):| luu(pl) 1

M= 1D
M-

P2 , (4.9)

T
[uN
Il

o

m

[iJ Pam (sen6;)[ Cpy cos (M gy ) +Sysen(my ) | = pZU(Pz) 1
7

»|

n=1 m=

Pam (sen 6 )| Cpm €0S (M ¢ )+ Spmsen(m ¢ ) | = p—NU(PK)—l
7,

o

sendo K= N(N +2). O sistema de equacdes definido pela Equacdo (4.5) pode ser

reescrito na forma matricial Ax=b, cuja solucdo permite encontrar os coeficientes
Chm € Spm- Porém, se o método da expansédo do potencial em série for aplicado, o

modelo do campo gravitacional é escrito por meio da Equacéo (4.6)

U =ZN:ui . (4.6)
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Logo, conhecendo as parcelas U,, pode-se aplicar o processo descrito para a obtencéo

dos coeficientes dos harmonicos esféricos para cada ordem i correspondente, reduzindo

0 nimero de incAgnitas do sistema a ser resolvido.
4.3 Método de resolucédo do conjunto de equacdes lineares

Uma vez que o sistema de equagdes simultdneas € construido, teoricamente 0s

coeficientes dos harmonicos esféricos C,, € S,,, incognitas procuradas, podem ser

obtidos de forma unica. Porém, na pratica, devido a existéncia dos fatores

(a/,o)i P.m (sen@) envolvidos no calculo do valor do potencial, mesmo para N (N +2)

pontos distintos do campo, as equacGes podem resultar em um sistema linearmente

dependente, isto é, em um sistema indeterminado ou mesmo impossivel.

Em relacdo ao sistema dado pela Equacdo (4.5), ha dois caminhos para aborda-lo e
determinar sua solugdo. O primeiro caminho € procurar pontos B (p, N ,¢;) do proprio
campo de forma que a matriz dos coeficientes das incognitas ndo seja singular, isto é,
torne o sistema possivel e determinado. O segundo caminho é aumentar a quantidade de
equac0es a fim de transformar a Equacéo (4.5) em um sistema cujo nimero de equacdes

seja maior que o numero de incognitas, passando, em seguida, a resolvé-lo com o

minimo normal deste conjunto de equagdes obtidas, determinando as melhores

estimativas de Cpy € Sy -

4.4 Integrais diretas para o calculo dos coeficientes dos harmonicos esféricos

Suponha que um sistema de coordenadas &,7,{ tenha a origem localizada no centro de
massa do solido Q, representado pelo ponto O, e considere um elemento de massa dM

posicionado no ponto B(é,n,g), como mostrado na Figura 4.2.
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Figura 4.2 - Célculo do potencial de um elemento de massa dM .

'y Pz,y,z)

Fonte: Producéo do autor.

Caso os pontos P e B sejam dados em coordenadas esféricas, isto é, P(p, g0,¢) e

B(p'.¢,¢'), e definindo y como o &ngulo formado pelos vetores OP e OB, obtém-se

a Figura 4.3:

Figura 4.3 - Distancia entre os pontos P e B em coordenadas esféricas.

¢ P

Fonte: adaptada de Carrara et al. (2000).
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Determina-se o angulo y por meio do produto escalar dos vetores OP e OB, dado pela

Equacdo (4.7)

COSy = COS@COSY’ +Sen psen 'cos(¢' —¢) 4.7)

enquanto que a distancia entre os pontos P e B é dada por r =\/p2 +p'* —2pp'cosy .

Logo, isolando 1/r, obtém-se a Equacéo (4.8)
1_ 1 (4.8)

r ' 2
o, 1—230057+ '02
P P

Assumindo que p'< p, pode-se desenvolver o segundo membro da Equacéo (4.8) em

!

uma serie de poténcias em relacao a ﬂ, resultando na Equacéo (4.9)
Y2,

1 ! !/

= %[Po (cos 7)+(%) P, (cos 7)+£%j2 P, (cosy)+ ] ’ (4.9)

r

ou seja, expresso pela série dada pela Equacéo (4.10)

1 1 +00 AN
P
r pznzl(p] n(057)

na qual, P, (cos;/), n=0,1,2..., sdo os polindmios de Legendre. Logo, o potencial do

elemento de massa dM sera expresso pela Equacéo (4.11)

400, N
Ugy = 2M [ﬂj P, (cosy). (4.11)

P o\ FP

Pelo teorema da adigdo de Legendre, Carrara et al. (2000), dado pela Equagéo (4.12)

P (COSV):Z(Z_é‘mO)E:;E;i

m=0

Pom (€08 @) Py (cOs @) cos[ m(g—¢') |, (4.12)
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sendo on,9 0 delta de Kronecker e B, séo os polindbmios associados de Legendre,

utilizando a Equacdo (4.12), com angulos & e &', complementares de ¢ e ¢,

(2_5m0)(n_m)!
(n+m)!

respectivamente, e definindo E,, = , & Equacdo (4.11) pode ser

reescrita pela Equacéo (4.13):

Ugm :wZZE”m( j \m (5en0) Py (sen@)cos[ m(g—¢') . (4.13)

n=0 m=0

Lembrando que cos| m(¢—g¢') |=cos(mg)cos(mg')+sen(mg)sen(mg'), substituindo

0 cosseno da diferenca entre dois angulos na Equacdo (4.13), obtém-se de forma
sequencial as Equacdes (4.14), (4.15) e (4.16)

Ugm wZZ[ nm[ j P (5€n8) Py (sen 8 cos (mg) cos (mg')

o n (4.14)
+Enm (ﬁ] Py (5en @) Py, (sen8') sen(mg) sen (m¢')}
o,
-2 ZZ[ nm( ] Py (5en @) Py, (sen 8”)cos (mg)cos (mg')
n=0 m=0 n (4.15)
+Enm [ﬂj Pam (5€n8) Py (sen «9’)sen(m¢)sen(m¢’)]
P
GdM ZZ[ ] { (—jn Py (sen@’)cos(mg') Py, (sen @) cos (mg)
e . (4.16)

+Epn (’%jn P (sen@’)sen(mg’) Py, (sen &) sen (m¢)]

Integrando a Equacéo (4.16) em toda extensdo do corpo Q, obtém-se a Equacéo (4.17),

a qual fornece a expressao para o potencial:
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ZZ[ j [ ComPam (sen @) cos (M) + Sy Po (sen @) sen(mg) | - (4.17)
n=0 m=0
decorrendo, como consequéncia, que os fatores adimensionais Cp, e Sy,

denominados coeficientes dos harmdnicos esféricos, também conhecidos como

coeficientes de Stokes, sdo dados pelas equaces (4.18) e (4.19):

Cnm:(2 (n+m) I”( j m (sen@’)cos(mg') dM (4.18)

2—-9,
S _ mO ”j (send')sen(m 4.19
nm — n+ m nm ) ( ¢) ( )
Considerando, mais uma vez, o solido Q como um poliedro, pode-se decompd-lo em
tetraedros, ligando-se os vértices das bases triangulares, localizadas na sua superficie, ao
seu centro de massa. Dessa maneira, de modo analogo ao estabelecido para o calculo do
potencial gravitacional, o método desenvolvido por Lien e Kajiya (1984) permite

calcular os coeficientes Cp,,, € Sy, por meio do somatdrio das integrais expostas pelas

Equacdes (4.18) e (4.19), aplicadas sobre cada elemento tetraédrico.

Analisando os processos desenvolvidos nesse capitulo, conclui-se que os coeficientes
dos harmdnicos esféricos de um asteroide podem ser calculados a partir do modelo do
potencial gravitacional estabelecido para o referido so6lido, assim como, obtidos de
forma direta, empregando as integrais correspondentes. Caso este segundo
procedimento seja adotado, de posse dos coeficientes dos harménicos esféricos,
determina-se o modelo para o potencial gravitacional do asteroide estudado. Vale
observar que neste trabalho, tais coeficientes foram calculados utilizando ambos 0s
procedimentos, confrontando os resultados obtidos para os casos do cubo homogéneo
unitario e dos asteroides Itokawa, Geographos e Eros, apresentando valores de mesma

grandeza.
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5. RESULTADOS PARA O CUBO HOMOGENEO UNITARIO

Neste capitulo o objetivo é apresentar um estudo conceitual sobre as propriedades de
um modelo para o campo gravitacional de um asteroide com o formato de um cubo
unitario homogéneo utilizando sua decomposicdo em tetraedros (WERNER, 1994),
comparando os resultados com as soluges obtidas para este poliedro por meio do
modelo exato desenvolvido por MacMillan (1958) e Waldvogel (1976), e pelo método
das concentracdes de massa, corroborando com a precisdo do modelo concebido. De
fato, o estudo apresentado aqui possibilita aplicar esta técnica em corpos com
distribuicGes de massas irregulares, fornecendo subsidios as analises mais complexas,
tais como o estudo de érbitas periddicas ao redor de corpos celestes ndo esféricos,
verificacbes de suas estabilidades, assim como na trajetoria de pouso suave. Em
seguida, foram calculados os coeficientes dos harmonicos esféricos relativos ao cubo
homogéneo, primeiramente, utilizando o modelo do potencial desenvolvido até o grau
22, confrontando-os com os valores obtidos por Broucke e Prado (2004, p. 3059),
constatando-se a validade do método empregado, e, posteriormente, foram determinados

de forma direta, concluindo que os resultados sdo de mesma grandeza.
5.1. O potencial Newtoniano exato de um cubo homogéneo

Nesta secdo, deseja-se obter o potencial Newtoniano exato de um cubo homogéneo
expresso por meio de funcbes elementares, partindo-se da modelagem de um
paralelepipedo retangular homogéneo, e posteriormente, particularizando a congruéncia
de suas arestas. Foram utilizadas como referéncias principais, o0s trabalhos de
MacMillan (1958) e Waldvogel (1976).

Inicialmente, seja o paralelepipedo retangular homogéneo de arestas medindo a, b e c,

localizado em um sistema de coordenadas ¢&,7,4 e um elemento de massa dM

localizado em um ponto B(f,n,g) qualquer desse solido, como ilustrado na Figura 5.1:
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Figura 5.1 - Paralelepipedo retangular de arestas a, b e c.

¢
P (gm Mo, CO)

pfBEma L,

Fonte: Producéo do autor.

A fim de simplificar os calculos, supfe-se que Go =1, sendo o a densidade de massa

uniforme desse poliedro e G a constante gravitacional universal, entdo, a Equagéo (5.1)

fornece o potencial Newtoniano do ponto P(fo,no,go) relativo ao paralelepipedo

dédndg
Sto’ 0150 : (5.1)
! g I I I \/5 é:o 77 770) (g_go)z

Transladando o sistema de coordenadas inicial de modo que a nova origem coincida

com o ponto P(&,,77,,6,), Mediante a transformagéo linear & =&-¢&,, 7=n-1, €

¢ =6 —¢,, 0 potencial dado pela Equacdo (5.1) passa a ser escrito pela Equagéo (5.2)

V()= ] [0 62

JEZ 472452

Definindo § =a-¢&,, m=b-n,, ¢4 =C—¢, e desprezando as barras na notacdo da

Equacdo (5.2), obtém-se a Equagéo (5.3)

g o(mora 1
V(éamoca)=" || [, Tdednds, (5.3)
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sendo r =42 +n%+52.

Uma vez que r é uma funcédo par em relacéo as suas variaveis e, devido a Equacéo (5.4)

e - +S ) -1 9
def—tgh [J— I(r_fj_senh [W} (5.4)

escolhendo, convenientemente uma constante de integracdo, é concebivel tornar a
Equacdo (5.3) em uma funcdo impar na variavel &. Logo, substituindo o resultado da

Equacao (5.4) na Equacao (5.2), resulta na Equacéo (5.5)

680’7706'0 ZJ- J‘ ( Jdﬂdg, (5.5)
na qual

22, i=0L (56)

Para calcular a integral da Equacdo (5.5) em relacdo a 7, aplica-se, inicialmente, o

método da integracdo por partes, dado pela Equacéo (5.7)

jtgh ﬁ'jdn ntgh™ ﬁ'J _[ %[tgh—l(%ﬂdn. (5.7)

& & &’ & &¢° ;
Devido & %{tgh [ﬁﬂ _ri(nz+g2) e ri(n2’7+g) T,_,(nz—igz) entio,

isolando a integral do segundo membro da Equacao (5.7), obtém-se a Equacao (5.8)

g (-l

77+§

= & tgh™ [ j gtg‘l(a—"j
: s

e, consequentemente, o resultado da Equacéo (5.7) é dado pela Equacdo (5.9):

dn
) (5.8)
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jtgh‘l(ﬁjdnzmgh [(5‘]+§.tgh [ j ctg™ (5' j (5.9)
f f fi a §

Analisando o segundo membro da Equacdo (5.9), nota-se, de forma semelhante a
Equacdo (5.4), que ela é uma funcdo impar, agora em relacdo a variavel 7. Logo, a

integral dada pela Equacédo (5.5) pode ser expressa pela Equacéo (5.10):

1 1
V(fo’no’go)zzz."_gl fij (s)ds (5.10)

i=0 j=0" *°

sendo a fungéo fj; (¢) definida pela Equagéo (5.11)

fij (¢)=mn;tgh” [§'J+§.tgh [ J—gtg*[@), (5.11)
hij i S hj

na qual B é dado pela Equacéo (5.12)

=1/§i2+77]2+22, i,j=0,1. (5.12)

Levando em conta a Equacdo (5.11), constata-se que a funcdo potencial V depende das
variaveis  &,,81,70.7:60,61- Além disso, verifica-se que o integrando fj; (g) da
Equacdo (5.11) é uma funcdo homogénea de grau 1 em todas as suas variaveis, pois, a
funcéo F(go,él,no,nl,g), definida pela Equacéo (5.13), satisfaz essa mesma condicdo

de homogeneidade, como segue:

1

(go’fl o TS :Z

fij (s

[n,tgh [éj+§.tgh [—]gf—j]
i f S ljj

tendo como consequéncia, a Equagéo (5.14)

(5.13)

i=0 j
1
i=0

M- zw

2.

Il
o

j

68



F (18,480,416, 41,46 ) = AF (&.&.770 71,5 ). (5.14)

Deste modo, retomando a Equacdo (5.10), pode-se concluir que o potencial é uma
funcdo homogénea de grau 2 em relagéo as suas variaveis. Logo, pelo teorema de Euler
aplicado as funcdes homogéneas, passa a ser valida a Equacao (5.15):

oV oV oV

oV
f 51 +m +g +g—=2V. (5.15)
° é él "o, Mom Cog, Lo

Da Equacao (5.10), e devido a paridade da funcdo fj; (z) em relacdo a ¢, tem-se a

Equacao (5.16), intermediaria a determinacédo da funcdo potencial:

N N o
S0 gy Ty =>" > [sofi(-s0)+arfij ()] = Zzzgk i(s)  (5.16)

i=0 j=0 i=0 j=0k=0

Recorrendo a permutacdo ciclica de &,7; .6y, obtém-se expressdes analogas em relacao

a & e n, as quais, substituidas na Equacdo (5.15), levando em conta a definicdo (5.11),

resulta na funcéo dada pela Equacéo (5.17):

1 1 1 é:
50,770@0 ZZZI:&Uthh { kJ_H?Jg tgh™ [ IJ

i=0 j=0k=0
+&c tgh™ {UJJ & Sig 4[”’“‘] (5.17)

fl ijk
2
M 1| Sisk Gk
—_ g - =
2 Nifik ) 2

Sk hijk

sendo § =a—¢,, =b—1,, g1 =C—g, com K = &2 +7712 +¢f . Portanto, adotando

o intervalo —7/2 <tg‘1§ < /2, a funcdo dada pela Equacéo (5.17) fornece o valor do
potencial Newtoniano para todo ponto (cfo,no,go), interior, na superficie e exterior ao

paralelepipedo estudado. Alem disso, segundo a Equacdo (5.4), visando facilitar o
calculo do potencial, pode-se agrupar, dois a dois, 0s termos envolvendo a fungéo

inversa da tangente hiperbolica, da forma expressa pela Equagéo (5.18)
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1
it hl G_k]zli y (rijo"'GO)(rijl"‘gl) . 518
kZ::‘)gnJg ("ijk 29&77J n[(ﬁjo—go)(rijl—gl) 19

Finalmente, determinada a funcdo potencial gravitacional, expressa pela Equacdo
(5.17), pode-se analisar sua homogeneidade em relagdo as suas variaveis efetivas &,
7, € &, Sabendo que o potencial Kepleriano GM/p é uma fungdo homogénea de grau

-1 nas variaveis &, 1 e ¢, espera-se um comportamento semelhante do potencial do

paralelepipedo retangular. Logo, supondo-se que a funcdo dada pela Equacéo (5.17) seja

homogénea, entdo devera satisfazer a condigdo:

V(ﬂ“§0'ﬂ“no’ﬂ“go):ﬂ’nv(50’770'g0)’ (519)

na qual, A é uma constante positiva e n determina o grau de homogeneidade da funcéo,
salientando a independéncia de n das variaveis &, 77, € ¢,. Reescrevendo a Equacéo

(5.19) na forma da Equacao (5.20)

V(2&,,An,, 25, )
| —nlna, 5.20
n{ V(&1:6,) } " (520

atribuindo valores a &,,7, € g, , analisa-se o valor de n, conforma mostra a Tabela 5.1.

Tabela 5.1 - Estudo do grau da homogeneidade n do potencial do paralelepipedo.

Coordenadas dos pontos Valor de n
(2,2,2) e (1,1,1) -1,001608709156105
(10,10,10) e (1,1,1) -1,000514215927072
(100,100,100) e (10,10,10) -1,000000046952403
(60,60,60) e (30,30,30) -1,000000001803972
(40,60,80) e (20,30,40) -1,000000001056998
(60,80,100) e (30,40,50) -1,000000000424486
(1000,1000,1000) e (100,100,100) | -1,000000000004691

Fonte: Producéo do autor.
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Além da condicdo expressa pela Equacdo (5.19), deve-se avaliar se o potencial
gravitacional do paralelepipedo retangular satisfaz o teorema de Euler relativo as

funcGes homogéneas, isto €, atenda a condicdo imposta pela Equacdo (5.21)

£ oV N oV
o 2¢, o o7,

Y =V (&1 17050 (5.21)

+Sg oc
0

sendo A o grau de homogeneidade da funcdo analisada, ressaltando, novamente, sua

independéncia das varidveis de V. De modo similar ao procedimento realizado para a
construcédo da Tabela 5.1, s&o atribuidos valores a & ,77, € ¢,, viabilizando a obtencéo

do pardmetro fi correspondente a funcdo potencial obtida, exposto na Tabela 5.2.

Tabela 5.2 - Estudo do grau da homogeneidade fi do potencial do paralelepipedo.

Coordenadas do ponto Valor de n

(1,1,1) -1,004961685802306

(2,2,2) -1,000279375835348

(3,4,5) -1,000012631784362

(6,7,8) -1,000001639637447
(10,12,14) -1,000000183053996
(20,30,40) -1,000000003126070
(100,120,140) -1,000000000018290

Fonte: Producéo do autor.

De acordo com os valores encontrados para 0s pardmetros n e fi, respectivamente, nas
Tabelas 5.1 e 5.2, pode-se concluir que o potencial V do paralelepipedo retangulo
comporta-se aproximadamente como uma funcdo homogénea de grau —1 nas variaveis

&.n, e ¢,, evidenciando, de forma mais acentuada essa importante caracteristica,

conforme os pontos se distanciam da origem.

Outra peculiaridade imprescindivel satisfeita pela Equacdo (5.17) e corroborada pela

Equacdo (5.1), consiste em que essa funcdo potencial tende a zero quando o ponto

(&776+65) tende ao infinito.
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Particularizando o estudo feito até aqui, definindo a=b=c=1, o paralelepipedo
retangular da Figura 5.1, transforma-se em um cubo homogéneo unitario. Como
exemplos de aplicacdo da Eq. (5.17), séo calculados os potenciais para alguns pontos,

como mostra a Tabela 5.3.

Tabela 5.3 - Valores do potencial exato para o cubo calculado em alguns pontos.

Coordenadas | Valor numérico
do ponto do potencial

(0,000 | 1,190038681989777
(1/2,00) | 1,427260179700358
(1/2,1/2,0) | 1,792810243178775
(1/2,1/2,1/2) | 2,380077363979554
(1,1,1) | 1,190038681989777
(1,1,2) | 0,602771561188998
(10,12,20) | 0,040731593062390
(80,90,100) | 0,006424163293770

Fonte: Producéo do autor.

Observando a Tabela 5.3, verifica-se que 0s quatro primeiros pontos correspondem ao
veértice localizado na origem do sistema de coordenadas, ao ponto médio de uma de suas
arestas, ao centro de uma das faces e ao centro do cubo estudado, respectivamente. Vale
salientar a existéncia de singularidades para os pontos que apresentam pelo menos uma
de suas coordenadas igual a +1/2, devido a presenca das func¢des inversas da tangente,
problema este, contornado pela aplicacdo do conceito de limite. Percebe-se também,
como previsto anteriormente, conforme o ponto se afasta da origem, o valor do

potencial calculado nessas coordenadas, decresce, tendendo a zero.

Encontrada a funcéo potencial V, os componentes da forca sdo obtidos pelas derivadas
parciais F; =0V/0&,, F,=0V/on, e F.=0V/0g, nos pontos para 0s quais essas

derivadas sdo definidas, possibilitando estudar o comportamento dessas funcfes nas
proximidades das bordas do cubo. Para exemplificar esta investigagdo, foram

consideradas as vizinhangas do centro de uma de suas faces e um dos seus Vvértices,
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localizados nos pontos de coordenadas (1/2,0,0) e (1/2,1/2,1/2), respectivamente, e
adotando o intervalo 0,49<¢&<0,51, foram esbocados os graficos da variacdo do

componente da forca Fé, ilustrados nas Figuras 5.2 e 5.3.

Figura 5.2 - Grafico da variagdo de F: nas proximidades do ponto (1/2,0,0).
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Fonte: Producg&o do autor.

Figura 5.3 - Gréfico da variagéo de F; nas proximidades do ponto (1/2,3/2,1/2).
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Fonte: Producéo do autor.

Nota-se que, em ambos 0s casos, a variagdo do componente da forca F, assim como a

aceleracdo correspondente, apresentam graficos com peculiaridade semelhante, ou seja,

ambos tém a forma em V, exibindo um comportamento aproximadamente linear,
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porém, com taxas de variagdes opostas no interior e no exterior do cubo, levando a
concluir que a segunda derivada do potencial é descontinua em &=1/2, valor para o

qual, a forca ou aceleragdo assume o maximo, em valor absoluto, de acordo com o
resultado obtido por Broucke e Prado (2004, p. 3050).

5.2. Modelagem do potencial do cubo homogéneo utilizando a decomposicdo em

tetraedros

Pretende-se, agora, tendo como ferramentas fundamentais os trabalhos desenvolvidos
por Kellogg (2014) e MacMillan (1956), associados ao método da decomposic¢do de um
poliedro em tetraedros, elaborado por Werner (1994), apresentar uma metodologia para
se calcular, de forma aproximada, o potencial de um cubo homogéneo, comparando 0s
resultados obtidos com os do item anterior, validando esta técnica, permitindo aplica-la
na modelagem do campo gravitacional de um corpo com distribuicdo de massa

irregular.

Considere um cubo homogéneo de arestas medindo 2a e centrado na origem do sistema
cartesiano de coordenadas &,7,5, cujos eixos sdo paralelos as suas arestas, como

ilustrado na Figura 5.4.

Figura 5.4 - Cubo homogéneo centrado na origem O e eixos paralelos as suas arestas.
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Fonte: Producéo do autor.
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Seja dm um elemento de massa pertencente ao cubo, localizado no ponto B(cf,f],g), e

uma particula unitaria no ponto P(X, Y, Z), resultando no triangulo de lados medindo p,

o' er, como mostrado na Figura 5.5:

Figura 5.5 - Triangulo formado pelos pontos O, P e B.

P

0 , b
p

Fonte: Producéo do autor.

Sendo M a massa do cubo, aplicando o método da expansdo do potencial em série
convergente, desenvolvido na secdo 3.2, 0 seu potencial sera expresso pela equacéao
(5.22):

U:G% mpo(u)%varH Pl(u)pde+” Pz(u)plzé)de+... . (5.22)
Q Q Q

P P

lembrando que a relacdo entre cosy =uU, p e p' € estabelecida pela Equacéo (5.23)

upp' =&EX+ny+gz, (5.23)

assim como, a Equacéo (5.24) define as distancias p e p'

p=X+y+2% e p'=E+n*+5°. (5.24)

Considerando novamente o cubo homogéneo da Figura 5.4, pode-se decompd-lo em 24

tetraedros retangulares congruentes, ilustrado na Figura 5.6.
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Figura 5.6 - Decomposicéo final do cubo homogéneo em 24 tetraedros congruentes.
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Fonte: Producéo do autor.

Objetivando determinar a fungdo potencial do cubo, expressa pela Equacdo (5.22),
devido a sua simetria, poder-se-ia calcular as integrais triplas de forma direta, pois, em
relagdo ao sistema de coordenadas &,7,¢, os limites de integragdo para o referido
sélido geométrico sdo —a<é<a, —a<p<a e —a<g<a. Porém, tendo em vista a
determinacdo de modelos matematicos para corpos com distribuicdes de massas
irregulares, aplicou-se, termo a termo, o método para o calculo das integrais
desenvolvido por Lien e Kajiya (1984), utilizando o método dos poliedros, comparando
esses resultados com os obtidos pelo método direto, ratificando sua validade.

Para implementar as integrais da Equacdo (5.22) até a ordem desejada, foram utilizadas
as Tabelas 5.4 e 5.5 como dados de entrada, fornecendo as coordenadas dos vértices e a
relacdo entre a face triangular formada e seus respectivos vértices. Para simplificar os

célculos, adotou-se a medida da aresta do cubo igual a 2 unidades de comprimento

Tabela 5.4 - Coordenadas dos Vértices dos tetraedros.

Vértice | Abscissa | Ordenada | Cota
1 1 -1 1
2 0 0 1
3 1 1 1
4 -1 1 1
5 -1 -1 1

(Continua)
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Tabela 5.4 - Concluséo

Vértice | Abscissa | Ordenada | Cota
6 -1 -1 -1
7 1 -1 -1
8 0 -1 0
9 1 1 -1
10 -1 1 -1
11 0 1 0
12 0 0 -1
13 1 0 0
14 -1 0 0

Fonte: Producéo do autor.

Tabela 5.5 - Relacdo entre a face triangular formada e seus respectivos vértices.

Face | Vérticel | Vértice 2 | Vértice 3
1 1 2 3
2 2 3 4
3 2 4 5
4 2 1 5
5 8 1 5
6 8 1 7
7 8 7 6
8 8 5 6
9 12 6 7
10 12 7 9
11 12 9 10
12 12 6 10
13 11 3 9
14 11 9 10
15 11 4 10
16 11 3 4
17 13 1 3
18 13 1 7
19 13 7 9

20 13 3 9
21 14 4 5
22 14 5 6
23 14 6 10
24 14 4 10

Fonte: Producéo do autor.
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Devido ao fato da Equacdo (5.19) ser uma serie infinita de poténcias negativas na

variavel p, pode-se reescrevé-la da forma da Equacéo (5.25)

IR P p"
-2 1+\7KZ:;J\'/['[Pk(U) i av [+, (5.25)

sendo u a constante gravitacional do cubo, p e p’ sdo dados pela Equacédo (5.24),
B (u) sdo os polindbmios de Legendre, dV =d&dndgs e & € o erro de truncamento.

Nota-se na Equagdo (5.25) que a parcela u/r representa o potencial gravitacional da

esfera homogénea, enquanto que os demais termos representam as perturbacdes do
potencial gravitacional. Em teoria, esta série infinita converge uniformemente para o
potencial gravitacional central do objeto com formato qualquer. Porém, como essa série
infinita ndo pode ser calculada, entdo, para utiliza-la em problemas préaticos, os termos
de alta ordem séo geralmente desprezados durante os calculos, de acordo com a precisdo

exigida pela miss&o.

De acordo com os dados de entrada, Tabelas 5.4 e 5.5, aplicando 0 método da expansao
em série do potencial, associado ao método poliédrico, e utilizando o procedimento para
os calculos das integrais, desenvolvido por Lien e Kajiya (1984), devido a simetria do
cubo e a paridade dos integrandos, constata-se que as parcelas correspondentes as

ordens impares sdo todas nulas, isto &, U,,,; =0, com ne N, assim como U, =0.

O potencial gravitacional Kepleriano, ou seja, termo de ordem zero da expansdo em

série do potencial, é obtido como segue na Equacéo (5.26):

24 24

UOZZU-’ZZGm' :24Gm:GI\/I 1 (5.26)
&) P p
i=1 =1

sendo m; a massa do i-ésimo tetraedro e U;' seu correspondente potencial. Como todos

os tetraedros sdo congruentes, M =24m, lembrando que M é a massa total do cubo

homogéneo.
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Anéloga a obtencdo do termo Kepleriano, determina-se o termo de ordem 4, obtido na
sequéncia das Equagdes (5.27), (5.28) e (5.29):

4 ZSGmi(x4—3x2y2+y4—3x222—3y222+z4)
Up=> U =- 5 , (5.27)
i—1 5p
U4=—§G M9(x4—3x2y2+y4—3X222—3y222+Z4), (5-28)
S 24p
_ I CGMr(a 4, .4 2.2, 2.2 2.2
U4_—%?[(x +y +2 )—3(x Yo +X25+yz )} (5.29)

A fim de tornar a funcdo U, homogénea de grau -1 em relacéo a distancia, isto é, em

relacdo a unidade de comprimento, introduz-se o fator a*

(5.30):

, resultando na Equacéo

_7GMa4 4 4 4 202 ,2.2 2.2
Us=-35 > [(x +y*+z )—3(x Yo+ X°2° +y°z )} (5.30)

de acordo com a expresséo apresentada por Kellogg (2014), assim como em Broucke e
Prado (2004).

A Equacéo (5.31) representa o termo de ordem 6 da expansdo em série do potencial

gravitacional relativo ao cubo homogéneo:

_ GMa®

Ug = ——
6 21,13

|:2(X6 + y6 + 26)—15(x4y2 + x2y4 +x42% +x%2% + y"’z2 + y224)
(5.31)

+180%°2 yzzz}
enquanto que a Equacéo (5.32) corresponde ao termo de ordem 8 da mesma expanséo

X" +y +28)—14(x6y2+x2y6+x622+x226+y622+y226)
(5.32)
+35(x4y4+x4z4+y4z4ﬂ
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Ja a Equacdo (5.33) exibe o termo de ordem 10 do desenvolvimento da série

—45(x8y2 + x2y8 +x822 +x%28 + ysz2 + y228)

+42(x6 yrexAy® 8zt x40+ y0 4 4 y426) (5.33)

+1008(x6y222+x y z +x2y226)

—1260(x4y4z2 + x4 y 2%+ x2y424 )}
bem como, a Equacdo (5.34) mostra o termo de ordem 12 da expansdo

12
U, = _G'V'_a%[lggg( X124y 4 212) 19413625y 2"
7280p

—65967(x10y2+x y 01 x1072 4 x2710 +y 0; +y2210)

+772090(x8y4 I AR S AR SrATL At y428) (5.34)
—1700083(x6y6+x626+y626)—1664025(x8y222+x y Z +x2y228)
2.,4.6

+3882725(x y 2%+ x® y 2+ x4 y z +x4y226+x y 7%+ x y“z )}

Portanto, considerando os pontos exteriores a esfera centrada na origem do sistema de
coordenadas ¢,7,¢, conforme a condicdo de convergéncia uniforme da série dada pela

Equacdo (5.25), o potencial gravitacional do cubo homogéneo desenvolvido até a ordem
22 ¢é dado pela Equacdo (5.35)

U=>U;. (5.35)

Analisando as parcelas relativas a perturbacdo do campo gravitacional do cubo
homogéneo, verifica-se que cada parcela de ordem par é uma funcdo homogénea,
implicando, consequentemente, na homogeneidade do potencial gravitacional total.

Logo, estudando, de forma analoga ao modelo exato, conclui-se que a Equacéo (5.35)
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comporta-se de forma semelhante, ou seja, mostra-se aproximadamente como uma

funcdo homogénea de grau —1 nas varidveis x, y e z.

Deseja-se, agora, estimar a contribuicdo de cada parcela presente na perturbacdo do

campo gravitacional do cubo em relacdo a parcela Kepleriana. Com efeito,

considerando o ponto Pl(a\/§, a3, a\/§), seu potencial Kepleriano e de quarta ordem

sdo dados, respectivamente, pelas Equacdes (5.36) e (5.37):

GM
Ug=—-o, 5.36
0=, (5.36)
53 p

Conclui-se, entdo, que a parcela correspondente a perturbacdo de quarta ordem
representa 0,1920438957 % do termo Kepleriano. De forma anéloga, para as mesmas
coordenadas, as parcelas até a ordem 22, assumem o0s Vvalores correspondentes a
Equacao (5.38) até a Equacédo (5.46):

32 GM

Us (a 3,a\/§, a.'\/g) = 1377817, (538)
11 MG

ug(a 3,aJ§,aJ§)=8857357, (5.38)

U (av/3,av3,av3) = 1664 MG (5.40)

157837977 p

122929 MG
Usz 3’aJ§'aJ§):176276322495 P (4

1088 MG
Uslav3,av3,av3 )= , 5.42
14( V3 \/_) 3486784401 p (5.42)

142595 MG
Uslav3,av3,av3 | = , 5.43
16( V3 \/_) 1600434040059 o (5.43)
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Ulg(a 3,a\/§,a\/§)=

Uzz(a 3,aJ§,aJ§):

Uzo(a 3,a\/§,a\/§)=

2695808

MG

516419

338068155167757 p

MG

33980960

83881572334857 p

MG

42619464343592343 p

(5.44)

(5.45)

(5.46)

De uma forma geral, pode-se colocar esses valores em uma tabela, visando avaliar a

contribuicdo de cada parcela da perturbacdo do campo gravitacional, relativamente ao

potencial Kepleriano, como ilustra a Tabela 5.6.

Tabela 5.6 - Valores dos potenciais obtidos no ponto Pl(aﬁ, a\/§, a«/§) .

Ordem do Valor do Porcentagem em relacdo
potencial potencial ao potencial Kepleriano
4 7/3645 0,1920438957 %

6 32/137781 0,0232252633%

8 11/885735 0,0012419064 %

10 1664/157837977 0,0010542456 %

12 122929/176276322495 6,973653538x10™> %
14 1088/3486784401 3120353526 x10° %
16 142595/1600434040059 8,909770502x107° %
18 2695808/338068155167757 7,974155385x107" %
20 516419/83881572334857 6,156525034x107" %
22 33980960/42619464343592343 |  7,973108185x10° %

Fonte: Producéo do autor.
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Neste exemplo, o ponto adotado corresponde a um dos vértices do cubo homogéneo de

aresta medindo 2a, inscrito na esfera de raio a\/§ . Analisando os valores apresentados
na terceira coluna da Tabela 5.6, constata-se que, ao adotar a expansdo em série do
potencial gravitacional associado ao hexaedro, as contribuicdes dos termos
subsequentes da perturbacdo do campo gravitacional tendem a influenciar cada vez
menos no valor final. Logo, para um ponto pertencente a esfera circunscrita ao cubo, a

série representada pela Equacdo (5.22) converge uniformemente.

Analogamente, adotando-se, agora, o ponto P, (2a, 2a,2a), a contribuicdo de cada

parcela presente na perturbacdo do campo gravitacional do poliedro homogéneo
examinado, em relacdo a parcela Kepleriana, é apresentada na Tabela 5.7.

Tabela 5.7 - Valores dos potenciais obtidos no ponto P, (2a, 2a, 2a) .

Ordem do Valor do Porcentagem em relacédo
potencial potencial ao potencial Kepleriano
4 7/6480 0,1080246913%

6 1/10206 0,009798157946 %

8 11/2799360 3,9294695930x10~* 9%
10 13/5196312 2,5017743353x107* %
12 122929/990435962880 1,2411605051x10™ %
14 17/408146688 4,1651691658x10° %
16 142595/15986289475584 8,9198309735x10™ %
18 21061/35175714158592 5,9873695542x1078 %
20 516419/1489546031136768 3,4669556308x107° %
22 1061905/31534366545543168 | 3,3674530879x10~° %

Fonte: Producéo do autor.
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Neste caso, devido ao ponto P, estar mais afastado da origem, em comparagéo a P,

nota-se que a contribuicdo de cada termo da perturbacéo, relativo ao termo Kepleriano,

em porcentagem, diminui mais rapidamente.

5.3. Modelagem do potencial do cubo homogéneo utilizando o método das

concentracdes de massa

Retomando a Figura 5.6, a partir da decomposi¢do do cubo homogéneo unitario em 24
tetraedros reto-retangulos congruentes, determina-se o centro de massa de cada
elemento tetraédrico da decomposicdo, concentrando em seus respectivos baricentros, a
massa do tetraedro correspondente. Dessa forma, a Tabela 5.8 apresenta as coordenadas
dos vértices e a Tabela 5.9 indica a face triangular formada por seus respectivos vértices

e 0s correspondentes baricentros.

Tabela 5.8 - Coordenadas dos vértices dos tetraedros.

Vértice | Abscissa x | Ordenaday | Cota z
1 12 ~1/2 12
2 0 0 1/2
3 12 12 12
4 -1/2 12 1/2
5 -1/2 ~1/2 1/2
6 -1/2 -1/2 ~1/2
7 12 ~1/2 ~1/2
8 0 -1/2 0
9 12 12 -1/2
10 -1/2 12 ~1/2
11 0 Y2 0
12 0 0 ~1/2
13 12 0 0
14 -1/2 0 0

Fonte: Producéo do autor.

84




Tabela 5.9 - Face triangular formada por seus respectivos vértices
e 0s correspondentes baricentros.

Face | Vérticel | Vértice 2 | Vértice 3 | Coordenadas do baricentro
1 3
_’0’_
1 1 2 3 (4 8)
13
4 01_1_
S 023
1.3
-=.0:=
3 2 4 5 203
13
01__)_
4 2 1 5 18
31
Ol__l_
5 8 1 5 34
1 3
7 _y__10
6 8 1 178
3 1
7 8 7 6 ,—g,—z]
1 3
__,__,0
8 8 5 6 238 ]
1 3
Ol__l__
9 12 6 7 2 8)
1 3
~0-=
10 12 7 9 (4 8)
1 3
11 12 9 10 0,—,—=
4 8
1 3
12 12 6 10 -=,0,——
4 8
13 11 3 9 (1 § Oj
4’81
14 11 9 10 (0 § —EJ
181 4
15 11 4 10 —l § 0
418!
16 | 11 3 4 031
’8 ’4
17 13 1 3 (§ 0 1)
8' 4
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Tabela 5.9 - Concluséo

Face | Vérticel | Vértice 2 | Vértice 3 | Coordenadas do baricentro
3 1
18 13 1 7 —-—,0
8 4
1
19 | 13 7 9 (io,__
4
20 13 3 9 (§ E 0
8 ’4 )
3.1
21 14 4 5 (__”0"_J
8 4
3 1
22 14 5 6 —-—,——,0
8 4
3 1
23 14 6 10 ——,0,——
8 4
31
24 14 4 10 ——,—,0
8 4

Fonte: Producéo do autor.

A partir dessa construcdo, a energia potencial gravitacional de uma massa m localizada

no ponto P(X, y,z), em relacdo aos baricentros, é expressa pela Equacéo (5.44)
24 GmM,

U=
é\/(x—xi)z+(y—yi)2+(z—zi)2

(5.44)

sendo G a constante universal gravitacional. Novamente, objetivando simplificar os

calculos, definindo Go =1, devido as massas M; serem congruentes, para i=12,...,24,

entdo, o =24M;, e, sendo m=1, portanto, a Equagéo (5.44) torna-se a Equagao (5.45)

u=-~y ! . (5.45)

244= \/(x—xi)z +(y—yi)2+(z—zi)2

De posse dos modelos dos potenciais gravitacionais do cubo homogéneo unitario

obtidos pelo método exato, pela expansédo em série, truncada na parcela U,,, e pela

concentracdes de massa, empregando o método dos poliedros nesses dois altimos,
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transladando o sistema de coordenadas adotado na primeira modelagem, pode-se

confrontd-los analisando os valores numéricos encontrados por esses potenciais

aplicados a pontos do espaco, como ilustrado na Tabela 5.10.

Tabela 5.10 - Valores dos potenciais obtidos pelos modelos apresentados.

(X, Y, Z) Exato Expanséo em série I\C/Iggscaer(gzargr?;sssg:)
(0,4,0) | 0,249985853294846 | 0,249985853294846 | 0,249998391449579
(0,0,5) | 0,199995352923021 | 0,199995352923021 | 0,199999482165693
(-5,0,0) | 0,199995352923021 | 0,199995352923021 | 0,199999482165693
(2,1,0) | 0,447157686993166 | 0,447157686993167 | 0,447211132373499
(-1,-2,0) | 0,447157686993166 | 0,447157686993167 | 0,447211132373499
(11,2) | 0,408290928580439 | 0,408290928580439 | 0,408251459200483
(111) 0,578034334235131 | 0,578034334228869 | 0,577368366041726
(2,2,2) | 0,288695071717785 | 0,288695071717786 | 0,28867684396177
(3.2,.2) | 0,242542106998717 | 0,242542106998717 | 0,242536235978676
(1L5,2) | 0,182573346745486 | 0,182573346745486 | 0,182574096459871
(-3,5,2) | 0,162221831870284 | 0,162221831870284 | 0,162221464094305
(6,9,3) | 0,089087101088502 | 0,089087101088502 | 0,089087082841473
(7,4,8) | 0,088045128127420 | 0,088045128127420 | 0,088045094625699
(12,5,4) | 0,073521459735354 | 0,073521459735354 | 0,073521461941645
(-13,7,10) | 0,056077219352484 | 0,056077219352484 | 0,056077215830639
(20,17,3) | 0,037850558488255 | 0,037850558488255 | 0,037850558235833
(19,1317) | 0,034942828344053 | 0,0349428283440534 | 0,034942827939302
(1/2,0,1/2) | 1,427260179700358 | 1,430407114383513 | 1,441406865684501
(1/2,0,0) | 1,792810243178775 - 1,843181509887135
(1/2,1/2,3/2) | 1,190038681989777 | 1,188833066798587 | 1,150936052582899
(0,0,0) | 2,380077363979554 | 2,377666133597174 | 2,301872105165798

Fonte: Producéo do autor.

Confrontando os resultados obtidos pelos trés métodos expostos, Tabela 5.10, percebe-
se que, considerando os pontos exteriores a esfera circunscrita ao cubo, os valores do

potencial encontrados segundo o modelo da expansdo em série apresentam resultados
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mais préximos aos obtidos pelo método exato, comparado ao método das concentra¢es
de massa. Inclusive, essa afirmagdo continua valida para os pontos médios das arestas,
assim como para os vertices do cubo, apesar de localizarem-se no interior e na
superficie da referida esfera, respectivamente. Vale ressaltar que aumentando o nimero
dos centros de atracdo secundarios, o valor do potencial obtido pelo método das
concentracfes de massa elevard a sua precisdo em relagdo ao valor determinado pelo

método exato.

Os gréficos da Figura 5.7 foram concebidos atribuindo os valores y=0 e z=1/2 para
os correspondentes modelos dos potenciais, enfatizando que no caso do modelo exato
calculou-se o limite do potencial para z tendendo a 1/2, resultando em funcdes
dependentes somente da variavel x, as quais, analisadas no intervalo considerado, exibe
melhor precisdo do modelo da expansdo em série em relacdo ao método das

concentragdes de massa.

Figura 5.7 - Gréaficos dos modelos dos potenciais proximos ao ponto (1/2,0,1/2) .

15 T T T T T T I T
—método exato
1,48 I ! | t i T T ——expansao em série

—concentragdes de massa
]’46 = 1 + 1 1 4 4 + T = .|

1,44

1,28 | 1 | | | | 1 | 1
1,5 0,51 0,52 0,53 0,54 0,55 0,56 0,57 0,58 0,59 0,6

X

Fonte: Producéo do autor.

No que se refere as forcas associadas aos modelos dos potenciais na direcéo x, verifica-
se que nas proximidades do ponto (1/2,0,1/2), novamente, 0 metodo da expansdo em
série converge mais rapidamente para o método exato, comparado ao método das

concentragdes de massa, como pode ser observado na Figura 5.8.
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Figura 5.8 - Gréficos das forgas correspondentes proximas ao ponto (1/2,0,1/2).

-1,3 T T T T T T T T T

1,35

1,45
Fx(x)

-1,5

-1,55

1.6 —método exato [
’ —expansio em série

——concentragdes de massa

1,65 1 1 1 1 1 1 1 I I
0,5 0,51 0,52 0,53 0,54 0,55 0,56 0,57 0,58 0,59 0,6

X

Fonte: Produg&o do autor.

A construcdo dos graficos da Figura 5.9 requereu elaboragdo maior, pois, como o
modelo exato do potencial apresenta singularidade nos pontos de

coordenadas(x,1/2,1/2), optou-se em contornar essa dificuldade atribuindo os

valores y =z =0,500001. Dessa maneira, conclui-se 0 mesmo comportamento do

modelo da expansdo em série ocorrido no caso dos graficos da Figura 5.7.

Figura 5.9 - Gréficos dos modelos dos potenciais proximos ao vértice (1/2,1/2,1/2).

192 T T T T T T T T T

—método exato
—expansdo em série
—concentragdes de massa

1,18

1,16

1,
U(x)

1,12

1,1

1,08

1.06 1 1 1 1 1 1 1 1 1
)
0,5 0,51 0,52 0,53 0,54 0,55 0,56 0,57 0,58 0,59 0,6

X

Fonte: Producéo do autor.

Para verificar o comportamento da forca relativa ao modelo exato do potencial na
direcdo da abscissa, calculou-se o limite dessa forga quando y e z tendem a zero. Dessa
forma, constata-se, mais uma vez, que 0 método da expansdo em série produz resultados

muito mais proximos aos valores exatos, comparado ao das concentracGes de massa.
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Figura 5.10 - Gréficos dos modelos das forgas proximos ao vértice (1/2,1/2,1/2).

-0,7 T T T T T T T T T

-0,75 .

0.8 .

Fx(x) 0,85 .

0,9

—método exato
——expansio em série
——concentragdes de massa

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0,5 0,51 0,52 0,53 0,54 0,55 0,56 0,57 0,58 0,59 0,6
x

Fonte: Produg&o do autor.

Devido ao centro da face do cubo localizar-se no interior da esfera circunscrita a ele, ao

definiry =z =0, nota-se a divergéncia do modelo da expansdo em série ao aproximar-

se do referido ponto, indicando que, nesta situacdo, 0 método das concentracbes de

massa, torna-se mais adequado. Porém, parax >0,65133, a expansdo em série volta a

apresentar resultados mais precisos, como mostram os graficos da Figura 5.11.

Figura 5.11 - Gréficos dos modelos dos potenciais proximos ao ponto (1/2,0,0).

2,07 T

—método exato
——expansdo em série
—concentragdes de massa

1.8

Ux) 1,4

1,2

1,0

0.8 1 1 | 1 | 1 | 1 1 1
s
0,5 0,55 0,6 0,65 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 1

Fonte: Producéo do autor.

Em relagdo as forgcas nas vizinhangas do ponto (1/2,0,0), devido a sua localizagéo, o
modelo da expansdo em série ndo satisfaz a condicdo de convergéncia, e
consequentemente, o0 método das concentragdes de massa apresenta melhor

desempenho, tendo como referéncia o método exato. Contudo, parax>0,71985, a
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forca associada ao modelo da expansdo em série passa a apresentar melhor desempenho,
convergindo mais rapidamente a curva da forga correspondente ao modelo exato,

ilustrado na Figura (5.12).

Figura 5.12 - Graficos das forcas correspondentes proximos ao vértice (1/2,0,0).

-0,8 T T T

-1,0

Fx(x) -1,4

18k —método exato i
’ —expansdo em série

——concentragdes de massa

2 1 I I 1 I
0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 1

X

Fonte: Produg&o do autor.
5.4. Célculo dos coeficientes dos harmonicos esféricos relativos ao cubo

Para ilustrar a metodologia aplicada nos calculos dos coeficientes dos harménicos
esféricos associados ao potencial do cubo homogéneo estudado neste capitulo,
considera-se o desenvolvimento da série até o termo de quarta ordem, que em funcéo

das coordenadas cartesianas é expresso pela Equacéo (5.46):

4
U (X, y’Z)Z%—%[X‘l+y4+z4—3(x2y2+x222+y222)} (5.46)

Porém, o mesmo potencial, considerando a mesma precisao, pode ser escrito em funcao

dos harmonicos esféricos e de seus correspondentes coeficientes pela Equacédo (5.47):

4
[ CamPam (c0s0)cos (M) + S4, Py (OSO) sen(mgp) | (5.47)

m=0

4
U:GM +GM[R]

P p\p

lembrando que P, (cos@) sdo os polinbmios de Legendre, B, (cos@) sdo os

polinbmios associados de Legendre e que R é um parametro conhecido como raio

normalizador. Para os célculos a seguir, adotou-se um cubo homogéneo de aresta
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unitaria, assim como arbitrou-se R=a=0,5, implicando em que o cubo ndo estara
totalmente contido na esfera adotada. Vale observar que a condi¢do de convergéncia da
série representada pela Equacdo (5.22) estara satisfeita para pontos exteriores a esfera

de raio~/3/2, situagio na qual conterd totalmente o cubo. Além disso, devido a

orientacéo estabelecida em relacéo ao cubo, todos os coeficientes S,,, serdo nulos.

Igualando a funcdo potencial expandida em série até o grau 4, em coordenadas

cartesianas e em série dos harménicos esféricos, obtém-se a Equacao (5.48):

4
Z CymPam (cos@)cos(mg) = —37_0%[()(4 +yt ezt 3Py X%z + yZZZ)} (5.48)
m=0 P

Substituindo as coordenadas dos pontos Al(\/§\/§\/§) Az(\/§,\/§,2),
A3(2,J§,J§), Aﬂ(\/f,z,\@) eA5(2,\/§,\/§) na Equacéo (5.48), obtém-se o sistema

linear dado pela Equag&o (5.49) nas incognitas Cyq,Cy1,Cyp,Cy3 €Cyy:

4
Z CymPam (cos 6y ) cos(mg, ) =0,155555555555

m=0

4
D CamPam (c0s6;)cos(mg, ) =0,141152263374

m=0

4
D" CamPam (c0s 6 )cos(mgy ) = 0,141152263374 (5.49)

m=0

4
D" CamPam (cos 6 )cos(mgy ) =0,141152263374

m=0

4
D" CamPam (cos 65 ) cos (g ) =0,141152263374

m=0

Resolvendo esse sistema linear, determina-se a solugéo expressa pela Equacéo (5.50):

Cyo =—0,233333333, C,; =-5,94821661x10728, C,, =—2,28906809 %1077, 5.50)
C,3 =—4,81581209x1078, C,, =—0,00138883888 |
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7 1

—55 ¢ Car=—5-

ou seja, como Cyy =Cyp =Cy3 =0, tem-se C,, = 20

Portanto, o potencial do cubo homogéneo escrito em fungdo dos harmonicos esféricos

até a quarta ordem é expresso pela Equagdo (5.51):

4
U(p,9,¢)=%+% OS5 1 L[S ento- D genzos 3
yo, p\Lp 30\ 8 8

(5.51)

[V
— L cos*cos(4
18 cos g cos( ¢)}

Aplicando o procedimento andlogo as demais ordens dos potenciais calculados, obtém-
se o0s coeficientes dos harmonicos esféricos correspondentes até o grau 22, 0s quais sdo
comparados aos valores determinados por Broucke e Prado (2004) até o grau 20, como

mostra a Tabela 5.11.

Tabela 5.11 - Valores dos coeficientes dos harmonicos esféricos calculados.

Grau | Ordem Autor Broucke e Prado
4 0 —0,2333333333333333x10° | —0,2333333333333332x10°
4 | —0,1388888888888888x1072 | —0,1388888888888888x10
6 0 0,9523809523809656x10 1 | 0,9523809523809518x10
6 4 | —0,2645502645502604x107° | —0, 2645502645502645x10~°
8 0 0,2749999999999999x10° | 0,2749999999999999 x10°
8 4 0,4629629629629627 10" | 0,4629629629629626x10 %
8 8 0,6889329805996472x10~ | 0,6889329805996471x10~"
10 0 —0,3939393939393939x10° | —0,3939393939393938x10°
10 4 0,7215007215007215x10* | 0,7215007215007210x107%
10 8 0,1670140559029447x10~" | 0,1670140559029447 x10~'
12 0 —0,2745879120879120x10° | —0,2745879120879120x10°
12 4 | —0,4076363451363451x10* | —0,4076363451363449x107*
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Tabela 5.11 - Continuag&o.

Grau | Ordem Autor Broucke e Prado

12 8 0,2801156074965598x10° | 0,2801156074965597 x10~°
12 12 | -0,7169215998581077x10 12 | —0,7169215998581074x10 12
14 0 0,1416666666666666 x 10 0,1416666666666666 x 10

14 4 —0,4960317460317460x10™* | —0,4960317460317456x10™*
14 8 —0,1789436313245837x10° | —0,1789436313245836x10~°
14 12 | -0,1911790932954954x10 12 | —0,1911790932954953x10 2
16 0 —0,9459252450980392x10° | —0,9459252450980392 x10°
16 4 0,7168332076420311x10™* | 0,7168332076420311x10~%
16 8 —0,8915130953529646x10° | —0,8915130953529647 x10 >
16 12 | —0,5669772129596800x10 2 | —0,5669772129596797 x10~23
16 16 | 0,2440501088841597x1071" | 0,2440501088841596x10 1
18 0 —0,3943295739348370x10 | —0,3943295739348368x10

18 4 0,3074816671307899x10~* | 0,3074816671307899x10~
18 8 0,9587128425892001x10° | 0,9587128425891985x10°
18 12 | —0,9582911944636361x10 ° | —0,9582911944636318x10 1°
18 16 0,6850529372186941x10 18 | 0,6850529372186937x10 8
20 0 0,1003799715909090 x10? 0,1003799715909090 x10?

20 4 —0,1484199266827943x10~> | —0,1484199266827941x103
20 8 0,4243332433983694x10° | 0,4243332433983651x10°
20 12 0,1005575194096878x10 2 | 0,1005575194096879x10 13
20 16 | 0,2503890727512808x107 18 | 0,2503890727512806x10 18
20 20 | —0,3475309137676005x1072% | —0,3475309137676002x1072>
22 0 0,2281476449275362x10 ]

22 4 0,5809953696824406 10 .

22 8 —0,9996479175540960 x10~° -
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Tabela 5.11 - Concluséo.

Grau Ordem Autor Broucke e Prado
22 12 0,1040698304961735x10 4 -
22 16 0,5468625578729129x10 1 -
22 20 —0,1007335981935073x10™% -

Fonte: Producéo do autor.

Comparando os resultados obtidos pela aplicagdo do método dos poliedros para o
calculo aproximado do potencial Newtoniano do cubo homogéneo com os valores
encontrados por Broucke e Prado (2004), verifica-se a eficacia desse método,
permitindo empregd-lo na modelagem do campo gravitacional de corpos com
distribuicfes de massas irregulares, ou seja, possibilita a sua utilizacdo na modelagem e
no estudo da perturbacéo do campo gravitacional de um asteroide.

5.5 Determinacdo direta dos coeficientes dos harmonicos esféricos

Outra forma para se determinar os coeficientes de Stokes, desenvolvido anteriormente,
nos itens 3.1 e 4.4, utiliza o célculo direto das integrais expressas pelas Equacdes (5.52)
e (5.53).

Cnm—(2 :(jrmm)lan) J.“.( j m (sen@)cos(mg)dM (5.52)
Snm=(2 rimmg?Mm I_”( ) m (send)sen(mg)dMm (5.53)

sendo Op,, O delta de Kronecker, M é a massa total do cubo, o € definido pela

Equacgéo (5.21), R € o raio normalizador, C,,,, e S,y sdo os coeficientes de Stokes a

serem determinados. Logo, os coeficientes obtidos de forma direta, utilizando as
Equacdes (5.52) e (5.53), relativos ao cubo unitario homogéneo, apresentados na
segunda coluna da Tabela 5.12, podem ser comparados aos valores correspondentes
encontrados por meio da expansdo em série do potencial, dados pela terceira coluna da

Tabela 5.11, permitindo, inclusive, o calculo das respectivas diferencas, exibidas na
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terceira coluna da Tabela 5.12. Observa-se que as integrais utilizadas para os célculos
diretos dos coeficientes dos harmonicos esféricos sdo apresentados no Apéndice E.

Tabela 5.12 - Valores dos coeficientes de Stokes calculados diretamente pelas integrais e as

correspondentes diferencas entre os valores obtidos pela expansdo do potencial em série.

Valor direto tedrico Diferenca
Coo 1 0
Cuo ~7/30
Cus ~1/720 0
Ceo 2/21 0
Ce. ~1/3780 0
Ceo 11/40 0
Ces 1/21600 0
Ces 8589934592 / 124684618589798355 2,49x107%
Cioo -13/33 0
Cos | 70368744177664/975310794302422545 0
Cios 17179869184 /1028648103365836305 0
Cia —1999/ 7280 0
Cp. | —352393476702208/8644800222226018305 | —1,93x10*
Cuos 9932111872/ 3545718841147390635 1,08x10%*
Cion —131072/182826127746662309 ~3,57x10%
Cio 17/12 0
C., | —35184372088832/709316941310852805 | —2,20x10
Cuis —1073741824/ 600044726963404485 ~9,39x107%
Crasz —131072/685597979049983685 ~8,78x107%
Cieo —6175/6528 0
Ce: | 100330436034560/1399634321693736297 | 3,40x107°
Cies —1266679808/1420820192774061417 —4,14x107%

(Continua)
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Tabela 5.12 — Conclusédo

Valor direto tedrico Diferenca
Ciez —247808/ 4370687116443645705 —6,31x107%
Cists 1/409751917166591847 2,70x107%®
Ceo —12587/3192 0
Cias 233096465088512 / 7580824810259739129 2,03x107%°
Cee 106568876032 /111158285669970685335 2,07x10*
Ciarr —32768/34194199205117934045 —4,93x10™%
Cass 2/2919482409811966461 7,70x107*
Cano 28267/ 2816 0
Cou | —3937351139065856/ 26528453605025894907 | —2,98x107*
Coos 18756927488/ 44203294886304133965 4,55x10*
Coon 1289216 /128206822082346949095 —6,31x107%
Coos 79/315508976218275692160 3,37x10°*
Cooz —1/287744186311067444969472 —5,14x107%
Cao 10075/ 4416 0
C,. | 12381325562478592 / 213105408555079333293 | 2,75x10°°
Cos —12482248704 /12486645032524180793 -3,85x107%
Cooz 242944 | 233443255208273409453 4,50x10™*
Coos 377/6893871130369324383744 3,70x10*
Co —5/4963587213865913127272448 —4,85x107%

5.6 Conclusao

Neste capitulo, 0 método da expansdo em serie do potencial, associado a decomposicao
em elementos tetraédricos, foi utilizado para modelar o campo gravitacional de um cubo
homogéneo, pois, devido a existéncia do modelo exato para esse hexaedro, os resultados

podem ser confrontados. Logo, analisando a Tabela 5.10, segunda e terceira colunas,

Fonte: Producéo do autor.
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constata-se a mesma grandeza entre os resultados obtidos empregando o modelo
desenvolvido pela expansdo, sempre observando o intervalo de convergéncia da série
dada pela Equacdo (5.25). Além disso, as Figuras (5.7) e (5.9) exibem os graficos do
potencial modelado pela expansdo, muito préximos aos referentes do modelo exato,
enquanto que 0 mesmo ocorre com os gréficos da Figura (5.11), a partir do intervalo de
convergéncia. Verifica-se também a confiabilidade no modelo do potencial obtido pela
expansdo em série, por meio da Tabela (5.11), a qual apresenta a comparacdo entre 0s
coeficientes dos harmonicos esféricos determinados pelos termos da série e 0s
determinados por Broucke e Prado (2004). Portanto, baseado nessas constatagdes,
confirma-se a validacdo desse modelo para o campo gravitacional do cubo homogéneo.
Esta ratificacdo é de extrema importéncia, tendo em vista, sua aplicacdo para modelar o

potencial de corpos com distribuicdo irregular de massa.
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6. RESULTADOS PARA O ASTEROIDE 25143 ITOKAWA

O asteroide 25143 Itokawa foi descoberto no dia 26 setembro de 1998 pelos
pesquisadores do projeto Lincoln Near-Earth Asteroid Research (LINEAR), programa
de cooperacdo entre a Forca Aérea dos Estados Unidos, a NASA e o Laboratério
Lincoln do MIT, e recebeu esse nome em homenagem a Hideo Itokawa, principal
pioneiro na pesquisa e desenvolvimento de foguetes e do programa espacial Japonés.

Dos asteroides conhecidos e proximos a Terra (NEASs), o Itokawa foi escolhido pela
Japan Aerospace Exploration Agency (JAXA), para o envio de uma sonda ndo
tripulada, denominada Hayabusa, com o objetivo de estudar este asteroide, e

principalmente, recolher amostras e retornar a Terra.
6.1 Modelo poliédrico inicial para o asteroide Itokawa

Segundo os dados coletados pelo radio telescopio de Arecibo, Ostro et al. (2004), o

ltokawa possui dimensdes de (0,5481x0,3122x0,2751) km+10%, massa de

6,025x10%° kg, volume de 2,41x1072 km® +£30%, densidade uniforme de

2,5 g.cm‘s, area total de 0,4374 km?+20% e periodo de rotacio de 12,132 horas,
valores assumidos para todos os célculos e simulacBes. Ao volume do asteroide,

associa-se 0 raio médio Ry, =0,1791 km, correspondente ao raio da esfera de volume

equivalente.

Vale observar que os dados descritos acima e utilizados nos céalculos e simulagdes
contidas neste capitulo, também foram empregados por Scheeres et al. (2004), porém,
sdo anteriores a atualizacdo feita pela sonda Hayabusa. Apesar dessa ressalva, convém
salientar que o principal objetivo deste trabalho é desenvolver uma metodologia que
possa ser aplicada na modelagem do campo gravitacional de um corpo com distribuigéo

de massa irregular, bastando, para isso, ter acesso a seus dados.

A Figura 6.1 mostra as vistas parciais do modelo ao longo de eixos principaisé,n e ¢,
cujos momentos de inércia |§§, |,7,7 e |gg, correspondem ao menor, intermediario e

ao maior, respectivamente.

99



Figura 6.1 Formato do modelo do asteroide Itokawa, Ostro et al. (2004).
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A partir da técnica de decomposicdo do asteroide Itokawa em tetraedros, foram
utilizando como elementos para implementacfes de calculos e simulagGes, os dados
coletados pelo radio telescopio de Arecibo e disponibilizados pelo JPL/INASA, (OSTRO
et al., 2004), cujo modelo poliédrico adotado, apresenta 6098 vértices e 12192 faces,
fornecidos por duas tabelas, uma contendo as coordenadas dos vértices, e a outra, as

relacOes entre as faces triangulares formadas e seus respectivos vértices, ilustradas pelas
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Fonte: adaptada de Ostro et al. (2004).

Tabelas 6.1 e 6.2, respectivamente.

Tabela 6.1 - Coordenadas dos vértices do asteroide Itokawa.

Vértice

Abscissa (km)

Ordenada (km)

Cota (km)

1

7,600000x10°°

1,580000%10"*

1,384140x107"

4,566700x10°?

1,530000x10"*

1,374210x107"

2,238700x107°

3,871300x107°

1,339930x10°*

2
3
4

-2,231400%107°

3,835000%107°

1,313520x107"
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Tabela 6.1 - Concluséo

Vértice

Abscissa (km)

Ordenada (km)

Cota (km)

5

-4,551300%x10°°

2,350000x10"*

1,327370x107"

6

-2,207500x107°

-3,697500x107°

1,261490x107"

6098

2,260300x10™*

2,525900%107

7,634100x107

Fonte: adaptacdo JPL/NASA.

Tabela 6.2 - Vértices correspondentes a cada face triangular do asteroide Itokawa.

Face | Vértice 1 | Vértice 2 | Vértice 3
1 1528 1527 260
2 1531 260 1527
3 1533 1532 263
4 1535 263 1532
5 1537 1536 266
6 1539 266 1536
12192 | 3812 1526 6098

Fonte: adaptacdo JPL/NASA.

Em funcdo dos dados da Tabela 6.1, as dimensdes do asteroide, em km, nas direcGes

principais sdo -0,2713< £ <0,2769, -0,1564 <7 < 0,1562 e -0,1356 < ¢ <0,1399.

6.2 Modelo poliédrico final para o asteroide Itokawa

Utilizando os dados fornecidos pelas Tabelas 6.1 e 6.2 e 0 método para o célculo de
integrais desenvolvido por Lien e Kajiya (1984), pode-se calcular o volume aproximado
do asteroide Itokawa, mediante a soma dos volumes dos tetraedros gerados pela sua

decomposicéo, segundo o método poliedrico. Logo, a Equacéo (6.1) fornece o volume

12192 12192|Ti | 2 51
Vigral = ji dv = |Z—1: ITi | jﬂ av, = Zl: o =0,024059752096680 km (6.1)
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De modo semelhante, a area total do Itokawa sera a soma das areas de todos 0s
elementos triangulares obtidos na particao de sua superficie, fornecidos pela Tabela 6.2,

lembrando que a area de um triangulo formado pelos vértices V;, V; e V, € dado por
AID :|ViVJ- xViV |/2. Entdo, utilizando os correspondentes vértices, dados pela Tabela

6.1, a rea total do asteroide é expressa pela Equacéo (6.2):

12192
Aotal = Y, Ap =0,437403687195469 km® (6.2)

p=1

A abscissa do centro de massa € dada pelas Equacdes (6.3) e (6.4)

B

Z T, | J' J' J' (X+EY+5Z)dXAYdZ (6.3)

Vtotal Viotal i=1

&, =1,5585891247020280x10 2 km (6.4)

A ordenada do centro de massa € dada pelas Equagdes (6.5) e (6.6):

12192
ndV— I Ti | ||| X+ 7, Y+173Z)dXdYdZ , (6.5)
" Viotal '” Viotal ,Z_l: II'[ ( ' ? ¥ )
1o =—1,0373035913518581x10~% km (6.6)

A cota do centro de massa € dada pelas Equacdes (6.7) e (6.8):

e

|T |j” a1 X+g,Y+g3Z)dXdYdZ (6.7)

total total

¢o =—4,4029074540630208 x10~% km (6.8)

Logo, segundo os dados fornecidos, o centro de massa do asteroide esta localizado no

ponto O', cujas coordenadas, medidas em km, sdo dadas pela Equagéo (6.9)
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(Z0:710:50) = (1,558589125x10—3; —1,037303591x103; —4,402907454 ><104‘) (6.9)

Visando refinar a localizacdo de seu baricentro, ap0s realizar a translacdo das
coordenadas dos Vvértices fornecidas pela Tabela 6.1, em relacdo ao ponto O', o novo

centro de massa O, passa a ter as coordenadas fornecidas pela Equagéo (6.10)
(%770, go):(Z 308733068x10727; 1,193776498x1071°; —1,723953696x10" 16) (6.10)

medidas em km, evidenciando sua maior proximidade da origem. Além disso, verifica-
se que o volume do asteroide foi preservado apds a translagdo, justificando o

refinamento da posicdo do centro de massa.

De posse das coordenadas dos vértices transladados, os momentos e produtos de inércia

normalizados em relacdo a massa, sdo dados pelas Equacdes de (6.11) até (6.16):

'5‘5 J’ [[(n* +5*)av = 0,008294385586750 km® (6.11)
'5’7 J [[ ¢0v =-0,000023877993151 km? (6.12)
'fg j J' &4 dv=-0.000011910192252 km? (6.13)

IUVU _ \% j ”(gz oy ) dv = 0,019485317224529 km? (6.14)
| o \% [[[ 5 dv=0,000047275044548 km? (6.15)

'Mi - \% I (j? (&2 +7% ) dv =0,020499862751715 km?” (6.16)
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dando origem ao tensor de inércia normalizado, em relacdo a massa, em km?, dado pela
Equacdo (6.17)

0,008294385586750  0,000023877993151  0,000011910192252
| =| 0,000023877993151  0,019485317224529 -0,000047275044548 |  (6.17)
0,000011910192252  -0,000047275044548 0,020499862751715

notando que I.. <1, <I_ . A seguir, os autovalores e os correspondentes autovetores,

associados ao tensor de inércia, sdo expressos pelas Equacdes (6.18), (6.19) e (6.20):

0,999997230629963 |
A1 =0,008294322818894 e v, =|-0,002137830524509 (6.18)
| -0.000984079800417

0,002181210697933]
Ay = 0,019483172332801 e v, =| 0,998919482398835 (6.19)
| 0,046423162364639 |

0,000883771631325
43=0,020502070411299 e v;=|-0,046425180287112 (6.20)
0,998921379079962

Verifica-se que os autovetores v,, v, e v, formam, nessa ordem, uma base ortonormal
destrogira, isto é, seus médulos séo iguais a 1, o produto escalar de um dos vetores
pelos outros dois é nulo, e v, xVv, =V, , V,xV, =V, e V,xV, =V,. Logo, a matriz, cujas

colunas sdo compostas por esses vetores, assume o papel da matriz de rotacdo. Portanto,
a matriz obtida pela translacdo das coordenadas dos vértices fornecidas pela Tabela 6.1,

em relacdo ao centro de massa original O', multiplicada pela matriz de rotacao,

(V,V,V,), resulta nas coordenadas dos vértices finais, indicadas pela tabela 6.3.

Tabela 6.3 - Coordenadas finais dos vértices do asteroide Itokawa.

Vértice | Abscissa (km) | Ordenada (km) Cota (km)

1 -1,621784x10°° | 7,636833x10° | 1,386477x10™"
(Continua)
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Tabela 6.3 - Concluséo

Vértice | Abscissa (km) | Ordenada (km) Cota (km)
2 4,397007x107* | 7,685184x107° | 1,376963x10™"
3 2,061108x107 | 4,599360x107% | 1,324612x10™"
4 -2,408642x107° | 4,541088x107* | 1,298004x10™"
5 -4,720522x107% | 7,350302x10°° | 1,329229x10"
6 -2,368126x107* | -3,007373x107% | 1,281002x10"
6098 | 2,243390x107" | 3,032193x107 | 7,567604x10°°

Fonte: Producéo do autor.

Apobs a translacdo e a rotacdo descritas, as dimensdes do asteroide, medidas em km, nas
direcBes principais passam a ser, -0,2728<¢<0,2753, -0,1550<7< 0,1572 e
-0,1352 < ¢<0,1399, e o centro de massa final, medido em km, est4 localizado no

ponto de coordenadas dado pela Equagéo (6.21)

(&.770.60) = (—1,5317401x10_17; 1,2966103x107%; —2,9387920><10_18) (6.21)

o volume final do asteroide é igual ao volume inicial, e a Equacdo (6.22) fornece o

tensor de inércia normalizado final, expresso em km?:

-7,888224x10718
-2,224886x10718
0,02050207041

-2,552504 %1018
0.01948317233
-2,224886x10718

0,00829432281
Ip =|-2,552594 %1078
-7,888224x10718

(6.22)

constatando-se que os produtos de inércia estdo proximos de zero, e, consequentemente,
0 novo sistema de coordenadas se aproxima dos eixos principais de inércia. Além disso,

observa-se, mais uma vez, que I.. <1, <I_, ouseja, 0 maior momento de inércia &€ em

!
relacdo ao eixo ¢, o intermediario, em relagdo ao eixon, enquanto, que o0 menor, é em
relacdo ao eixo ¢. Portanto, baseado nas Tabelas 6.2 e 6.3, 0 modelo poliédrico para o

asteroide Itokawa tendo 6098 veértices e 12192 faces é ilustrado na Figura 6.2, enquanto

que as Figuras 6.3, 6.4 e 6.5 representam as trés vistas do asteroide.

105



Figura 6.2 - Modelo poliédrico para o Itokawa, apos translagéo e rotacao.
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Figura 6.3 - Vista &-n do asteroide Itokawa.
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Figura 6.4 - Vista &-¢ do asteroide Itokawa.
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Figura 6.5 - Vista n-¢ do asteroide Itokawa.
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Fonte: Produg&o do autor.

Notam-se as conformidades das Figuras 6.3, 6.4 e 6.5 as correspondentes da Figura 6.1.

6.3 Modelo do campo gravitacional do asteroide (25143) Itokawa utilizando o

método da expansdo do potencial em série

O modelo poliédrico que servira de referéncia para o estudo do asteroide (25143)
Itokawa, apresenta 6098 vértices e 12192 faces, levando em consideracdo, que 0S
veértices finais foram obtidos, a partir de uma translacdo e de uma rotacdo dos vértices
iniciais, 0s quais foram fornecidos por Ostro et al. (2004), conforme os procedimentos
descritos na secdo 6.2. Para o desenvolvimento do modelo do campo gravitacional desse
asteroide, estabelece-se até o grau 6 para a expansao da série de seu potencial. Assim,
de acordo com os dados de entrada, Tabelas 6.2 e 6.3, aplicando 0 método da expanséao
em série do potencial gravitacional e utilizando o procedimento desenvolvido por Lien e

Kajiya (1984), para os calculos das integrais correspondentes, considerando (x, Y, z) as

coordenadas de um ponto P, exterior a esfera de volume equivalente ao asteroide, a

Equacdo (6.23) representa o termo Kepleriano do campo gravitacional

Up=—— (6.23)
yo,

A Equacéo (6.24) expressa o termo de grau 1 da expansdo do potencial em série relativo

ao asteroide Itokawa:

107



GM[

1,52507 %1017 x +1,28922x10 7" y — 2,90437x107287 } (6.24)
2,

cujo valor esta muito préximo de zero.
A Equacédo (6.25) corresponde ao termo de grau 2 da mesma expansao

GM [0 011698298553x° + 7,64575x10 8 xy —0,005084975717y>
p° ., (6.25)

+2,36652x107 xz +6,66737x10 8 yz — 0,00661332283522}

U, =

enguanto que a Equacéo (6.26) corresponde ao termo de grau 3 da mesma expansao

GM
Ug=—"—

[ ~0,000149221592217x% — 0,000243357313963x°y
P

+0,000438477803610xy? +0,000057300118896 y°
—0,000052693148227x2z —0,000282075442862 Xyz (6.26)
+0,000060754049293y°z + 0,000009186973040xz°
+0,000071456957274yz° — 0,00000268696702223]

Ja a Equacdo (6.27) exibe o termo de grau 4 do desenvolvimento da referida série

_om
_p[

0,000274287706105x* + 0,000061445712353X3y

—0,000714888852864x2y2 —0,000045301583467 xy*
+0,000086597267791y* +0,000017865430551x°z
+0,000027968391505x2yz + 0,0000004034839002xy>7 (6.27)
—0,000007620484874y°z —0,000930837383769x° 2>
—0,000048432386659xyz2 +0,000195305246117 y>z2
—0,000017999925185xz> —0,000001702312295yz>

+ 0,00012258868960924}

bem como, a Equacdo (6.28) mostra o termo de grau 5 da expansdo que contribui na

perturbacgdo do campo gravitacional desse asteroide
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Ug = %[—0,00000429474799%5 —0,000021500926570x*y

Yo
+0,000033148842335x%y? + 0,000029651520370x°y°

—0,000013096448889xy* — 0,000002235469516y°
—0,000003184394492x*z — 0,000038535426728x°yz
+0,000014208530794x2y?z +0,000015012451278xy°z
—0,000000344198042y*z + 0,000009798637656x°22 (6.28)
+0,000040050998340%° yz> — 0,000020867833669xy>z°
—0,000007296825205y>z2 +0,000001632612052x%2°
+0,000023522975450xyz° — 0,000004047780846y°2°
—0,000001421346550xz* — 0,000003026753782yz*

+ 0,00000024151687925}

Por fim, a Equacdo (6.29) apresenta o termo de grau 6 na expansdao em série do

potencial

U, = %[0,00000785004583&6 +0,000005721182034x°y
Yo,

—0,000050429384915x"y* —0,000013885113897x°y?
+0,000036424222832x°y* + 0,000003423336405xy°
—0,000002006035049y° + 0,000000805475462x°z
+0,000006752466545x"yz +0,000003805315649x°y*z
—0,000006294565821x°y*z —0,000001465811308xy"z
+0,000000428588889y°z —0,000067321302607 x" 2
—0,000015556478648x°yz* +0,000084030972493x°y*z*
+0,000007421977646xy°z> —0,000006333697091y*z°
—0,000003953356756x°z° —0,000007210367270x°yz*
—0,000000873693034xy°z° +0,000000669558975y°z°
+0,000053316140524x°z* +0,000004067250501xyz*
—0,000007671464991y*z* +0,000001273376330xz°
+0,000000520169034y2° — 0,0000030429783697° | (6.29)
Portanto, o modelo para o campo gravitacional do asteroide Itokawa, desenvolvido até o
grau 6, adotando a tecnica da decomposicdo poliédrica, associada ao método da

109



expansdo do potencial em uma série convergente, tem como resultado, o somatério das
fungdes expressas da Equacdo (6.23) até Equacdo (6.29), resultando na Equacao (6.30):

u=>U.. (6.30)

6
i=0
Devido ao potencial Kepleriano ser uma funcdo homogénea de grau -1 nas variaveis X, y
e z, espera-se um comportamento semelhante do modelo do potencial do asteroide
Itokawa. Logo, supondo que a funcdo dada pela Eq. (6.30) seja homogénea, entdo

devera satisfazer a condicdo expressa pela Equacdo (6.31)
U (Ax,Ay,Az)=A"U(x,Y,2) (6.31)

na qual, 1 é uma constante positiva e n determina o grau da homogeneidade da funcéo,
salientando a independéncia de n das variaveis x, y e z. Reescrevendo a Equacédo (6.31),

obtém-se a Equacéo (6.32)

U(Ax,Ay,Az) |
In{m}_ nin A (6.32)

e, atribuindo valores a X, y e z, possibilita analisar o valor de n , conforme mostra a
Tabela 6.4.

Tabela 6.4 - Estudo do grau da homogeneidade n do potencial do asteroide Itokawa.

Coordenadas dos pontos (km) Valor de n
(2,2,2) e (1,1,1) -0,999979621122147
(10,10,10) e (1,1,1) -0,999993355083578
(40,60,80) e (20,30,40) -0,999998652024487
(60,80,100) e (30,40,50) -0,999999388021451
(20,20,20) e (5,5,5) -0,999999966596259
(400,420,440) e (200,210,220) | -0.9999999952910222
(100,100,100) e (10,10,10) -0,999999997983169
(60,60,60) e (30,30,30) -0,999999999819006

(Continua)
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Tabela 6.4 - Concluséo

Coordenadas dos pontos (km) Valor de n

(1000,1000,1000) € (20,20,20) | -0,999999999870789

(1000,1000,1000) e (50,50,50) | -0,999999999990171
(1000,1000,1000) e (100,100,100) | -0,999999999998455

Fonte: Producéo do autor.

Além da condicdo expressa pela Equacdo (6.31), deve-se avaliar se 0 modelo do
potencial gravitacional do asteroide Itokawa satisfaz o teorema de Euler relativo as
funcGes homogéneas, dada pela Equacéo (6.33):

x%+y@+zﬁzﬁu (x,y,2), (6.33)

OX oy oz

sendo 1 o grau de homogeneidade da funcdo, ressaltando, novamente, sua
independéncia das variaveis de U. Analogo ao procedimento feito para a construgédo da
Tabela 6.4, sdo atribuidos valores a X, y e z, viabilizando a obtencdo do parametro fi,

exposto na Tabela 6.5.

Tabela 6.5 - Estudo do grau da homogeneidade fi do potencial do asteroide Itokawa.

Coordenadas do ponto (km) Valor de n
(3,4,5) -0,999886902949569
(6,7,8) -0,999971727691854
(1,1,1) -0,999942496972302
(2,2,2) -0,999995719017166

(10,12,14) -0,999991129850342
(20,30,40) -0,999997508500830
(100,120,140) -0,999999911301141
(250,250,250) -0,999999999999327
(500,500,500) -0,999999999999917
(220,210,200) -1,000000008817773

Fonte: Producéo do autor.
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De acordo com os valores obtidos para os parametros n e fi, respectivamente, nas
Tabelas 6.4 e 6.5, conclui-se que o modelo do potencial U do asteroide Itokawa
comporta-se aproximadamente como uma funcdo homogénea de grau -1 nas variaveis X,

yez.

Analisando, exclusivamente, a perturbacéo relativa ao potencial gravitacional, devido a
distribuicdo irregular de massa do asteroide, a partir da obtencdo do seu modelo
matematico, o seu gradiente representara a resultante do vetor forca gerada em um
veiculo espacial pelo asteroide, possibilitando estudar o comportamento dindmico de
um satélite imerso nesse campo gravitacional. Logo, de acordo com a Equacéo (6.30), a

resultante da referida forca é expressa pela equacao (6.34)
6 6
F:V(zuij:VU0+ZVUi , (6.34)
i=0 i=1

e, levando em conta que VU, configura a forca relativa ao campo central, conclui-se
6 - - - -

que ZVUicaracterlza a perturbacdo dessa forca devido a ndo esfericidade do
i=1

asteroide.

6.4 Modelagem do potencial do asteroide 25143 Itokawa utilizando o método das

concentracdes de massa

Segundo o método poliédrico, decompBe-se a superficie do asteroide em varios

tridngulos, ligando seus vértices ao seu centro de massa, obtendo tetraedros, cada qual
com seu respectivo baricentro G, . Utilizando, novamente, os dados coletados pelo radio
telescopio de Arecibo e disponibilizados pelo JPL/NASA, (OSTRO et al., 2004),
refinados pela translagdo e rotagéo descritos na se¢éo 6.2, adota-se 0 mesmo modelo

assumido na aplicacdo do método da expansdo em série do potencial, ou seja, 12192
faces e 6098 vértices, apresentados pelas Tabelas 6.2 e 6.3, respectivamente.

Segundo o método das concentracGes de massa, apresentado na sec¢do 3.3, inicialmente,
calculam-se os volumes de cada elemento tetraédrico da decomposi¢do, dado pela
Equacdo (6.35)
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V, = m dv; =| T | m dv; =% L i=12,..,12192 (6.35)
Q W,

Sendo Q; o i-ésimo elemento tetraédrico, cujos veértices sdo O(0,0,0),

Vin (EmsMm»Sm ) Vj(ij,nj,gj) e Vi (&:nk.ck), Wi o tetraedro reto retangulo

unitério, resultado da transformagdo de Q;, e |T;j| o determinante da matriz de

transformacéo correspondente, dado pela Equacéo (6.36)

ém éj ak
Ti=lnMm nj M (6.36)
Sm Gj Sk

Em seguida, determinam-se as coordenadas de seus respectivos baricentros

Gi (fGi G, 156, ) dado pela Equagéo (6.37)

1 * T Ppe 1
il [ 2 dv= ”v ”..- (EmXe+&;Y+5Z ) dX dY dZ :Z(f””gi &)
! Q : W.
L[ g I K
me =y )= |]] (o xemy4mz ) ax av oz =2 (n + 41 (637)
Q W,
1 T pppe 1
VA [ ay=!1Till (ng+ng+ng)dXdeZ=Z(gm+gj+gk)
v P JJd
Q W,

Assumindo que o asteroide tenha densidade constante, ap6s calcular seus

correspondentes volumes e centros de massa, segundo as Equacdes (6.36) e (6.37),

concentra-se a massa de cada tetraedro, M;, em seu respectivo baricentro, o qual passa

a ser o centro de atracdo secundario referente ao corpo ndo esférico. Logo, a divisdo do
volume do asteroide em varios tetraedros, permite estabelecer os elementos
fundamentais para o calculo aproximado da perturbacdo devido ao campo gravitacional
ndo ser central. Portanto, a Equacdo (6.38) fornece o potencial de uma massa

puntiforme m, localizada no ponto P(x,y,z), em relagéo ao asteroide de massa total M

113



N M-
U:sz ' (6.38)

e o s

Segundo a teoria desenvolvida sobre 0 método das concentragcdes de massa, secdo 3.3, a

Equacao (6.39) representa a forca gravitacional relativa ao centro de atracdo secundario,

localizado no baricentro G; , com massa M;, lembrando que i=1,2,...,12192,

Fo 1+F, [+F, k= —GmMzi i+ _GmMzi i+ _GmMZi k- (6.39)
NP, 1R, LAl I, I .1l

Portanto, a Equacdo (6.40) € a resultante da forga gravitacional perturbadora, F_,,

gerada no veiculo espacial por um corpo irregular pode ser modelada como a diferenca
entre a forca referente ao campo central e o somatorio das forcas gravitacionais

decorrentes das concentracfes de massas secundarias

FGP:——GmNZI L+Z: GmMZi i + GmMZ‘ j+ GmMzi K| . (6.40)
Hrell*r]l 4 [l I, |l 1l

i=1

Logo, a determinacdo dos componentes da forga nas direcdes correspondentes, permite
aplica-los ao ambiente de simulacdo STRS, possibilitando simular trajetérias de um
veiculo espacial imerso nesse campo gravitacional, pois, analisando a forca
perturbadora, pode-se determinar a variagdo da velocidade, denominado AV,

permitindo implementar manobras, assim como corrigi-las.

Em relacédo aos eixos coordenados &,n,c, as variacOes das velocidades sdo expressas

pelas Equacdes (6.41), (6.42) e (6.43)

Fz, passo
GP.
AV = (6.41)
F<, passo
G
AV, =—— (6.42)
m
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F~, passo
G
AV, =—— (6.43)
m

nas quais, Fgp ,

FGPUe Fépg correspondem aos componentes da forca perturbadora, e
passo € a taxa de amostragem empregada pelo simulador STRS, equivalendo ao passo

da integracdo da Orbita utilizada na simulacéo.

6.5. Calculo dos coeficientes dos harmoénicos esféricos relativos ao ltokawa

utilizando a expanséo do potencial em série

Anéloga a metodologia aplica nos célculos dos coeficientes dos harmdnicos esféricos
associados ao potencial do cubo homogéneo, desenvolvida na se¢do 5.4, considera-se o
potencial de ordem 1, relativo ao asteroide Itokawa, que em funcdo das coordenadas
cartesianas € expresso pela Equagao (6.44)

GM

Up="o [_1,5250770 x107Y x +1,2892291x10 71" y — 2,9043784 x10 718 z} . (6.44)
Yo,

Porém, o potencial de mesma ordem, escrito em funcdo dos harmdnicos esféricos e de

seus correspondentes coeficientes, é dado pela Equacéo (6.45)

U, = %(%j[cm +CyyRy (sen&)cos g+ S,,P, (sen ) seny | (6.45)

na qual, 6 é a latitude, ¢ é a longitude, P, (Sen 49) sdo os polinémios associados de
Legendre, P, (Sen 6?) é 0 polindmio de Legendre, R é o raio normalizador, C,,, C, e

S,; sdo os coeficientes a serem determinados.

Igualando as fungdes potenciais de primeiro grau, em coordenadas cartesianas € nos
harmdnicos esféricos, obtém-se a Equagao (6.46):
i[—1,525077x10*” X+1,289229x10"y - 2,904378x10 7 | =
(Rp) (6.46)
=C,, +C,,P, (sen8)cos ¢ +S,,R, (send)seng

115



Considerando os pontos A (8,5,5), A,(6.7,8) e A/(4,6,5), coordenadas em km, e

adotando R =0,179088423314965 km, isto &, o raio da esfera de volume equivalente ao

volume do Itokawa, obtém-se o sistema linear de equacgdes dado pela Equacéo (6.47):

0,4682929C,, —0,7492686C,, —0,4682929'S, = —3,7688955004 x 10"
0,6553855C,, —0,4915391C,, —0,5734623S,, = —1,1204492165x10  (6.47)
0,5698028C,, — 0,4558423C,, —0,6837634S,, =1,1637162517 10

cuja solugdo é formada pelos coeficientes dos harménicos esféricos ndo normalizados,

expressos pela Equacéo (6.48)

C,, =—1,6217566669 10"

(6.48)
C, =-8,5157769316x10" S, =7,1988413212x10™"

Como C,=C,=S,,=0, devido a esses coeficientes serem expressos pelas Equacbes

(6.49), (6.50) e (6.51)

1 1

ClO ZWJ!J.Q-CIV = m“gjgdm, (649)

Cy == [[[ éav=—=[[[ £m, (6.50)
RV’ RM 7

S,y == [[[ v == [[[ am, (6.5)
RV %2 RM °2

em razdo do centro de massa do asteroide ser determinado pela Equacédo (6.52),

%@@mﬁwmmﬁwwm} 652)

entdo, conclui-se que o seu baricentro coincide com a origem do sistema de

coordenadas.
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O potencial de grau 2, relativo ao asteroide Itokawa, em funcdo das coordenadas
cartesianas € expresso pela Equacéo (6.53):

= G—'\S" [0,011698298553x2 +7,6457526x10 8 xy —0,005084975717y>

P (6.53)
+2,3665229x107Y xz + 6,6673704x10 8 yz —0,00661332283522}

U

e 0 mesmo potencial de grau 2, escrito em funcdo dos harmonicos esféricos e de seus

correspondentes coeficientes, é dado pela Equagéo (6.54):

.-

2
] [CZOP2 (sen&)+C,,P, (sen&)cos ¢ +S,,P,, (sen&)sen ¢
p \p

(6.54)
+C,,P,, (sen @) cos(2¢) + S,,P,, (sen ) sen (2¢):|

Novamente, igualando as fun¢des potenciais de grau 2, em coordenadas cartesianas e

nos harmonicos esféricos, tem-se a Equacdo (6.55):

LZ [o,011698298553156x2 +7,6457526765x10 8 xy

(Rp)
—0,005084975717704y + 2,3665229695x 102" xz
+6,6673704094x10728 yz — 0,00661332283545222 =
=CyoP>(5en&)+C,1 P, (Sen @) cos ¢+ S,1 Py (sen ) sen g

+Cp)Pyy (5en6)C0S(2¢)+ S,y Pry (Send) sen(2¢)

. (6.55)

Considerando os pontos A (8,5,5), A(6,7,8), A(4.65), A(957) e A(10,9,4),

coordenadas em km, obtém-se o sistema linear dado pela Equacéo (6.56):

~0,1710C,, —1,0526C,, +1,0263C,, —0,6578S,, +2,1052S,, = 0,124781
0,1442C,, —0,9664C,, —0,2617C,, ~11275S,, +1,6912S,, = -0,052581
~0,0129C,, —0,7792C,, —0,7792C,, ~1,1688S,, +1,8701S,, =—0,065282  (6.56)
~0,0258C,, —1,2193C,, +1,0838C,, —0,6774S,, +1,7419S,, = 0,099851
~0,3781C,, —0,6091C,, +0,2893C,, —0,54825S,, +2,7411S,, =0,103213

resultando nos coeficientes ndo normalizados expressos pela Equagéo (6.57)
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C,, =—0,206198118, C,, =2,459543134x107, S, =6,929442615x10 " 657
C,, =0,087214845, S,, =3,973140921x10™" '

Lembrando que, segundo Kaula (1966), a normalizacdo dos coeficientes é obtida pela

Equacao (6.58)

(n+m) {C} , (6.58)

Eﬂm}:J(z—aomxzm)(n—m)! S,

nm

entdo, os coeficientes normalizados s&o expressos pela Equacéo (6.59):

C,, =-0,09221460188
C,, =1,90515391981x10*
C,, =0,13511265758

,, =5,36752316960x10 (6.59)

, =6,15516344828x107"

R

w

2

Como C, =S, =S5,,=0, devido a esses coeficientes serem expressos,

respectivamente, pelas Equacdes (6.60), (6.61) e (6.62)

1 1
C, :ijggdh e jijggdm, (6.60)

Su = [[[ e = [[[ nam, 661)
Q Q

1 1
S =gy ] endv =g [l] enim. (6.62)

conclui-se que o0s eixos coordenados estdo alinhados e orientados com 0S eixos
principais de inércia, pois os produtos de inércia normalizados, relativos ao asteroide,

I. =—1l|Snpdm, I, =—|||&cdm e | _=—|||7sdm, sdo nulos. Além disso, uma
én I\J/-l 5 & '\]/-IQ ns ,\:;Q

vez que oS momentos de inércia normalizados do asteroide sdo dados por

o= (7 -<7)em — Ilf(&"+c?)am e L= (&7 ) am, en,
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os coeficientes C,, e C,, podem ser reescritos em funcéo dos momentos de inércia,

resultando nas Equacdes (6.63) e (6.64):

1 1
Cy :HJ.!_[(Z?Z _772 _§2)d\/: oR? (Icfé + |'777 _2|§§)’ (6.63)

1 . 1
czzzmjy(g -1 )dv=4R2(IW—I§§). (6.64)

Vale ressaltar que o coeficiente C,q, também denotado por —J,, sempre sera negativo
e informa quanto o asteroide é achatado nos polos, em relacdo a uma esfera, enquanto

que C,, revela a elipsidade do corpo.

Aplicando o procedimento analogo as demais ordens dos potenciais calculados, obtém-
se os coeficientes dos harménicos esféricos correspondentes até o grau 6 para o
asteroide Itokawa, os quais sdo comparados aos valores determinados por Scheeres et al.

(2004) até o grau 4, como mostra a Tabela 6.6.

Tabela 6.6 — Comparacao entre os coeficientes dos harmdnicos esféricos do Itokawa.

Scheeres Autor
0 1 1
Cuo 0,0 -9,36321648189x107**
Cit 0,0 -4,91658610381x10"
Su 0,0 4,15625297466x107"
Coo | -9,22215%107 | -9,22146018790x10 2
C., 0,0 1,90515391981 %10
S 0,0 5,36752316960x10™""
Cr | 1,351127x107 | 1,35112657583x107"
S, 0,0 6,15516344828x10™"
Cy | -1,768x10* | -1,76811609421x10™*
Csi | 2,468x10* | 2,46800058203x10™*
Sy | 1,9196x107° | 1,91962914641x10°

(Continua)
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Tabela 6.6 — Continuacdo

Scheeres Autor
Coo | -1,9275%x10° | -1,92750975011x10°°
Sy | -4,7926x10° | -4,79256586558x10
Cos | -1,22294x1072 | -1,22293587517 %10
Si; | -6,2563x10° | -6,25634062906x10
Cio | 3,97246x107 |  3,97245600562 %107
Cyi | -1,8445x107° | -1,84450311670x10°
Su | -1744x10* | -1,74440743578x10°*
Cpr | -5,43996x1072 | -5,43996161688x10
S | -2,3396x10° | -2,33958219363x10°
Cyy | 6,763x107 6,76320155674x10™*
S | 1,3784x10°° 1,37839582801x10°°
Cu | 5,89245x107 |  5,89244645910x10°2
S. | 58470x10° 5,84697925925x10°

Fonte: Producg&o do autor.

Analisando a Tabela 6.6, conclui-se que os coeficientes dos harménicos esféricos
obtidos, utilizando os graus dos potenciais correspondentes, tém os valores muito
préximos aos determinados por Scheeres et al. (2004), apesar de podé-los comparar

somente até o grau 4.

6.6 Determinacdo direta dos coeficientes dos harménicos esféricos do asteroide

Itokawa

Outra forma para se determinar os coeficientes de Stokes utiliza o calculo direto por

meio das integrais expressas pelas Equacdes (6.65) e (6.66)

Cnm—(2 fimm)?Mm) I_U( j m (sené)cos(mg¢)dM (6.65)
S G fimnzglan m( j 1 (sen@)sen(mg)dM (6.66)
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sendo &y, O delta de Kronecker, M é a massa total do asteroide Itokawa,

p=+x*+y?+2*, R éoraio normalizador, C,,, € S, sdo os coeficientes de Stokes

a serem determinados. Aplicando as EquacGes (6.65) e (6.66) para o Itokawa, pode-se
comparar os valores da terceira coluna da Tabela 6.6 com os respectivos valores obtidos
de forma direta, calculando as diferencas correspondentes, exibidas na Tabela 6.7.
Observa-se que as integrais utilizadas para os célculos dos coeficientes dos harmonicos

esféricos séo apresentados no Apéndice L.

Tabela 6.7 - Comparacdo entre os valores dos coeficientes dos harménicos esféricos
normalizados, calculados a partir do potencial e de forma direta.

Via potencial Via direta Diferenca
Coy | 1,00000000000x10° 1,00000000000 x10° 7,40750641165x10*°
C.o | —9,36321648189x107% | —9,40248282491x107* | 3,92663430235x10%
C,, | —4,91658610381x107" | —4,95814519751x10" | —4,15590936993x10*°
S, | 4,15625297466x10™" | 4,17900131608x107" | 2,27483414239x107*°
C,o | —9,22146018790x102 | —9,22146018790x102 | —8,76193061405x10*°
C,, | 1,90515391981x107% | 1,90563289254x107° | 4,78972729616x107%
S,, | 5,36752316960x10™" | 5,37041803195x10™" | 2,89486235433x107%
C,, | 1,35112657583x10™ 1,35112657583x10" | 1,34974997591x10 "
S,, | 6,15516344828x10Y | 6,15961704557x10"Y" | —4,45359728391x10 %
C,y | —1,76811609421x107* | —1,76811609421x10* | 1,06861210564x10%
C,, | 2,46800058203x10™* | 2,46800058203x10* | 5,05199868468x107%
S,, | 1,91962914641x10°° 1,91962914641x10° | —1,21800834831x10 "
C,, | 1,92750975011x10° 1,92750975011x10° | —1,13533875113x107"
S,, | —4,79256586558x10° | —4,79256586558x10° | —2,77057225261x10%°
Coy | 1,22293587517x102 | 1,22293587517x107% | 1,35605464812x107*%
S, | —6,25634062906x10° | —6,25634062906x10° | 7,77406376029x107*°
Cho | 3,97245600562x102 | 3,97245600562x102 | 3,49033504867x107*°
C,. | —1,84450311670x10° | —1,84450311670x10° | 1,15880459364x10 %
S,, | —1,74440743578x10* | —1,74440743578x10* | 2,17565578850x10 %

(Continua)
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Tabela 6.7 - Conclusao

Via potencial

Via direta

Diferenca

o~

—5,43996161688x107>

—5,43996161688x107

—7,35976586472x107*®

w

Ny
N

—2,33958219363x107°

—2,33958219363x107°

—3,74054001775%x107*°

Ny
w

6,76320155673x10~*

6,76320155673x10™*

—6,54618546662 x107%°

w

Ny
w

1,37839582801x10°°

1,37839582801x107°

—2,43746730313x107"

N

5,89244645910x107

5,89244645910x107

7,88027968168x107*®

w

5,84697925925x107°

5,84697925925x1073

8,4637652881x107"

demais elementos keplerianos ig

Fonte: Producéo do autor.

uais a zero.

6.7 Simulacdes de trajetérias em torno do asteroide Itokawa

Devido a seu formato irregular, o campo gravitacional do ltokawa apresenta perturbacao
em relacdo ao campo central. Logo, para simular orbitas de um veiculo espacial em
torno desse corpo, considerando apenas essa perturbacdo, conhecendo a funcéo
potencial desenvolvida neste trabalho, calculando seu gradiente, determinam-se o0s
componentes da forca nas direcBes correspondentes, as quais, aplicadas ao ambiente de
simulacdo Spacecraft Trajectory Simulator (STRS), (ROCCO, 2008 e 2012), permite

simular trajetérias de um satélite imerso nesse campo gravitacional.

Com o intuito de exemplificar essas simulagdes, levando em conta, exclusivamente, a
perturbacdo mencionada anteriormente, a Figura 6.6 apresenta uma Grbita equatorial em

torno do asteroide Itokawa, adotando-se o semieixo maior igual a 300 metros e 0s

Figura 6.6 - Orbita equatorial em torno do asteroide ltokawa.
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Fonte: Producéo do autor.
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A Figura 6.7 apresenta os graficos das diferencas entre os incrementos das velocidades
devido as perturbacGes, calculadas pela expansdo do potencial em série e pelas
concentracdes de massa, em relacdo a cada eixo e total, e a Figura 6.8, exibe o
incremento de velocidade absoluta devido as perturbac6es, evidenciando, em ambos 0s

casos, diferencas muito reduzidas, ressaltando a semelhanca dos gréaficos na Figura 6.8.

Figura 6.7 — Diferenca de incremento entre as velocidades, devido as perturbagdes, em cada
eixo e total, obtidas pelos modelos da expansao e concentragdes de massa.
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Fonte: Producg&o do autor.

Figura 6.8 — Incremento de velocidade absoluta, devido as perturbagdes, obtidas pelos modelos
da expanséo e concentracdes de massa.
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As Figuras 6.9, 6.10 e 6.11 apresentam os graficos dos incrementos de velocidade,
devido as perturbagBes, relativas a cada um dos eixos coordenados, também

apresentando diferengas muito pequenas.
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Figura 6.9 — Incremento de velocidade, devido as perturbagdes, relativas ao eixo x.
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Fonte: Producg&o do autor.

Figura 6.10 — Incremento de velocidade, devido as perturbaces relativas ao eixo y.
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Figura 6.11 — Incremento das velocidades, devido as perturbaces, relativas ao eixo z.
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As Figuras 6.12 e 6.13 mostram os incrementos da velocidade devido as perturbacbes
obtidas por meio dos modelos das concentracGes de massa e da expansdo em série, em

cada eixo e total.

Figura 6.12 — Incremento da velocidade, devido as perturbac@es, relativas as concentragdes de
massa em cada eixo e total.
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Figura 6.13 — Incremento da velocidade, devido as perturbagdes, relativas a expansdo em cada
eixo e total.
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A Figura 6.14 apresenta uma 6rbita em torno do asteroide Itokawa, adotando o semi
eixo maior igual a 300 metros, angulo de inclinacdo igual a 45° e os demais elementos

keplerianos nulos.
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Figura 6.14 - Orbita com inclinagio de 45° em torno do asteroide Itokawa.
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Fonte: Producg&o do autor.

Devido a semelhanca dos graficos das diferencas, assim como 0s incrementos de
velocidade, em razdo das perturbacGes referentes as concentragdes de massa e a
expansdo do potencial em serie, em cada um dos eixos coordenados e total, somente 0s
graficos que apresentam as diferencas relativas e absolutas entre as velocidades foram

colocados, como ilustram as Figuras 6.15 e 6.16.

Figura 6.15 — Diferenca de incremento entre as velocidades, devido as perturbagdes, em cada
eixo e total, obtidas pelos modelos da expansdo do potencial em série e concentracGes de massa.
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Figura 6.16 — Incremento das velocidades absolutas, devido as perturbacdes, obtidas pelos
modelos da expansao e concentracdes de massa.
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Analisando os gréficos das diferencas relativas das velocidades em cada eixo
coordenado, assim como a total, e a diferenca absoluta das velocidades devido as
perturbacdes, calculadas pela expansdo em série e pelas concentracfes de massa,
verifica-se, novamente, que, em ambos 0s casos, essas diferencas sdo muito pequenas.
Além disso, vale observar, mais uma vez, a conformidade dos graficos no caso da
diferenca absoluta das velocidades, levando a concluir que os dois modelos apresentam

comportamentos semelhantes.

A Figura 6.17 apresenta uma O6rbita em torno do asteroide Itokawa, adotando-se
semieixo maior igual a 300 metros, angulo de inclinacdo igual a 90° e os demais

elementos keplerianos nulos.

Figura 6.17 — Orbita com inclinacdo de 90° em torno do asteroide Itokawa.
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A Figura 6.18 apresenta os graficos das diferencas entre as velocidades, em relagdo a
cada eixo e total, devido as perturbacgdes, calculadas por meio dos modelos obtidos pela

expansdo em serie e pelas concentracGes de massa.

Figura 6.18 — Diferenca de incremento entre as velocidades, devido as perturbagdes, em cada
eixo e total, obtidas pelos modelos da expanséo e concentracdes de massa.
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A Figura 6.19, exibe a diferenca absoluta entre as velocidades, constatando, em ambos
0s casos, diferencas muito reduzidas, ressaltando a semelhanga dos gréficos no caso da
diferenca absoluta das velocidades.

Figura 6.19 — Incremento das velocidades absolutas, devido as perturbacdes, obtidas pelos
modelos da expansao e concentracdes de massa.
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Comparando as Figuras 6.7, 6.15 e 6.18, correspondentes aos graficos das diferencas

relativas das velocidades em cada eixo coordenado e ao valor total, referentes as trés
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simulagbes de uma o6rbita de um veiculo espacial em torno do asteroide Itokawa,
adotando o mesmo valor para o0 semi-eixo maior, 300 metros, e variando somente 0s
angulos de inclinagdo, isto €, 0° 45° e 90° respectivamente, verifica-se um
comportamento semelhante em todos os casos, além de indicar que essas diferencas séo

quase nulas.

Em relacdo aos graficos que apresentam as diferengas absolutas das velocidades devido
as perturbagdes determinadas pelos dois modelos empregados, referentes as trés
simulacdes de oOrbitas em torno do asteroide Itokawa, as Figuras 6.8, 6.16 e 6.19,

mostram uma similaridade entre os resultados obtidos por ambos.

6.8 Estudo da perturbacéo gravitacional do asteroide Itokawa utilizando o modelo

da expansao do potencial em série

De posse do modelo do campo gravitacional obtido pela expansdo do potencial em
série, seu gradiente fornecerd os componentes da resultante da forca gerada no veiculo
espacial, permitindo aplica-los ao ambiente de simulacdo STRS, possibilitando simular
trajetérias de um veiculo espacial imerso nesse campo gravitacional, avaliando as
alteracdes do potencial. Para exemplificar uma aplicacdo que utiliza esta forma de
estudo, pretende-se analisar a variagdo dos valores do modelo obtido para o potencial do
asteroide Itokawa, em funcdo do angulo de inclinagdo e da ascenséo reta do nodo
ascendente para alguns valores do semi-eixo maior, considerando nulos os demais

elementos keplerianos.

Para investigar as alteracdes dos somatdrios dos incrementos de velocidades devido a
perturbacdo referente ao método da expansdo do potencial em série, adota-se
inicialmente o valor de 250 metros para 0 semi-eixo maior da Orbita e estabelece-se uma
variacdo de 10°, tanto para o angulo de inclinacdo quanto para a ascensdo reta do nodo
ascendente, ambos iniciando em 0° e terminando em 90°. Dessa forma, a Figura 6.20

mostra a variagdo do potencial em relacao aqueles angulos.
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Figura 6.20 — Somatorio do incremento de velocidade devido a perturbagdo, para o semi-eixo
maior igual a 250 metros.
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Fonte: Producéo do autor.

Adotando-se, agora, o valor de 300 metros para o0 semi-eixo maior da Orbita e
procedendo da mesma forma em relacdo as variacBes dos angulos de inclinacdo e
ascensdo reta do nodo ascendente, a Figura 6.21 mostra a variagdo do potencial em
relacdo aqueles angulos.

Figura 6.21 — Somatorio do incremento de velocidade devido a perturbagdo, para o semi-eixo
maior igual a 300 metros.
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Adotando-se, agora, o valor de 400 metros para 0 semi-eixo maior da Orbita e
procedendo da mesma forma em relacdo as variagcbes dos angulos de inclinacdo e
ascensdo reta do nodo ascendente, a Figura 6.22 mostra a variagdo do potencial em

relacdo aqueles angulos.
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Figura 6.22 — Somatorio do incremento de velocidade devido a perturbagdo, para o semi-eixo
maior igual a 400 metros.
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Adotando-se, agora, o valor de 500 metros para 0 semi-eixo maior da Orbita e
procedendo da mesma forma em relacdo as variacBes dos angulos de inclinacdo e
ascensdo reta do nodo ascendente, a Figura 6.23 mostra a variacdo do potencial em

relacdo aqueles angulos.

Figura 6.23 — Somatorio do incremento de velocidade devido a perturbagdo, para o semi-eixo
maior igual a 500 metros.
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Fonte: Producéo do autor.

Analisando as Figuras 6.20, 6.21, 6.22 e 6.23, constata-se que, devido ao aumento do
semi-eixo maior, o valor do somatorio dos incrementos de velocidade decresce, ou seja,
a influéncia da perturbagdo do campo gravitacional diminui com o aumento da altitude.
Verifica-se, também que, apesar de ndo se ter a funcdo explicita dessas superficies,

todas apresentam um comportamento grafico semelhante no intervalo considerado,
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assim como possuem um valor minimo, na vizinhanca do ponto (60°,80°), no caso da

Figura 6.20, e, na vizinhanca do ponto (600,900), nos demais casos, isto &, existem

angulos de inclinacdo e de ascensdo reta do nodo ascendente, para os quais o efeito da
perturbacdo do potencial ¢ minimo, conclusdo de fundamental importancia, tendo em

vista, obter uma trajetoria que otimize o consumo de combustivel.

Adotando-se, agora, o valor de 5000 metros para 0 semi-eixo maior da Orbita e
procedendo da mesma forma em relacdo as variagbes dos angulos de inclinacdo e
ascensdo reta do nodo ascendente, a Figura 6.24 mostra a variacdo do potencial em

relacdo aqueles angulos.

Figura 6.24 — Somatorio do incremento de velocidade devido a perturbagdo, para o semi-eixo
maior igual a 5000 metros.
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Neste caso, devido a altitude adotada ser muito maior do que aquelas adotadas nos casos
anteriores, percebe-se um comportamento grafico diferente, pois a influéncia do campo

gravitacional € bem menor. Mesmo assim, essa superficie apresenta um ponto de

minimo estimado nas coordenadas (900,700) .

6.9 Conclusao

O objetivo deste capitulo foi determinar o modelo do campo gravitacional em torno do
asteroide 25143 Itokawa, adotando a mesma metodologia utilizada para o cubo
homogéneo, isto €, decompondo-o em elementos tetraédricos, neste caso, por meio da

utilizacdo dos dados fornecidos pelo JPL/NASA, aplicando, em seguida, 0 método da
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expansdo do potencial em serie. Também foi desenvolvido o modelo baseado nas
concentragdes de massa, tendo em vista, a confrontacdo dos resultados obtidos por
ambos. Logo, apos realizar as trés simulacdes apresentadas, analisando os graficos das
Figuras 6.7, 6.12 e 6.15, verifica-se a diferenca entre os incrementos das velocidades,
devido as perturbacbes, em cada eixo e total, obtidas pelos dois modelos, mesma
constatacdo, relativa a diferenca absoluta das velocidades, dadas pelos graficos das
Figuras 6.8, 6.16 e 6.19, ressaltando a conformidade entre os dois modelos, também
verificada pelo incremento da velocidade, devido as perturbacbes, mostradas nas
Figuras 6.12 e 6.13.

Apesar de ambos os modelos utilizarem a decomposi¢do do asteroide em tetraedros, o
modelo obtido pelo método da expansdo do potencial em série apresenta a vantagem de
expressar o potencial na forma de uma funcdo polinomial simples, permitindo
manipula-la algebricamente, além de possibilitar sua participacdo em interacGes
numericas, enquanto que o método das concentracfes de massa apresenta a vantagem da
simplicidade em sua modelagem, pois, para determinar o0s centros de atracdo
secundarios, basta encontrar o volume e o centro de massa de cada tetraedro, e acumular

toda sua massa em seu respectivo baricentro.

Posteriormente a obtencdo dos dois modelos, foram determinados os coeficientes dos
harménicos esféricos, com o auxilio do primeiro modelo, assim como, diretamente, por

meio das integrais correspondentes, verificando a proximidade dos valores encontrados.

Por fim, para exemplificar uma utilizacdo do modelo obtido pela expansdo do potencial
em série, realizou-se um estudo da variacdo dos valores do potencial em funcdo da
inclinacdo e da ascensdo reta do nodo ascendente, estabelecendo uma variagéo de 10°
para os dois angulos, ambos iniciando em 0° e terminando em 90° adotando cinco
valores para o semi-eixo maior, e considerando nulos os demais elementos keplerianos.
Dessa forma, foram obtidas cinco superficies, concluindo que todas apresentam um
ponto de minimo. Verificou-se, também que, quanto mais distante do centro de massa

do asteroide, menor é a influéncia do campo gravitacional.
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7. RESULTADOS PARA O ASTEROIDE 1620 GEOGRAPHOS

O asteroide 1620 Geographos foi descoberto em 14 de setembro de 1951 por Wilson, A.
G. e Minkowski, R. no observatorio do Monte Palomar, localizado na cidade de San
Diego, California, e administrado pelo California Institute of Technology - Caltech.
Denominado, inicialmente, RA 1951, recebeu 0 nome de Geographos, cujo significado

é gedgrafos, para homenagear a National Geographic Society.

Dos asteroides conhecidos e proximos a Terra (NEAS), o Geographos pertence ao grupo

dos asteroides potencialmente perigosos, ou PHAS, sigla em inglés.
7.1 Modelo poliédrico inicial para o asteroide Geographos

Segundo os dados coletados pelo radio telescopio de Arecibo, Ostro et al. (2004), o

Geographos possui dimensdes de 5x2x2,1+0,15 km, massa de 2,6+0,02x10" kg,

volume de 8,8+1,6 km®, densidade 2,5g.cm™ e periodo de rotacdo 5,222 horas,
valores assumidos para os calculos e simulagdes. Ao volume do asteroide, associa-se 0

raio médio R,, =1,2988 km , correspondente ao raio da esfera de volume equivalente.

Por meio da técnica de decomposicao do asteroide Geographos em tetraedros, foram
utilizados os dados coletados pelo radio telescopio de Arecibo e disponibilizados pelo
JPL/NASA, (OSTRO E HUDSON, 2004), como elementos para implementacdes de
calculos e simulacdes, cujo modelo poliédrico adotado apresenta 8192 vértices e 16380
faces triangulares, fornecidos por duas tabelas, uma contendo as coordenadas dos
veértices e a outra, as relagdes entre as faces triangulares formadas e seus respectivos

veértices, ilustradas pelas tabelas 7.1 e 7.2, respectivamente.

Tabela 7.1 - Coordenadas dos vértices do asteroide Geographos.

Vértice | Abscissa (km) | Ordenada (km) Cota (km)
1 0,000000x10° | 0,000000x10° | 1,119516x10°
2 3,125070x10~* | 0,000000x10° | 1,051697x10°

3 1,499870x107" | 2,737170x10™" | 9,713170x10™"
(Continua)
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Tabela 7.1 - Concluséo

Vértice | Abscissa (km) | Ordenada (km) Cota (km)
4 -1,519550x107" | 2,923050x10°" | 1,040906x10°
5 -3,213750x107* | 0,000000x10° | 1,207780x10°
8192 | -2,352887x107" | -7,961862x10™" | 7,844230x10™"

Fonte: adaptagcdo JPL/NASA.

Tabela 7.2 - Vértices correspondentes a cada face triangular do Geographos.

Face | Vértice 1 | Vértice 2 | Vértice 3

1 1055 4232 2929

2 1030 830 3364

3 2694 676 992

4 3762 2843 2285

5 4090 2684 1019

6 688 3216 4143
12192 8192 1613 6448

Fonte: adaptacdo JPL/NASA.

Em funcdo dos dados da Tabela 7.1, as dimensdes do asteroide, em km, nas direcGes
principais sdo -2,4141< &£ <2,6980, -0,9724 <1 <1,0274 e -1,2027 < ¢ <1,2078.

7.2 Modelo poliédrico final para o asteroide Geographos

Utilizando os dados fornecidos pelas Tabelas 7.1 e 7.2 e 0 método para o célculo de
integrais desenvolvido por Lien e Kajiya (1984), pode-se calcular o volume aproximado
do asteroide Itokawa, mediante a soma dos volumes dos tetraedros gerados pela sua

decomposicéo, segundo o método poliedrico. Logo, a Equacéo (7.1) fornece o volume

16380 16380 | T |
Vigtal = j H dv=> || ﬂ I dvi= > o =9.177124115088919 km®  (7.1)
0 i=1 W, i=1
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De modo semelhante, a &rea total do Geographos sera a soma das &reas de todos 0s

elementos triangulares obtidos na particdo de sua superficie, fornecidos pela Tabela 6.2,

lembrando que a area de um triangulo formado pelos vértices V;, V, e V, é dado por

A, =IVV,xVV, |/2. Entdo, utilizando os correspondentes vértices, dados pela Tabela

7.1, a area total do asteroide e expressa pela Equacéo (7.2):
16380
Aotal = Z A, =25,698293075295215 km?

p=1

A abscissa do centro de massa € dada pelas Equagdes (7.3) e (7.4)

L o3

IT |H [(ax+&Y+&2)dxdvdz

Vtotal Viotal i=1

& =3,5953992007675059 x10~3 km

A ordenada do centro de massa € dada pelas Equacdes (7.5) e (7.6)

Vt tal J.J. 77dV B

16380
Z | T; | _m mX+1,Y+n,Z)dXdYdZ

Viotal i=1

o =

1o = —1,6794185005282702x10~3 km

A cota do centro de massa é dada pelas Equacdes (7.7) e (7.8)

L [

IT Im G X+g,Y+g3Z)dXdYdZ

Vtotal Viotal i=1

co =1,8044123507790955x104 km

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7.6)

(7.7)

(7.8)

Logo, segundo os dados fornecidos, o centro de massa do asteroide esta localizado no

ponto O', cujas coordenadas, medidas em km, sdo dadas pela Equacgéo (7.9)

($01770:50) = (3,5953992008><10‘3; ~1,6794185005x10™>; 1,8044123508><10_4) (7.9)
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Visando refinar a localizacdo de seu baricentro, apos realizar a translagdo das
coordenadas dos vértices fornecidos pela Tabela 7.1, em relacdo ao ponto O', 0 novo

centro de massa O, passa a ter as coordenadas fornecidas pela Equacéo (7.10)
(&770:50) = (—2, 34457241x1071%; ~1,56799233x10716; — 4, 09108395><1o—16) (7.10)

medidas em quildmetros, evidenciando sua maior proximidade da origem. Além disso,
verifica-se que o volume do asteroide foi preservado apos a translacéao, justificando o

refinamento do centro de massa.

De posse das coordenadas dos vértices transladados, 0s momentos e produtos de inércia
normalizados em relacdo a massa, sao dados pelas Equacbes de (7.11) a (7.16)

'fff j [[/(n? +5°)dv = 0,368946223733961 km? (7.11)
'5'7 j j &ndv =-0,018358769691854 km? (7.12)
'fg j j £¢dv=-0,001670843675520 km? (7.13)

% == J' []/(£% +6%)dv=1,380444714660523 km? (7.14)
! 5 \%J'Hng dv = —0,005844477208171 km? (7.15)

'Mﬁ . \% | £ (&% +n” ) dv =1,324925363526155 km” (7.16)

dando origem ao tensor de inércia normalizado, em relagcdo a massa, em kmz, dado pela
Equacdo (7.17)
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0,388946223733961 0,018358769691854 0,001670843675520
I =| 0,018358769691854 1,380444714660523 0,005844477208171
0,001670843675520 0,005844477208171 1,324925363526155

(7.17)

notando que Iz- <1.. <1,, . Aseguir, os autovalores e os correspondentes autovetores,

associados ao tensor de inércia, sao expressos pelas Equacgdes (7.18), (7.19) e (7.20):
[ 0,999827527626731

-0,018496767235676
| -0,001668712571809

A1 =0,388603798627519 e v;= (7.18)

[ 0,000254440141729
0,103485617242520
| -0,994630917619269

A, =1,324316851916142 € v, = (7.19)

0,018570144319105
A3 =1,381395651376977 e vz =|0,994458946676917
0,103472475152592

(7.20)

Verifica-se que os autovetores vq,V, e V3 formam, nessa ordem, uma base ortonormal
destrogira, isto é, seus modulos sdo iguais a 1, o produto escalar de um dos vetors pelos
outros dois é nulo, e VyxV, =V3, VoxV3=V; € V3xV;=V,. LOgo, a matriz, cujas

colunas sdo compostas por esses vetores, assume o papel da matriz de rotagdo. Portanto,
a matriz obtida pela translacdo das coordenadas dos vértices, fornecida pela Tabela 7.1,

em relacdo ao centro de massa inicial O', multiplicada pela matriz de rotacéo,

(vl,vz,v3), resulta nas coordenadas dos vértices finais, indicadas pela Tabela 7.3.

Tabela 7.3 - Coordenadas finais dos vértices do asteroide Geographos.

Vértice Abscissa (km) Ordenada (km) Cota (km)
1 -5,4936922258x107° | -1,1131528731x10° | 1,1742376646x10""
2 3,0707257937x107" | -1,0456184846x10° | 1,1620966676x10"
3 1,3965186106x10" | -9,3738563032x107" | 3,7707484886x10"
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Tabela 7.3 - Concluséo

Vértice Abscissa (km) Ordenada (km) Cota (km)
4 -1,6269800424x107" | -1,0047542368x10° | 3,9715329132x10™"
5 -3,2696055116x107" | -1,2010247471x10° | 1,2058868088x10"
6 -1,5288962807x107" | -1,1066473635x10° | -1,9162828241x10"
8192 | -2,2545576671x107" | -8,6231270225x107" | -7,1339297058 x10™*

Fonte: Producéo do autor.

Apos a translacdo e a rotacdo descritas, as dimensdes do asteroide, em km, nas direces

principais passam a ser -2,4252<¢£<2,6925, -1,2010<7< 1,1967 e
-0,9698 < ¢ <1,0106, o centro de massa final estd localizado no ponto de coordenadas

dadas pela Equacdo (7.21)
(&.75,8,)=(3,013074712x107"7; - 4,336746987 x10 *"; - 2,219684470x10 ") (7.21)

o volume final do asteroide € igual ao volume inicial, e a Equacdo (7.22) fornece o

tensor de inércia final, expresso em kmz:

0,3886037986275
1,253018408x107*°
—4,774674946 x107°

1,253018408 %107
1,3243168519161
—7,451247232x10"

—4,774674946 x107°
—7,451247232x107"
1,3813956513770

F

(7.22)

constatando-se que os produtos de inércia estdo proximos de zero, e, consequentemente,
0 novo sistema de coordenadas se aproxima dos eixos principais de inércia. Além disso,

observa-se, mais uma vez, que lg: <1,, <I_.., ou seja, 0 maior momento de inércia €

13
em relacdo ao eixo ¢, o intermediario, em relagdo ao eixo n, enquanto, que 0 menor, é
em relacdo ao eixo &. Portanto, baseado nas Tabelas 7.2 e 7.3, 0 modelo poliédrico para
o0 asteroide Geographos, tendo 8192 vértices e 16380 faces, € ilustrado na Figura 7.2,

enguanto que as Figuras 7.3, 7.4 e 7.5 representam as trés vistas do asteroide.
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Figura 7.1 - Modelo poliédrico do Geographos ap6s translagdo e rotagéo.

0.5~

C(km) o-
-0.5-
-1
9
e —2"‘ - 3
Fonte: Producéo do autor.
Figura 7.2 - Vista & - 1 do asteroide Geographos.
1,5
1
0.5
N(km) 0
-0.5
il
) 2 i 0 i 2 3
&(km)
Fonte: Producéo do autor.
Figura 7.3 - Vista & - { do asteroide Geographos.
1,5
1
0.5+
Q(km) or
0.5

€ (km)

Fonte: Producéo do autor.
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Figura 7.4 - Vista n - { do asteroide Geographos.

0.5

0.5 1 1.5

n(km)

Fonte: Produg&o do autor.

7.3 Modelo do campo gravitacional do asteroide 1620 Geographos utilizando o

método da expansao do potencial em série

O modelo poliédrico que servira de referéncia para o estudo do asteroide 1620
Geographos, apresenta 8192 vértices e 16380 faces, levando em consideracdo, que 0s
veértices finais foram obtidos, a partir de uma translacdo e de uma rotacdo dos vértices
iniciais, os quais foram fornecidos por Ostro e Hudson (2004), conforme o0s
procedimentos descritos no item 7.2. Para o desenvolvimento do modelo do campo
gravitacional desse asteroide, estabelece-se até o grau 6 para a expansao da série de seu
potencial. Assim, de acordo com os dados de entrada, Tabelas 7.2 e 7.3, aplicando o
método da expansdo em série do potencial gravitacional e utilizando o procedimento

desenvolvido por Lien e Kajiya (1984), para os calculos das integrais correspondentes,

considerando (x, y,z) as coordenadas de um ponto P, exterior a esfera de volume

equivalente ao asteroide, a Equacdo (7.23) representa o termo Kepleriano do campo

gravitacional

Ug=—r (7.23)
P

A Equacéo (7.24) expressa o termo de grau 1 da expansdo do potencial em série relativo

ao asteroide Geographos:
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U, = GM[

2,92650x1071 x —4,32710x10" y — 2,20720x 1072’ } (7.24)
P
cujo valor esta muito préximo de zero.

A Equacédo (7.25) corresponde ao termo de grau 2 da mesma expansao

GM [0 964252453019x° —3,75262x10 0 xy — 0,439317126914y>
p° ., (7.25)

+1,43270x10 0 xz +2,23023x10 0 yz — 0,52493532610522}

U, =

enquanto que a Equacéo (7.26) corresponde ao termo de grau 3 da mesma expansao

GM
-

0,235758077925046x° + 0,281789724557831x> y

—0,363936701965148xy? — 0,065446903933773y°
+0,536895751825302x°z + 0,025088982769865xyz (7.26)
—0,147412233903735y%z — 0,343337531809989xz°
—0,085449012756511yz? — 0,12982783930718923}

Ja a Equacdo (7.27) exibe o termo de grau 4 do desenvolvimento da referida série

GM [2 137362677135403x* +0,107625649330784x° y

p
—6,362671008012771x?y? —0,107991581761213xy>
+0,798577053753107 y* +0,716744235680366%°2
+0,093585202344604x2yz — 0,456683160522754xy>z (7.27)
—0,028254411599839y°7 — 6,461505054799647 x> 2>
+0,001097797291285xyz2 +1,571208685494131y 27>
—0,564516515506115xz° — 0,002940655848362yz>

+ 0,81504939488425324}

bem como, a Equacdo (7.28) mostra o termo de grau 5 da expansdo que contribui na

perturbacdo do campo gravitacional desse asteroide
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Us

Por fim, a Equacdo (7.29) apresenta o termo de grau 6 na expansao do potencial

Ug

_GM
Toon

P

_GM

P

13

[1,024198293373584x5 +1,317881769901093x*y

—5,311814632195827x>y? —1,843862639469319x%y>
+2,037730199541497xy* +0,152273905707668°
+4,784311811345959x%z + 0,213460934265896x°yz

—6,991467739240960x2y?z +0,095153651524860xy°z

+0,565829101881577y*z — 4,930168301540015x°22

—2,375702700998599x°yz? + 3,709062699338498xy° 2>

+0,321123582392642y°22 — 7,238134376278265x%2°
—0,308614585790757xyz° +1,198831042650499y2 7>
+1,846907034213591xz* +0,235388658970112yz*
+0,603930333362777 zs}

[6, 512431757849049x° +1, 704482398604403x°y

—52,153342164119415x*y? — 4,544459023742196X°y°
+39,966867555091057x2y* +1,145780999826854 xy°
—2,244643701086451y° + 6,980757481962977x°z
+2,889070162751763x*yz —17, 458524447747031x°y?z
—3,068281094983093x°y°z + 4,549576059924042xy*7
+0,181432953252802y°z — 45,5331342036163121x"* 22

—3,411446914817442x%yz? + 73,118847654170151x°y 222

+2,175567072958049xy>22 — 6,297212038794298y 22
—17,449683457294245x°2° — 2,709859230520433x° yz°
+8,359372327898947xy%z% +0,417983854151692y°7°
+33,346659594587954x2% + 0,617939920929697 xyz*
—5,889262570234060yz* + 4,398967804398379x2°
+0,145590766806536yz° — 1, 83049313495692626]
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Portanto, o modelo para o campo gravitacional do asteroide Geographos, desenvolvido
até o grau 6, adotando a técnica da decomposi¢do poliédrica, associada ao método da
expansdo do potencial em uma série convergente, tem como resultado, o somatorio das
funcbes expressas da Equacdo (7.23) até a Equacdo (7.29), resultando na Equacdo
(7.30):

6
U=>U;. (7.30)
i=0
Quanto a homogeneidade da funcdo dada pela Equacdo (7.30), utilizando as Equacdes
(6.31), (6.32) e (6.33), empregadas, anteriormente, no estudo do asteroide Itokawa,
obtém-se as Tabelas 7.4 e 7.5, nas quais, n e A representam o grau da homogeneidade

da funcéo potencial gravitacional.

Tabela 7.4 - Estudo do grau de homogeneidade n do potencial do Geographos.

Coordenadas dos pontos (km) Valor de n
(10,10,10) e (2,2,2) -0,995566692710110
(10,10,10) e (5,5,5) -0,999755134314205

(20,20,20) e (10,10,10) -0,999983877768924
(100,100,100) e (10,10,10) -0,999994770348825
(60,60,60) e (30,30,30) -0,999999741100445
(100,100,100) e (50,50,50) -0,999999958214964

(1000,1000,1000) e (100,100,100) -0,999999998685046

(1000,1000,1000) e (200,200,200) -0,999999999803400

(1000,1000,1000) e (500,500,500) -0.99999999997702

(10000,10000,10000) e (1000,1000,1000) | -0,999999999999061

(10000,10000,10000) e (5000,5000,5000) | -0,999999999999979

Fonte: Producéo do autor.
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Tabela 7.5 - Estudo do grau de homogeneidade i do potencial do Geographos.

Coordenada do ponto (km) Valor de i
(3,4,5) -0,989109037709088
(3,3,3) -0,994389046098404
(5,5,5) -0,999279255133213

(10,10,10) -0,999953507614113
(100,200,300) -0,999994359794729
(150,150,160) -0,999999343049989
(100,100,100) -0,999999989945292
(200,200,200) -0,999999998984233
(400,400,400) -0,999999999888031
(500,500,500) -0,999999999944206

(1000,1000,1000) -0,999999999993409

Fonte: Producg&o do autor.

De acordo com os valores encontrados para os parametros n e i, respectivamente, nas
Tabelas 7.4 e 7.5, conclui-se que o modelo do potencial U do asteroide Geographos
comporta-se aproximadamente como uma funcdo homogénea de grau -1 nas variaveis X,

yez

Novamente, analisando, exclusivamente, a perturbacdo relativa ao potencial
gravitacional, devido a distribuicdo irregular de massa do asteroide, a partir da obtencédo
do seu modelo matematico, o seu gradiente representara a resultante do vetor forca
gerada em um veiculo espacial pelo asteroide, possibilitando estudar o comportamento
dindmico de um satélite imerso nesse campo gravitacional. Logo, de acordo com a

Equacdo (7.30), a resultante da referida forga é expressa pela Equacdo (7.31)
6 6
F ZV(ZUJ:VUﬁZVUi (7.31)
i=0 i=1
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e, levando em conta que VU, configura a forca relativa ao campo central, conclui-se

6
que ZVUi caracteriza a perturbacdo dessa forca em virtude da ndo esfericidade do
i=1

asteroide.

7.4 Modelagem do potencial do asteroide 1620 Geographos utilizando o método

das concentragdes de massa

Segundo o método poliédrico, decompde-se a superficie do asteroide em varios

tridngulos, ligando seus vértices ao seu centro de massa, obtendo tetraedros, cada qual
com seu respectivo baricentro G; . Utilizando, novamente, os dados coletados pelo radio

telescopio de Arecibo e disponibilizados pelo JPL/NASA, Ostro et al. (2004), refinados
pela translacdo e rotacdo descritos no item 6.2, adota-se 0 mesmo modelo assumido na
aplicacdo do método da expansdo em série do potencial, ou seja, 16380 faces e 8192
veértices, apresentados pelas Tabelas 7.2 e 7.3, respectivamente.

De forma analoga ao procedimento apresentado no estudo do Itokawa, assumindo que o
Geographos tenha densidade constante, ap0s calcular seus correspondentes volumes e

centros de massa, segundo as Equacdes (6.36) e (6.37), concentra-se a massa de cada
tetraedro, M;, em seu respectivo baricentro, o qual passa a ser o centro de atragdo

secundario referente ao corpo ndo esférico. Logo, a divisdo do volume do asteroide em
varios tetraedros, permite estabelecer os elementos fundamentais para o célculo
aproximado da perturbacdo devido ao campo gravitacional ndo ser central. Portanto, a
Equacdo (7.32) fornece o potencial de uma massa puntiforme m, localizada no ponto

P(x,y,z), em relacdo ao asteroide de massa total M

N M.
U:sz ' . (7.32)

T (xees) v ) +(rso )

Lembrando que a Equacdo (6.40) € a resultante da forca gravitacional perturbadora,

Fsp, gerada no veiculo espacial pelo corpo irregular, a determinagédo dos componentes

da forca nas direcBes correspondentes permite aplica-los ao ambiente de simulacéo
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STRS, viabiliza simular trajetérias de um veiculo espacial imerso nesse campo
gravitacional, visto que, pela analise da forca perturbadora, determina-se a variacdo da

velocidade, AV, possibilitando implementar manobras, assim com corrigi-las.

7.5 Célculo dos coeficientes dos harmonicos esféricos relativos ao Geographos

utilizando a expansao do potencial em série

Anéloga a metodologia aplica nos célculos dos coeficientes dos harmonicos esféricos
associados ao potencial do cubo homogéneo e do asteroide Itokawa, considera-se o
potencial de grau 1, relativo ao asteroide Geographos, dado pela Equacdo (7.24), e o

potencial de mesmo grau, escrito em fungcdo dos harmdnicos esféricos e de seus

correspondentes coeficientes, dado pela Equagéo (6.45), na qual C,,C, e S, sdo os

coeficientes a serem determinados, e 0s demais elementos que constam na equacao, sdo

0s mesmos dercritos anteriormente.

Igualando as funcgdes potenciais de primeiro grau, em coordenadas cartesianas e nos
harmonicos esféricos, obtém-se a Equacdo (7.33):

i[z,gzesso x107Y7 x —4,32710x10"Y7 y - 2,20720x107Y z} -

(Rp)

(7.33)
=Cy9+Cy1R1(send)cosg+S; P (send)seng

Considerando os pontos A (8,5,5), A,(6,7,8) e A,(4,6,5), coordenadas em km, e
adotando R,, =1,2988km, isto é, o raio da esfera de volume equivalente ao volume do

Itokawa, obtém-se o sistema linear de equacdes dado pela Equacéo (7.34):

0,4682929C,, — 0,7492686C,, —0,4682929S,, = —6,6772314x10*®
0,6553855C,, —0,4915392C,, —0,5734623S,, = —1,9167890x10"" (7.34)
0,5698029C,, —0,4558423C,, — 0,6837635S,, = —2,2192648x10™

cuja solugdo é formada pelos coeficientes dos harménicos esféricos ndo normalizados,

expressos pela Equacgéo (7.35)

C,, =—1,6994275874x107"

(7.35)
C, =—2,2532497108x10" S, =3,3316383898x10 "'
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Como C,,=C,, =S, =0, pelos mesmos motivos apresentados para o caso do asteroide

Itokawa, conclui-se que o centro de massa do Geographos coincide com a origem do

sistema de coordenadas.

Visto que o potencial de grau 2, relativo ao asteroide Geographos, escrito em fungéo das
coordenadas cartesianas, ¢ dado pela Equacdo (7.25), e o potencial de mesma ordem,
escrito em coordenadas esféricas, é dado pela Equacéao (6.54), igualando-os, obtém-se a

Equacdo (7.36).

1
(Rp)

> [0,964252453019x2 —3,75262x10 ¥ xy —0,439317126914y?

+1,43270x10 ¥ xz +2,23023x10 70 yz — 0,52493532610522} = (7.36)

=Cy0P; (sen @)+ Cy1P,1 (sen &) cos ¢+ Sy Pyy (Sen &) sen ¢
+Cpy Py (Sen6)cos(2¢)+ Sy, Pry (send) sen(2¢)

Considerando os pontos A (8,5,5), A,(6,7,8), A(4,6,5), A(957) e A(1094),

coordenadas em km, obtém-se o sistema linear dado pela Equacao (7.37):

~0,1710C,, —1,0526C,, +1,0263C,, —0,6578S,, + 2,1052S,, = 0,195556
0,1442C,, —0,9664C,, —0,2617C,, —1,1275S,, +1,6912S,, = —0,081201
~0,0129C,, —0,7792C,, —0,7792C,, —1,1688S,, +1,8701S,, =—0,104018  (7.37)
~0,0258C,, —1,2193C,, +1,0838C,, —0,6774S,, +1,7419S,, = 0,158339
~0,3781C,, —0,6091C,, +0,2893C,, —0,5482S,, + 2,7411S,, = 0,157809

resultando nos coeficientes ndo normalizados expressos pela Equacéo (7.38)

C,, =-0,3111910772, C,, =-2,831040430x107*°, S,, =—4,407070648 x10™"'

(7.38)
C,, =0,1386768706 € S,, =—3,707698816x10 "

Lembrando que, segundo Kaula (1966), a normalizacdo dos coeficientes é obtida pela

Equacéo (6.58), entéo, os coeficientes normalizados s&o expressos pela Equagao (7.39):

C,, =—0,13916888056
C,, =—2,19291448742x107*°
C,, =0,21483728407

= -3,41370224513x10" (7.39)

S_Zl
S,, =—5,74394230747 x10™"
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Devidoa C,, =S,, =S,, =0, assim como o ocorrido com o asteroide Itokawa, conclui-

se que os eixos coordenados do Geographos estdo alinhados e orientados com 0s €eixos

principais de inércia.

Aplicando o procedimento analogo as demais graus dos potenciais calculados, obtém-se
os coeficientes dos harmonicos esféricos correspondentes até o grau 4 para o asteroide

Geographos, mostrado na Tabela 7.6.

Tabela 7.6 - Coeficientes dos harmdnicos esféricos normalizados do Geographos.

n m Cnm Snm

0| 0| 1,00000000000x10° -

1|0 |-9,81164975033x10™" -

1| 1] 1,30091432708x10™"" | —1,92352232121x10™"
2| 0] -1,39168880563x10™ -

2| 1] 2,19291448742x10™ | 3,41370224513x10™"

2| 2| 2,14837284077x10™" | —5,7439423075x10™"
3| 0| —2,23975653944x10™ -

3|1 | -241812440132x10” | —6,01816940099x10°
3| 2| 3,04816844290x10™ 1,11755886441x10°°

3|3 | 3,27162299837x10™ 1,89434255182x10™°

410 | 9,54784470416x10™ -

4|1 | -2,09121203410x10" | —1,08934543620x10™
41 2 | -1,40274087025%10™ | 1,91706710524x10°°

4|3 | 1,64296616904x10™ 1,70592884065x10°°

414 | 1,84121906267%10™ 4,26943946008x10™

Fonte: Producgéo do autor.

7.6 Determinacdo direta dos coeficientes de Stokes para o asteroide (1680)

Geographos

Aplicando as integrais apresentadas pelas Equacbes (6.65) e (6.66), obtém-se
diretamente os coeficientes dos harmdnicos esféricos relativos ao asteroide Geographos,
0s quais, sdo comparados com aqueles que foram determinados utilizando o modelo do
potencial, calculando, inclusive, a diferenca entre os coeficientes correspondentes até o

grau 4, exibidos na Tabela 7.7.
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Tabela 7.7 - Comparagdo entre os valores dos coeficientes dos harmdnicos esféricos
normalizados, calculados a partir do potencial e de forma direta.

Via potencial Via direta Diferenca
Cy | 1,00000000000%10° 1,00000000000x10° | —4,80655738650x107*
Cho | —9,79601454348x10™ | —9,81164975033x107" | —1,56352068454 %10
C. | 1,30091432708x107 | 1,33774268917x107 | 3,68283620983x10™"
S, | —1,92352232121x10™" | —1,92306176503x10™" | 4,60556179763x10
C, | —1,39168880563x10" | —1,39168880563x10" | 1,59908644366x10
C, | 2,19291448742x107° | 2,19244611638x10™° | —4,68371035607x10™
S,. | 3,41370224513x10™ | 3,41972149218x10™ | 6,01924705451x10™
C,, | 2,14837284077x10" | 2,14837284077x10" | —2,54817696169x10™*
S, | —5,7439423075x10™" | —5,75682236650x10™" | 1,28800590216x107
Cy | —2,23975653944x107 | —2,23975653944x10™ | 2,44398426272x10™"
C,. | —2,41812440132x107 | —2,41812440132x107 | —2,94213938070x10™
S, | —6,01816940099x10° | —6,01816940099x10° | —4,57774336166x10™
C, | 3,04816844290x10° | 3,04816844290x10° | —3,64069053832x107
Sy | 1,11755886441x10° | 1,11755886441x107° | 6,18260023408x10™
Cy | 3,27162299837x10% | 3,27162299837x10% | 2,59464772752x10™*
Si | 1,89434255182x107 | 1,89434255182x10° | 1,35986181825x107*
C, | 9,54784470416x1072 | 9,54784470416x102 | —1,25459197462x107*
C,. | —2,09121203410x107 | —2,09121203410x10 | —2,67384542548x10™
S, | —1,08934543620x10™ | —1,08934543620x10™ | —6,56402443707x10™
C,, | —1,40274087025x10" | —1,40274087025x10" | 1,09468810012x10™
S, | 1,91706710524x10° | 1,91706710524x10° | —2,96074933058x10™
Cy, | 1,64296616904x10° | 1,64296616904x102 | 1,25075304495x10™*
S, | 1,70592884065x10° | 1,70592884065x10° | 1,69972191681x107*
C, | 1,84121906267x10™ | 1,84121906267x107 | —1,44281996774x10™"
S, | 4,26943946008x10™ | 4,26943946008x10° | —2,45259252387x10™*

Fonte: Producéo do autor.

7.7 Simulagdes de trajetdrias em torno do asteroide (1680) Geographos

Utilizando novamente o ambiente de simulacdo Spacecraft Trajectory Simulator
(STRS), (ROCCO, 2008 e 2012), de modo semelhante adotado ao asteroide Itokawa,

sdo realizadas simulacbes de oOrbitas de um veiculo espacial em torno do asteroide
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Geographos, considerando apenas a perturbacdo do campo gravitacional em relagéo ao

campo central, devido a seu formato irregular.

A Figura 7.5 apresenta uma Orbita equatorial em torno do asteroide Geographos,
adotando-se 0 semieixo maior igual a 2600 metros e os demais elementos keplerianos

iguais a zero.

Figura 7.5 - Orbita equatorial em torno do asteroide Geographos.
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Fonte: Produg&o do autor.

A Figura 7.6 apresenta os graficos das diferencas entre os incrementos das velocidades
devido as perturbacGes, calculadas pela expansdo do potencial em série e pelas
concentracdes de massa, em relacdo a cada eixo e total.

Figura 7.6 — Diferenca de incremento entre as velocidades, devido as perturbagdes, em cada
eixo e total, obtidas pelos modelos da expanséo e concentracdes de massa.
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A Figura 7.7, exibe o incremento de velocidade absoluta devido as perturbaces,
evidenciando, em ambos os casos, diferencas muito reduzidas, ressaltando a semelhanca

dos gréaficos na Figura 7.7.

Figura 7.7 — Incremento das velocidades absolutas, devido as perturbaces, obtidas pelos
modelos da expansao e concentracdes de massa.
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Fonte: Produgéo do autor.
As Figuras 7.8, 7.9 e 7.10 apresentam os graficos dos incrementos de velocidade,
devido as perturbacbes, relativas a cada um dos eixos coordenados, também
apresentando pequenas diferencgas, enquanto que as Figuras 7.11 e 7.12 mostram 0sS
incrementos da velocidade devido as perturbacbes obtidas por meio dos modelos das

concentracdes de massa e da expansao em série, em cada eixo e total.

Figura 7.8 — Incremento de velocidade, devido as perturbagdes, relativas ao eixo x.
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Figura 7.9 — Incremento de velocidade, devido as perturbagdes relativas ao eixo y.
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Figura 7.10 — Incremento de velocidade, devido as perturbaces relativas ao eixo z.
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Figura 7.11 — Incremento da velocidade, devido as perturbacdes, relativas as concentragfes de
massa em cada eixo e total.
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Figura 7.12 — Incremento da velocidade, devido as perturbacoes, relativas ao método da
expansdo do potencial em cada eixo e total.
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A Figura 7.13 apresenta uma érbita em torno do asteroide Geographos, adotando o semi
eixo maior igual a 2600 metros, angulo de inclinacgdo igual a 45° e os demais elementos

keplerianos nulos.

Figura 7.13 - Orbita com inclinag&o de 45° em torno do asteroide Geographos.
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Fonte: Producg&o do autor.

Devido a semelhanca dos graficos das diferencas, assim como 0s incrementos de
velocidade, em razdo das perturbaces referentes as concentracbes de massa e a
expansdo do potencial em serie, em cada um dos eixos coordenados e total, somente 0s
graficos que apresentam as diferencas relativas e absolutas entre as velocidades foram

colocados, como ilustram as Figuras 7.14 e 7.15.
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Figura 7.14 — Diferenca de incremento entre as velocidades, devido as perturbagdes, em cada
eixo e total, obtidas pelos modelos da expansao do potencial em série e concentra¢es de massa.
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Figura 7.15 — Incremento das velocidades absolutas, devido as perturbacdes, obtidas pelos

modelos da expanséo e concentragdes de massa.
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Analisando as Figuras 7.14 e 7.15, verifica-se, novamente, que, em ambos 0s casos,
essas diferencas sdo muito pequenas. Além disso, vale observar, mais uma vez, a
conformidade entre os graficos no caso da diferenca absoluta das velocidades, levando a

concluir que os dois modelos apresentam comportamentos semelhantes.

A Figura 7.16 apresenta uma Orbita em torno do asteroide Geographos, adotando-se
semieixo maior igual a 18000 metros, angulo de inclinacdo igual a 90° e os demais

elementos keplerianos nulos.
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Figura 7.16 - Orbita com inclinag&o de 45° em torno do asteroide Geographos.
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A Figura 7.17 apresenta os graficos das diferencas entre as velocidades, em relagdo a
cada eixo e total, devido as perturbacgdes, calculadas por meio dos modelos obtidos pela

expansdo em serie e pelas concentracGes de massa.

Figura 7.17 — Diferenca de incremento entre as velocidades, devido as perturbacGes, em cada
eixo e total, obtidas pelos modelos da expansdo e concentragdes de massa.
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A Figura 7.18, exibe a diferencga absoluta entre as velocidades, constatando, em ambos
o0s casos, diferengas muito reduzidas, ressaltando a semelhanga dos gréficos no caso da

diferenca absoluta das velocidades.
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Figura 7.18 — Incremento das velocidades absolutas, devido as perturbacdes, obtidas pelos
modelos da expansao e concentracdes de massa.
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Comparando as Figuras 7.6, 7.14 e 7.17, correspondentes aos graficos das diferencas
relativas das velocidades em cada eixo coordenado e ao valor total, referentes as trés
simulagbes de uma oérbita de um veiculo espacial em torno do asteroide Itokawa,
adotando o mesmo valor para o semieixo maior, 300 metros, e variando somente 0s
angulos de inclinagcdo, isto €, 0° 45° e 90° respectivamente, verifica-se um
comportamento semelhante em todos os casos, além de indicar que essas diferencas sdo

quase nulas.

Em relacdo aos graficos que apresentam os incrementos de velocidades absolutas
devido as perturbac6es determinadas pelos dois modelos empregados, referentes as trés
simulacfes de drbitas em torno do asteroide Geographos, as Figuras 7.7, 7.15 e 7.18,

mostram uma similaridade entre os resultados obtidos por ambos.

7.8 Estudo da perturbacéo gravitacional do asteroide Itokawa utilizando o modelo

da expansao do potencial em série

De posse do modelo do campo gravitacional obtido pela expansdo do potencial em
série, seu gradiente fornecerd os componentes da resultante da forca gerada no veiculo
espacial, permitindo aplica-los ao ambiente de simulacdo STRS, possibilitando simular
trajetérias de um veiculo espacial imerso nesse campo gravitacional, avaliando as
alteracdes do potencial. Para exemplificar uma aplicacdo que utiliza esta forma de
estudo, pretende-se analisar a variagdo dos valores do modelo obtido para o potencial do
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asteroide Geographos, em fun¢do do angulo de inclinagéo e da ascensédo reta do nodo
ascendente para alguns valores do semi-eixo maior, considerando nulos 0s demais

elementos keplerianos.

Para investigar as alteracdes dos valores dos somatdrios dos incrementos de velocidades
devido & perturbacdo relativas ao método da expansdo do potencial em série, adota-se
inicialmente o valor de 2600 metros para 0 semieixo maior da Orbita e estabelece-se
uma variacao de 10°, tanto para o angulo de inclinacdo quanto para a ascensao reta do
nodo ascendente, ambos iniciando em 0° e terminando em 90°. Dessa forma, a Figura
7.19 mostra o somatério do incremento de velocidade, também conhecido como integral
do incremento de velocidade, em relacdo aqueles angulos.

Figura 7.19 — Somatorio do incremento de velocidade devido a perturbagdo, para o semi-eixo
maior igual a 2600 metros.

Somatdrio dos incrementos de velocidade
devido a perturbacdo MEPS (m/s)
v

40 ]
i (grau)

60
Q(grau) 80 100 10 80

Fonte: Producéo do autor.

Adotando-se, agora, o valor de 3000 metros para 0 semi-eixo maior da Orbita e
procedendo da mesma forma em relacdo as variacBes dos angulos de inclinacdo e
ascensdo reta do nodo ascendente, a Figura 7.20 mostra a variacdo do potencial em

relacdo aqueles angulos.
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Figura 7.20 — Somatorio do incremento de velocidade devido a perturbagdo, para o semi-eixo
maior igual a 3000 metros.
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Adotando-se, agora, o valor de 4000 metros para 0 semi-eixo maior da Orbita e
procedendo da mesma forma em relacdo as variacBes dos angulos de inclinacdo e
ascensdo reta do nodo ascendente, a Figura 7.21 mostra a variagdo do potencial em

relacdo aqueles angulos.

Figura 7.21 — Somatorio do incremento de velocidade devido a perturbagdo, para o semi-eixo
maior igual a 4000 metros.
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Fonte: Producéo do autor.

Analisando as Figuras 7.19, 7.20 e 7.21, constata-se que, devido ao aumento do semi-
eixo maior, o valor do somatorio dos incrementos de velocidade decresce, ou seja, a
influéncia da perturbacdo do campo gravitacional diminui com o aumento da altitude.

Verifica-se, também que, apesar de ndo se ter a funcdo explicita dessas superficies,
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todas apresentam um comportamento gréfico semelhante no intervalo considerado,

assim como possuem um valor minimo, na vizinhanga do ponto (600,700), no caso da

Figura 7.19, na vizinhanga do ponto (60°,80°), no caso da Figura 7.20, e (60°,90°), no

caso da Figura 7.21, isto é, existem angulos de inclinacdo e de ascensdo reta do nodo
ascendente, para os quais o efeito da perturbacdo do potencial € minimo, concluséo de
fundamental importéncia, tendo em vista, obter uma trajetoria que otimize o consumo

de combustivel.
7.9 Conclusao

O objetivo deste capitulo foi determinar o modelo do campo gravitacional em torno do
asteroide 1620 Geographos, adotando a mesma metodologia utilizada para o cubo
homogéneo, isto é, decompondo-0 em elementos tetraédricos, neste caso, por meio da
utilizacdo dos dados fornecidos pelo JPL/NASA, aplicando, em seguida, o método da
expansdo do potencial em série. Também foi desenvolvido o modelo baseado nas
concentracdes de massa, tendo em vista, a confrontacdo dos resultados obtidos por
ambos. Logo apds realizar as trés simulagdes apresentadas, analisando os graficos das
Figuras 7.5, 7.13 e 7.16, verifica-se a diferenca entre as velocidades, devido as
perturbacdes, em cada eixo e total, obtidas pelos dois modelos, mesma constatacao,
relativa a diferenca absoluta das velocidades, dadas pelos graficos das Figuras 7.7, 7.15
e 7.18, ressaltando a conformidade entre os dois modelos, também verificada pelo
incremento da velocidade, devido as perturbac6es, mostradas nas Figuras 7.11 e 7.12.

Apesar de ambos os modelos utilizarem a decomposi¢cdo do asteroide em tetraedros, o
modelo obtido pelo método da expansao do potencial em série apresenta a vantagem de
expressar o potencial na forma de uma fungdo polinomial simples, permitindo
manipula-la algebricamente, além de possibilitar sua participacdo em interacfes
numericas, enquanto que o método das concentra¢fes de massa apresenta a vantagem da
simplicidade em sua modelagem, pois, para determinar os centros de atracdes
secundarios, basta encontrar o volume e o centro de massa de cada tetraedro, e acumular

toda sua massa em seu respectivo baricentro.
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Posteriormente a obtencdo dos dois modelos, foram determinados os coeficientes dos
harménicos esféricos, com o auxilio do primeiro modelo, assim como, diretamente, por

meio das integrais correspondentes, verificando a proximidade dos valores encontrados.

Por fim, para exemplificar uma utilizacdo do modelo obtido pela expanséo do potencial
em série, realizou-se um estudo da variacdo dos valores do potencial em funcéo da
inclinacdo e da ascensdo reta do nodo ascendente, estabelecendo uma variagdo de 10°
para os dois angulos, ambos iniciando em 0° e terminando em 90° adotando cinco
valores para 0 semi-eixo maior, e considerando nulos os demais elementos keplerianos.
Dessa forma, foram obtidas trés superficies, concluindo que todas apresentam um ponto
de minimo. Verificou-se, também que, quanto mais distante do centro de massa do

asteroide, menor ¢ a influéncia do campo gravitacional.

162



8. RESULTADOS PARA O ASTEROIDE (433) EROS

O asteroide (433) Eros foi descoberto em 13 de agosto de 1898, concomitantemente e
de forma independente, por Gustav Witt, diretor do Observatorio Urania em Berlim, e
por Auguste H.P. Charlois em Nice, Franca. Quebrando a tradi¢éo vigente, o asteroide

recebeu um nome masculino: Eros, o deus grego do amor, filho de Mercurio e Vénus.

No caso do asteroide (433) Eros, foram desenvolvidos dois estudos para a obtengéo do
modelo do campo gravitacional aplicando o método da expansdo do potencial em série,
assim como a determinacdo dos coeficientes dos harmoénicos esféricos: o primeiro,
considerando o formato poliédrico com 56644 faces e 28324 vértices, ndo levando em
conta o refinamento dos dados, enquanto que o segundo, com 7790 faces e 3897
veértices, realizando o refinamento dos dados, de forma semelhante aqueles aplicados
aos asteroides Itokawa e Geographos. Justifica-se a primeira abordagem, pois, apesar do
namero elevado de faces do modelo, e, consequentemente, exigindo um alto custo
computacional, (MILLER et al., 2002), adotaram esse procedimento, permitindo
confronta-los com os resultados obtidos pelo método desenvolvido neste trabalho,
valida-o mais uma vez. O segundo estudo faz-se necessario, uma vez que, 0 objetivo
central deste trabalho é apresentar uma metodologia na modelagem do campo
gravitacional de um asteroide. Vale observar que, em ambos os casos, 0os dados
utilizados foram coletados pela sonda NEAR e disponibilizados pela NASA (2001).

8.1 Modelo poliédrico para asteroide (433) Eros com 56644 faces sem correcoes

Segundo os dados coletados pela sonda NEAR (2001), o Eros possui dimensdes de
33x13x13 km, massa de 6,7237x10" kg, volume de 2,5182x10°km?®, densidade
2,67 g.cm™ e periodo de rotacdo 5,270 horas, valores assumidos para os calculos e

simulacGes. Ao volume do asteroide, associa-se 0 raio médio R,, =16 km,

A partir da técnica de decomposigdo do asteroide Eros em tetraedros, foram utilizando
como elementos para implementacgdes de calculos e simulagdes, os dados coletados pela
NEAR e disponibilizados pelo NASA, cujo modelo poliédrico adotado, apresenta 28324

vértices e 56644 faces, fornecidos por duas tabelas, uma contendo as coordenadas dos
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veértices, e a outra, as relaces entre as faces triangulares formadas e seus respectivos

vértices, ilustradas pelas Tabelas 8.1 e 8.2, respectivamente.

Tabela 8.1 - Coordenadas dos vértices do asteroide Eros com 56644 faces.

Vértice Abscissa (km) Ordenada (km) Cota (km)
1 4,216751751x107° | 4,216751751x107° | -5,963385571x10°
2 1,082731400x10" | 1,082731400x107" | -5,972927014x10°
3 -2,608977793x107 | 1,509652039x10" | -5,976113671x10°
4 -1,372389908x107" | 6,465525462x107> | -5,917734597 x10°
5 -1,319846605x107" | -7,605722917x107* | -5,942086556 x10°
28324 | 3,775170590x107° | 3,775170590x10~° | 5,338895517x10°

Fonte: Adaptacdo NEAR/NASA.

Tabela 8.2 - Vértices correspondentes a cada face triangular do asteroide Eros.

Face | Vértice 1 | Vértice 2 | Vértice 3
1 14429 14430 14814
2 14429 14814 14813
3 14429 14813 14428
4 14429 14428 14044
5 14429 14044 14045
6 14429 14045 14430

56644 | 13462 13844 13461

Fonte: Adaptacdo NEAR/NASA.

Em funcdo dos dados da Tabela 8.1, as dimensdes do asteroide, em km, nas dire¢des
principais sdo -17,6195< £ <15,1196, -8,3388<17<8,6168 e -6,0744 < <5,9854 .

Utilizando os dados fornecidos pelas Tabelas 8.1 e 8.2 e 0 método para o célculo de
integrais desenvolvido por Lien e Kajiya (1984), pode-se calcular o volume aproximado
do asteroide Eros, mediante a soma dos volumes dos tetraedros gerados pela sua

decomposicéo, segundo o método poliedrico. Logo, a Equacéo (8.1) fornece o volume

164



56644 56644|T- |
Viow = [[[av=" 11 [[fav = Y L= 251822657737 x10° ki’
0 i=1 W, i=1

A abscissa do centro de massa é dada pelas Equacdes (8.2) e (8.3)

56644

AL Im EX+E,Y+£7)dXdYdZ

Viotal i=1

0

Viotal '” o=

&£, =—9,62882265158x107° km

A ordenada do centro de massa é dada pelas Equacdes (8.4) e (8.5)

L -

IT | j ” mX+n,Y+n3Z)dXdYdZ

Vtotal Viotal i=1

1o = 2,44870004469x10~> km

A cota do centro de massa é dada pelas Equacdes (8.6) e (8.7)

e

56644

ST Im X+, Y+c,Z)dXAYdZ

Viotal i=1

co = 3,255844816906509x 1072 km

(8.1)

(8.2)

(8.3)

(8.4)

(8.5)

(8.6)

(8.7)

Logo, segundo os dados fornecidos, o centro de massa do asteroide estd localizado no

ponto O', cujas coordenadas, medidas em km, sdo dadas pela Equagéo (8.8)

(So.70,60) =(-9.628822651x10°%; 2,4487000447x10%; 3,2558448169x10° | (8.8)

De posse das coordenadas dos vértices, 0os momentos e produtos de inércia

normalizados em relagdo & massa, sdo dados pelas Equaces de (8.9) a (8.14)

|
55 H n?+c )dv 16,709338731343929 km?
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|
5’7 m £77dv = —9,320194169472239 km? (8.10)

'5§ _”' £cdv=0,0338
cdv= 55022925441 km? (8.11)

|
= J' j J' £24 ¢ )dv 71,670483307697368 km? (8.12)

|77§ 1 2

L= m 5. dv = 0,004096612334166 km (8.13)
| 1
e 1 2. 2\ gy 2
Aty J' i (&2 +7? ) dv = 74,444582684759857 km (8.14)

gerando o tensor de inércia normalizado, em kmz?, expresso pela Equacéo (8.15)

16,709338731343929  9,320194169472239 —0,033855022925441
| =| 9,320194169472239 71,670483307697368 —0,004096612334166 | (8.15)
—0,033855022925441 —0,004096612334166 74,444582684759857

notando que Iz <I,, <I... Portanto, baseado nas Tabelas 8.1 e 8.2, o modelo

poliédrico para o asteroide Eros, € ilustrado na Figura 8.1, enquanto que as Figuras 8.2,

8.3 e 8.4 representam as trés vistas do asteroide.

Figura 8.1 - Modelo poliédrico do asteroide Eros.
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Fonte: Producéo do autor.
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Figura 8.2 - Vista & - n) do asteroide Eros.
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8.1.2 Modelo do campo gravitacional do asteroide (433) Eros com 56644 faces, sem

correcgdo, utilizando o método da expansdo do potencial em série

O modelo poliédrico que servira de referéncia para o estudo do asteroide (433) Eros,
apresenta 28324 vértices e 56644 faces, os quais foram fornecidos pela NASA (2001).
Devido ao numero elevado de faces, o desenvolvimento do modelo do campo
gravitacional desse asteroide, estabelece-se até a grau 4 para a expansdo da série de seu
potencial. Assim, de acordo com os dados de entrada, Tabelas 8.1 e 8.2, aplicando o
método da expansdo do potencial em série e utilizando o procedimento desenvolvido

por Lien e Kajyia (1984), para os calculos das integrais correspondentes, considerando
(x, y,z) as coordenadas de um ponto P, exterior a esfera de volume equivalente ao

asteroide, a Equacao (8.16) representa o termo Kepleriano do campo gravitacional

UO = (816)
P

A Equacéo (8.17) expressa o termo de grau 1 da expanséo do potencial em série relativo
ao asteroide Eros:
_GM

Uy =—% [—0, 009628822651x + 0,002448700044y + 0, 0325584481692] (8.17)

Y2,
A Equacéo (8.18) corresponde ao termo de grau 2 da mesma expanséo

oM

s

U, [56, 348194264884680x> — 27, 960582508416714xy

—26,093522599645474 y2 +0,101565068776322xz (8.18)
+0,012289837002498yz — 30, 25467166523920722}

enquanto que a Equacéo (8.19) corresponde ao termo de grau 3 da mesma expansao
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Us= G—I\7/I [—117, 013021889968587x° —336,507556280060625x> y

o
+242,572553428939636xy° +82,082605337378864y°

+73,026077143738527x%z —35,220114872368971xyz (8.19)
—16,261066494678727y?z +108, 466512240966126xz°
+90, 259740267924032yz2 —18, 92167021635326723}

Por fim, a Equacdo (8.20) exibe o termo de grau 4 do desenvolvimento da referida série

_om

9
P

U, [5476, 386702387269636x" — 6321,328062504921435x°y

—13507,208008921209729x° y? + 4288,028908764094457 xy°
+1597,137692140289206y* — 60,858571304638458x°z
—315,684382972727992x% yz + 452, 434430233887115xy*z (8.20)
+3,105410190887448y°%7 —19351,112205402408084x% 7>
+6099,897461222480935xyz> + 3924, 381856079474494y? 72
—89,952905439990580xz°> +102,122717466688550yz°

+ 2571,12172488715559824}

Portanto, 0 modelo para o campo gravitacional do asteroide Eros, desenvolvido até o
grau 4, adotando a técnica da decomposicdo poliédrica, associada ao método da
expansdo do potencial em uma série convergente, tem como resultado, o somatério das

funcBes expressas da Equacao (8.16) a Equacao (8.20), resultando na Equacéo (8.21):
4
U=>U; (8.21)
i=0
Quanto a homogeneidade da fungdo dada pela Equacédo (8.21), utilizando as Equacbes
(6.31), (6.32) e (6.33), empregadas, anteriormente, no estudo do asteroide Itokawa,

obtém-se as Tabelas 8.3 e 8.4, nas quais, n e i representam o grau da homogeneidade

da funcéo potencial gravitacional.

169



Tabela 8.3 - Estudo do grau de homogeneidade n do potencial do Eros.

Coordenadas dos pontos (km) Valor de n

(180,180,180) e (18,18,18) -0.99548111831970

(2000,2000,2000) e (200,200,200) -0,99998336950992

(18000,18000,180000) e (180,180,180) | -0,99998942956809

(18000,9000,7000) e (18,9,7) -1,00454768081093

(18000,9000,7000) e (180,90,70) -1,00010798972006

(18000,9000,7000) e (1800,900,700) | -1,00000277118304

Fonte: Producg&o do autor.

Tabela 8.4 - Estudo do grau de homogeneidade fi do potencial do Eros.

Coordenada do ponto (km) Valor de n
(18,18,18) -0,97537746254020
(180,180,180) -0,99985666649177
(1800,1800,1800) -1,00000279106280
(180,90,70) -1,00096586208950
(1800,900,700) -1,00001149899679
(18000,9000,7000) -1,00000026719020

Fonte: Producgéo do autor.

De acordo com os valores encontrados para 0s parametros n e i, respectivamente, nas
Tabelas 8.3 e 8.4, conclui-se que 0 modelo do potencial U do asteroide Eros comporta-

se aproximadamente como uma fun¢do homogénea de grau -1 nas variaveis X, y e z.

Analisando, exclusivamente, a perturbacdo relativa ao potencial gravitacional, devido a
distribuicdo irregular de massa do asteroide, a partir da obtengdo do seu modelo
matematico, 0 seu gradiente representard a resultante do vetor forca gerada em um

veiculo espacial pelo asteroide, possibilitando estudar o comportamento dindmico de
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um satélite imerso nesse campo gravitacional. Logo, de acordo com a Equagdo (8.21), a
resultante da referida forca é expressa pela equacao (8.22)

F =v(iuij=vuo+ivui , (8.22)

e, levando em conta que VU, configura a forca relativa ao campo central, conclui-se

4
que ZVUi caracteriza a perturbacdo dessa forca devido a ndo esfericidade do
i=1

asteroide.

8.1.3 Modelagem do potencial do asteroide 433 Eros com 56644 faces, sem

correcdo, utilizando o método das concentragfes de massa

Segundo o método poliédrico, decompde-se a superficie do asteroide em varios
tridngulos, ligando seus vértices ao seu centro de massa, obtendo tetraedros, cada qual

com seu respectivo baricentro G;. Utilizando, novamente, os dados coletados pela

sonda NEAR e disponibilizados pela NASA, adota-se 0 mesmo modelo assumido na
aplicacdo do método da expansdo em série do potencial, ou seja, 28324 vértices e 56644

faces, apresentados pelas Tabelas 8.1 e 8.2, respectivamente.

De forma andloga ao procedimento apresentado no estudo dos asteroides Itokawa e
Geographos, assumindo que o Eros tenha densidade constante, apds calcular seus
correspondentes volumes e centros de massa, segundo as Equacdes (6.36) e (6.37),

concentra-se a massa de cada tetraedro, M;, em seu respectivo baricentro, o qual passa

a ser o centro de atracdo secundario referente ao corpo nao esférico. Logo, a divisao do
volume do asteroide em varios tetraedros, permite estabelecer os elementos
fundamentais para o calculo aproximado da perturbagdo devido ao campo gravitacional
ndo ser central. Portanto, a Equacdo (8.23) fornece o potencial de uma massa

puntiforme m, localizada no ponto P(x,y,z), em relacdo ao asteroide de massa total M

N M
U:sz i . (8.23)

T (e v ) +{rso )
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Lembrando que a Equacéo (6.40) € a resultante da forca gravitacional perturbadora,
Fsp, gerada no veiculo espacial pelo corpo irregular, a determinagéo dos componentes

da forca nas direcBes correspondentes permite aplica-los ao ambiente de simulacéo
STRS, viabiliza simular trajetérias de um veiculo espacial imerso nesse campo
gravitacional, visto que, pela andlise da forca perturbadora, determina-se a variacdo da

velocidade, AV, possibilitando implementar manobras, assim com corrigi-las.

8.1.4 Calculo dos coeficientes dos harmodnicos esféricos relativos ao Eros com 56644

faces, sem correcdo, utilizando a expansdo do potencial em série

Anéloga a metodologia aplica nos célculos dos coeficientes dos harmdnicos esféricos
associados ao potencial do cubo homogéneo e dos asteroides Itokawa e Geographos,
considera-se o potencial de grau 1, relativo ao asteroide Eros, dado pela Equacéo (8.17),
e o potencial de mesmo grau, escrito em funcdo dos harménicos esféricos e de seus

correspondentes coeficientes, dado pela Equacéo (6.45), na qual C,,,C,, e S, séo os

coeficientes a serem determinados, e os demais elementos que constam na equagao, sdo

0S mesmos descritos anteriormente.

Igualando as fungdes potenciais de primeiro grau, em coordenadas cartesianas € nos

harmonicos esféricos, obtém-se a Equacdo (8.24):

1 [-0,0096288226x +0,0024487000y +0,0325584481z | =

(Rp) (8.24)
=Cyg+Cy1P1(send)cos g+ Sy R 1 (send)seny

Considerando os pontos A (18,19,20), A,(26,27,28) e A,(24,25,26), em km, e

adotando R, =16km, obtém-se o sistema linear de equagdes dado pela Equagéo (8.25):

0,6071767C, —0,5464591C;; —0,5768179S;; = 0,00099496
0,5984600C;, —0,5557129C;; — 0,5770865S;; = 0,00097170 (8.25)
0,5770430C;, —0,5539609C; ; — 0, 60012435, ; = 0,00093270

cuja solucdo é formada pelos coeficientes dos harmdnicos esféricos normalizados,

expressos pela Equacéo (8.26)
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Cyp =0,00117485180

- _ (8.26)
C,; =-0,00034745021 S, =0,00008835985

Diferentemente do ocorrido nos casos dos asteroides Itokawa e Geographos, 0s

coeficientes C;y, C;; € S;; hdo sdo nulos, caracterizando o fato, do centro de massa do

asteroide néo coincidir com a origem do sistema de coordenadas fixo ao corpo, devido

ao ndo refinamento deste modelo.

Visto que o potencial de grau 2, relativo ao asteroide Geographos, escrito em funcéo das
coordenadas cartesianas, é dado pela Equacdo (8.18), e o potencial de mesma ordem,
escrito em coordenadas esféricas, € dado pela Equacédo (6.54), igualando-os, obtém-se a
Equacao (8.27).

1
(Rp)

5 [56,348194264884680X2 —27,960582508416714xy

- 26,093522599645474y2 +0,101565068776322xz
+0,012289837002498yz — 30, 254671665239207 7> } = (8.27)

=CyoP; (sen @)+ Cy1P,1 (sen&)cos ¢+ Sy Poy (sen ) sen ¢
+Cp Py, (sen@)cos(2¢)+ Sy, Py (send) sen(24)

Considerando os pontos A (18,19,20), A,(26,27,28), A,(24,25,26), A,(19,23,21) e
A5(20,25,27), coordenadas em km, obtém-se o sistema linear dado pela Equacédo
(8.28):

0,0530C,, —0,9954C,, —0,1023C,, —1,0506S,, +1,8912S,, = —0,04603
0,0372C,, —0,9977C,, —0,0726C,, —1,0361S,, +1,9242S,, = —0,04318

—0,0005C,, — 0,9590C,, —0,1598C,, —1,0389S,, +1,9947S,, =-0,04468  (8.28)
—0,0030C,, —0,8993C,, —0,3787C,, —1,0887S,, +1,9699S,, = —0, 05569

0,1234C,, —0,9236C,, —0,3848C,, —1,1545S,, +1,7104S,, = —0,06624

resultando nos coeficientes normalizados, expressos pela Equacdo (8.29)
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C,, = -0.05285273631
C,, =0,00010243745
C,, =0,08314984283

&

,, =0,00001239540 (8.29)
,, =—0,02820074750

w

Devido ao néo refinamento deste modelo, percebe-se que os coeficientes C,,, S,, e S,,

ndo sdo nulos, implicando em que os eixos do sistema ndo coincidem com 0S eixos

principais de inércia.

Aplicando o procedimento andlogo as demais graus dos potenciais calculados, obtém-se
os coeficientes dos harmdnicos esféricos correspondentes até o grau 4 para o asteroide
Eros, os quais séo confrontados com aqueles obtidos pela NEAR, Miller et al. (2002) e
Zhenjiang et al. (2012), mostrado na Tabela 8.5.

Tabela 8.5 — Comparacdo entre os coeficientes dos harmdnicos esféricos do Eros.

NEAR Miller et al. Autor Zhenjiang et al.

Co 0 0,001175 | 0,0011749 0

Cy, 0 ~0,000348 | —0,0003475 0

Sy 0 0,000088 | 0,0000884 0

C,, | —0,052478 | —0,052851 | —0.052852 -0,052357
Cy 0 0,000102 | 0.0001024 | —0,000036
S, 0 0,000012 | 0,0000124 ~0,000069
C, | 0,082538 | 0,083203 | 0.083149 0,083125
S,, | —0,027745 | —0,028033 | —0.028200 ~0,026080
C,, | —0,001400 | —0,001747 | —0.001746 —0,001215
C,, | 0,004055 | 0,004083 | 0.004086 0,004040
S,, | 0,003379 | 0,003404 | 0.003400 0,002353
C,, | 0,001792 | 0,002129 0.002127 0,001458
S,, | —0,000686 | —0,000836 | —0.000839 —0,000593
C,, | —0,010337 | -0,010456 | —0.010492 ~0,009789
S,, | —0,012134 | -0,012247 | -0.012214 -0,012287
C,, | 0,012900 | 0,013077 | 0.013077 0,012542
C,, | —0,000106 | —-0,000145 | —0.000145 —0,000099
S, | 0,000136 | 0,000165 | 0.000164 0,000158

(Continua)
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Tabela 8.5 - Concluséo

NEAR Miller et al. Autor Zhenjiang et al.
S, | 0,000136 0,000165 0.000164 0,000158
C,, | —0,017495 | —0,017656 | —0,017649 —0,018089
S, » | 0,004542 0,004589 0.004625 0,004119
C, » | —0,000319 | -0,000312 | —0.000312 —0,000339
S, . | —0,000141 | -0,000195 | —-0,000194 —0,000588
C, | 0,017587 | 0,017729 | 0,017694 0,018054
S,, | —0,008939 | —-0,009048 | —0.009121 —0,008725

Fonte: Producéo do autor.

Analisando os resultados apresentados na Tabela 8.5, quarta coluna, conclui-se que 0s
coeficientes dos harmdnicos esféricos obtidos, aplicando os potenciais correspondentes,
tém os valores muito préximos aos determinados por Miller et al. (2002), terceira
coluna, ratificando mais uma vez, a validade do método da expansdo do potencial em
série, apesar do ndo refinamento deste modelo. Observa-se, também, que os dados
fornecidos pela NEAR estabelecem o centro de massa do asteroide localizado na origem
do sistema de coordenadas fixo no corpo, além de que o0s eixos coordenados coincidem
com 0s eixos principais inércia do asteroide, verificado pela nulidade dos coeficientes
C10' C11' Sll’ C21 € S21'

8.1.5 Determinacao direta dos coeficientes dos harmonicos esféricos do asteroide

Eros com 56644 faces, sem corregoes

Aplicando as integrais apresentadas pelas Equacbes (6.65) e (6.66), obtém-se
diretamente os coeficientes dos harmonicos esféricos relativos ao asteroide Eros, os
quais, sdo comparados com aqueles que foram determinados utilizando o modelo do
potencial, calculando, inclusive, a diferenca entre os coeficientes correspondentes até o

grau 4, exibidos na Tabela 8.6.
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Tabela 8.6 - Comparagéo entre os valores dos coeficientes de Stokes normalizados para o Eros
com 56644 faces, sem correc@es, calculados a partir do potencial e de forma direta.

Via potencial Via direta Diferenca
Ce | 1,00000000000x10° 1,00000000000x10° | -1,21581572289x10*
Ch | 1,17485180093x10° | 1,17485180093x10° | 2,09492269969x10 %
Cy | -3,47450209367x10 | -3,47450209367x10~* | -1,42138084405x107"°
S, | 8,83598518730x10° | 8,83598518730x10° | -6,06603965728x10 %
Cy | -5,28527363128x107 | -5,28527363128x1072 | 1,71622352464x10°
Cy | 1,02437453106x10™* | 1,02437453106x10™* | —3,67449160365x10%°
S, | 1,23953994891x10° | 1,23953994891x10° | 1,72600201460x10 %
C, | 8,31498428253x107% | 8,31498428253x1072 | —2,69939612410x107*
S, | —2,82007475014x1072 | —2,82007475014x1072 | 8,65959851671x10*
Cy | —1,74602517377x10°° | —1,74602517377x107° | 3,83359937587x10%
Cy 4,08611967712x107° | 4,08611967712x107° | 1,76209934099x10 "
S, | 3,40023932863x10° | 3,40023932863x107° | 1,19807706091x10*
Cy, | 2,12732739234x107° | 2,12732739234x10° | —5,09496083167 x10%°
S, | —8,39143375811x10™* | —8,39143375811x10* | 2,13797548520x10
Cy | -1,04928458771x1072 | -1,04928458771x107 | —1,04539595849x10 8
Sa -1,22146224793x107% | -1,22146224793x107 | —1,16368096265x10*
C_40 1,30774013514x10> | 1,30774013514x10> | —4,41900508870x10*°
C, | -1,44681835602x10™* | -1,44681835602x107* | 2,01125423786x102
S. | 1,64255975362x107 | 1,64255975362x10° | —4,42376281868x10 %
C,, | —1,76478362804x107 | —1,76478362804x1072 | 1,65820566868x10
S.2 | 4,62503573238x10° | 4,62503573238x10° | —4,20429039409x10*
C, | -3,12043497930%10™* | -3,12043497930x10™* | —3,94015796660x10%°
Sis | -1,93800191830x107* | -1,93800191830x10* | 3,21619421827x107%
C. | 1,76939835166x107% | 1,76939835166x107% | —1,66890951842x107*
S, | -9,12123940450x10° | -9,12123940450x10°° | 8,11953767107x10 %

Fonte: Producéo do autor.

8.1.6 Simulacdes de trajetorias em torno do asteroide (433) Eros com 56644 faces,

sem correcoes

Utilizando novamente o ambiente de simulacdo Spacecraft Trajectory Simulator
(STRS), (ROCCO, 2012), de modo semelhante adotado aos asteroides Itokawa e
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Geographos, sdo realizadas simulagdes de drbitas de um veiculo espacial em torno do

asteroide Eros, considerando apenas a perturbagédo do campo gravitacional em relagédo

ao campo central, devido a seu formato irregular.

A Figura 8.5 apresenta uma Orbita equatorial em torno do asteroide Eros, adotando-se o

semieixo maior igual a 18000 metros e os demais elementos keplerianos iguais a zero.

Figura 8.5 - Orbita equatorial em torno do asteroide Eros, sem corre¢des dos dados.
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Fonte: Producéo do autor.

A Figura 8.6 apresenta os graficos das diferencas entre os incrementos das velocidades

devido as perturbagdes, calculadas pela expansdo do potencial em série e pelas

concentracdes de massa, em relacdo a cada eixo e total.

Figura 8.6 — Diferenca de incremento entre as velocidades, devido as perturbacdes, em cada
eixo e total, obtidas pelos modelos da expansdo e concentragdes de massa.
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177

4 45

haky

x 10



e a Figura 8.7, exibe o incremento de velocidade absoluta devido as perturbacdes,

evidenciando, em ambos os casos, diferencas muito reduzidas, ressaltando a semelhanca

dos gréaficos na Figura 8.7.

Figura 8.7 — Incremento das velocidades absolutas, devido as perturbac6es, obtidas pelos
modelos da expansdo e concentragdes de massa.
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Fonte: Produg&o do autor.
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As Figuras 8.8, 8.9 e 8.10 apresentam os graficos dos incrementos de velocidade,

devido as perturbagdes, relativas a cada um dos eixos coordenados. Analisando esses

graficos, constata-se uma conformidade entre as curvas que representam os incrementos

de velocidade em relacdo a cada um dos modelos, salientando que, no caso do método

da expansao do potencial em série, 0 potencial gravitacional foi expandido até o grau 4,

devido ao custo computacional.

Figura 8.8 — Incremento de velocidade, devido as perturbagdes, relativas ao eixo x.
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Fonte: Producéo do autor.
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Figura 8.9 — Incremento de velocidade, devido as perturbagdes relativas ao eixo y.
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Fonte: Producg&o do autor.

Figura 8.10 — Incremento de velocidade, devido as perturbaces relativas ao eixo z.
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Fonte: Producéo do autor.

Foram realizadas mais duas simulagfes de drbitas em torno do asteroide Eros, adotando
0 mesmo semieixo maior, com angulos de inclinacdo 45° e 90°, resultando em graficos
semelhantes aos apresentados pelas Figuras de (8.6) a (8.10), ou seja, confirmando a
conformidade das curvas geradas em relacdo aos dois modelos apresentados. Tais
gréficos foram omitidos aqui, pois, o objetivo central deste primeiro estudo do asteroide
Eros foi determinar, por meio dos dados disponibilizados pela NEAR, contendo 56644
faces e 28324 vértices, sem refinamento, 0 modelo para o seu campo gravitacional, e
utilizad-lo nos calculos de seus coeficientes dos harmdnicos esféricos, assim como
compara-los aos valores encontrados na literatura, ratificando, mais uma vez, a

consisténcia do método da expansédo do potencial em série.
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8.2 Modelo poliédrico para o asteroide (433) Eros com 7790 faces refinado

Neste segundo estudo do asteroide Eros, foram adotados os dados coletados pela sonda

NEAR (2001), com 7790 faces e 3897 vértices, resultando em um volume de

2,526x10°km*, e considerando a densidade 2,67g.cm™, obtém-se a massa de
6,7444 %10 kg, e periodo de rotacdo 5,270 horas, valores assumidos para os calculos e

simulagBes. Ao volume do asteroide, associa-se o raio médio R,, =16 km.

8.2.1 Modelo poliédrico inicial para o asteroide Eros com 7790 faces refinado

Por meio da técnica de decomposicao do asteroide Eros em tetraedros, foram utilizados
os dados coletados pela sonda NEAR e disponibilizados pelo NASA (2001), como
elementos para implementacdes de célculos e simulagBes, cujo modelo poliédrico
adotado apresenta 3897 vértices e 7790 faces triangulares, fornecidos por duas tabelas,
uma contendo as coordenadas dos vértices e a outra, as relacbes entre as faces
triangulares formadas e seus respectivos veértices, ilustradas pelas tabelas 8.7 e 8.8,

respectivamente.

Tabela 8.7 - Coordenadas dos vértices do asteroide Eros com 7790 faces.

Vértice | Abscissa (km) | Ordenada (km) | Cota (km)

1 -1.75999x10" | -1,08636x10° | 4,65573x107"
2 1,03270x10" -8,24888x10° | -4,19076x107°
3 1,50774x10 -4,60098x10° | -4,00270x10°°
4 -2,81070x10° 8,54855x10° | -4,75411x107?
5 5,70917x10° -3,61826x10° | -5,07337x10°

3897 | -1,17009x10" 1,82663x10° 4,81375x10°

Fonte: Adaptacdo NEAR/NASA.

Tabela 8.8 - Vértices correspondentes a cada face triangular do asteroide Eros.

Face | Vértice 1 | Vértice 2 | Vértice 3

1 1 99 101
(Continua)
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Tabela 8.8 - Concluséo

Face | Vértice 1 | Vértice 2 | Vértice 3
2 100 1 101
3 99 1 98
4 1 100 98
5 2 110 105
6 2 108 109
7790 | 3895 3896 3897

Fonte: Adaptacdo NEAR/NASA.

Em funcdo dos dados da Tabela 7.1, as dimensdes do asteroide, em km, nas direcdes
principais sdo -17,1697 < £ <15,6746, -6,5141<7n < 7,9889 e -6,0711< ¢ <5,8675.

8.2.2 Modelo poliédrico final para o asteroide Eros com 7790 faces refinado

Utilizando os dados fornecidos pelas Tabelas 8.7 e 8.8 e 0 método para o calculo de
integrais desenvolvido por Lien e Kajiya (1984), pode-se calcular o volume aproximado
do asteroide Eros, mediante a soma dos volumes dos tetraedros gerados pela sua

decomposicdo, segundo o método poliédrico. Logo, a Equacéo (8.30) fornece o volume

ITI

Vital = H dv = Z IT: | m av; = — 2,52599460318316x103km3  (8.30)
A abscissa do centro de massa € dada pelas Equagdes (8.31) e (8.32)
Edv = |T | EX+&EY+EZ)dXdYdZ (8.31)
Vtotal ‘“‘J. Viotal i=1 J“” )
&= —2,1632069364332407 x1072 km (8.32)

A ordenada do centro de massa é dada pelas Equacdes (8.33) e (8.34)
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L o3

|T | j j j mX+1,Y+1,Z)dXdYdZ (8.33)
Vtotal Viotal i—1

1o = 2,368233103539632x10° km (8.34)

A cota do centro de massa € dada pelas Equaces (8.35) e (8.36)

Il

Vtotal Viotal i=1

|T |ﬂ j GX+5,Y+c3Z) dXdYdZ (8.35)

— 4,747677425371728x107% km (8.36)
S0

Logo, segundo os dados fornecidos, o centro de massa do asteroide estd localizado no

ponto O', cujas coordenadas, medidas em km, sdo dadas pela Equagéo (8.37)
(&710:50) = (—2,163206936 x1072; 2,368233103x10; 4,747677425><10—2) (8.37)

Visando refinar a localizacdo de seu baricentro, apds realizar a translacdo das
coordenadas dos vértices fornecidas pela Tabela 8.7, em relacdo ao ponto O', 0 novo

centro de massa O, passa a ter as coordenadas fornecidas pela Equagéo (8.38)

(5.770.50) = ( ~3,02395454x10714: 312172879x10715; —2,95665179x10" 15) (8.39)

medidas em quildmetros, evidenciando sua maior proximidade da origem. Além disso,
verifica-se que o volume do asteroide foi preservado apés a translagdo, justificando o

refinamento do centro de massa.

De posse das coordenadas dos vértices transladados, os momentos e produtos de inércia

normalizados em relacdo & massa, sdo dados pelas Equaces de (8.29) até (8.44)

|
9‘5 ” n?+¢ )dv 16,706311338669163km> (8.39)
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|
5’7 j j I £17dv = —9,301490752250731km? (8.40)

'fg j j £odv=0,036
< dv =0,036720349238245 km? (3.41)

|
= m' g2 )dv 71,858754108197789 km? (8.42)

|

o =\% j ﬂn.g dv = —0,008685742514356 km? (8.43)
I 1
e 1 22\ qy 2
== j £ (5 +n )dv 74,625073704926533km (8.44)

dando origem ao tensor de inércia normalizado, em relagdo a massa, em kmz, dado pela
Equacao (8.45)

16,706311338669166 9,301490752250731 —0,036720349238245
| =] 9,301490752250731 71,858754108197789 0,008685742514356 (8.45)
—0,036720349238245 0,008685742514356 74,625073704926533

notando que I.: <1 <1I,,. A seguir, os autovalores e os correspondentes autovetores,

associados ao tensor de inércia, sao expressos pelas Equacdes (8.46), (8.47) e (8.48)

[ 0.986800019823732
A1=15,179833476449900 e v, =|-0.161942335112182 (8.46)
| 0.000633225311842

[0.161943327454881
Ao =73,385202579030306 e v, =| 0.986797789926110 (8.47)
| -0.002116716746823
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-0.000282079285499
A3 =74.625103096313225 e v3=| 0.002191322741755
0.999997559264980

(8.48)

Verifica-se que os autovetores V4,V, € V3 formam, nessa ordem, uma base ortonormal
destrogira, isto é, seus mddulos séo iguais a 1, o produto escalar de um dos vetores
pelos outros dois € nulo, e vyxV, =V3, VoxV3=V; € V3xV;=V,. Logo, a matriz,

cujas colunas sdo compostas por esses vetores, assume 0 papel da matriz de rotacéo.
Portanto, a matriz obtida pela translacdo das coordenadas dos vértices, fornecida pela

Tabela 8.7, em relagdo ao centro de massa inicial O', multiplicada pela matriz de

rotacao, (V1’V21V3), resulta nas coordenadas dos vértices finais, dadas pela Tabela 8.9.

Tabela 8.9 - Coordenadas finais dos vértices do asteroide Eros com 7790 faces.

Vértice Abscissa (km) Ordenada (km) Cota (km)
1 -1,7169659201x10" | -3,9219228051x10° | 4,2066791561x10~"
2 1,1548200137x10" | -6,4662324072x10° | -1,1038443873x10"
3 1,5645146698x10" | -2,0972011473x10° | -1,0185010653x10"
4 -4,1363010886x10° | 7,9818834646x10° | -7,5503461590x10°°
5 6,2382459365x10° | -2,6339234003x10° | -5,1303847812x10°
3897 | -1,1817508911x10" | -1,0129088146x10" | 4,7735536184x10°

Fonte: Producéo do autor.

Apos a translacdo e a rotacdo descritas, as dimensbes do asteroide nas direcOes

principais passam a ser -17,1697<£<15,6746, -6,5141<17<7,9889 e
-6,0711< ¢ < 5,8675, em quilémetros, o baricentro final esta localizado no ponto de

coordenadas dadas pela Equacdo (8.49)
(&7, ) =(~5, 78201407 x10**;~3,41495008x10"; 7,38068212x 10 ) (8.49)

o volume final do asteroide é igual ao volume inicial, e a Equacdo (8.50) fornece o

tensor de inércia final, expresso em km?
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15,179833476 2,0561639332x107*  1,946240048x10714
Ir =| 2,056163933x107**  73,3852025790 3,0277610413x107%° | (8.50)
1,946240048x10*  3,0277610413x10 74,625103096

indicando que os produtos de inércia estdo proximos de zero, e, consequentemente, 0
novo sistema de coordenadas se aproxima dos eixos principais de inércia. Além disso,

tem-se, mais uma vez, que 1. <I, <I_. Logo, baseado nas Tabelas 8.7 e 8.9, o

modelo poliédrico para o asteroide Eros com 3897 vértices e 7790 faces € ilustrado na
Figura 8.11, enquanto que as Figuras 8.12, 8.13 e 8.14 exibem as trés vistas do

asteroide.

Figura 8.11 - Modelo poliédrico do asteroide Eros com 7790 faces.

Fonte: Producéo do autor.

Figura 8.12 - Vista & - 1 do asteroide Eros com 7790 faces.
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Fonte: Producéo do autor.
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Figura 8.13 - Vista & - { do asteroide Eros com 7790 faces.
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Fonte: Producéo do autor.

Figura 8.14 - Vista n - { do asteroide Eros com 7790 faces.
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Fonte: Producéo do autor.

8.2.3 Modelo do campo gravitacional do asteroide 433 Eros com 7790 faces

utilizando o método da expanséo do potencial em série

O modelo poliédrico que servira de referéncia para este segundo estudo do asteroide
433 Eros, apresenta 3897 vértices e 7790 faces, levando em conta, que os Vértices finais
foram obtidos, a partir de uma translacdo e de uma rotagdo dos vértices iniciais,
conforme os procedimentos descritos no item 8.2.2. O modelo do campo gravitacional
para este asteroide foi desenvolvido até o grau 6 utilizando a expansao do potencial em
série. Assim, de acordo com os dados de entrada, Tabelas 8.8 e 8.9, utilizando o

procedimento desenvolvido por Lien e Kajiya (1984) para os célculos das integrais
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correspondentes, considerando (x, Y, z) as coordenadas de um ponto P, exterior a esfera

de volume equivalente ao asteroide, a Equacgéo (8.51) representa o termo Kepleriano do

campo gravitacional

Ug=—vo (8.51)

As Equacdes de (8.52) até (8.57) expressam os termos de grau 1, 2, 3, 4, 5 e 6,
respectivamente, da expansdo do potencial em série, relativos ao asteroide Eros

U, = G—'\f[—s, 83216x10 0 x - 3,26833x10 ™Y y + 7,37866x101° z} (8.52)

P

U, = G—'\f 58,825319361222x” +6,184291052430x10 " xy

Y2
—28,482734292649y? +5,835497774036 10 xz (8.53)

+9,080398778069 %10 yz — 30, 342585068573z2]

U;= ﬂ [—51, 017606002516x° — 432,848422524840x%y

o,
+63,248762822983xy” +108, 458419923607 y*

+62,634765990382x%z — 4,111918270672xyz (8.54)
—16,742613243091y%z +89,804055184565x7>
+107,473162754019yz% —15, 29738424909723}

u,= G—I\:I [5846, 006318046613x* + 2304,962274131192x%y

Yo,
—15255,544763015785x°y? —1743,538492867907xy>

+1823,465294149404y* — 2,357904420992x°2
—356,066090549817x°yz + 294,816927793000xy>z (8.55)
+48,140799510823y°z —19820, 493145263896 x° 2>
—1684,271343789855xyz2 + 4314, 752998119360y z*
—95,914404843341xz° + 70,547897339116yz°

+2584, 29002452408924}

187



GM
yo,

[—14955, 600007431182x° —174758,127676084434x*y
+64486,743431499421x3y? + 259777, 469754411499x°y3
—23569,310415591465xy” — 21525,521932300267 y°
+18355,802943379959x"z —9769, 309674456073x°yz
—28491,663166014832x2y?z +6043,026339500438xy>z
+2396,655742271937y"z +85069, 256642812400%°2* (8.56)
+269216,356793272111x°yz* —52044,367800949473xy 2>
— 44522, 250431408831y°%2% — 27214,384831421640x%Z°
+3726,283334955635xyz° +4703,909570794402y? 2*
—33860,567021247955xz* — 22608, 267583174270 yz"

+2251 04752606272425]

_GM

Ug=—3 [617434, 809446201894x° +1117825,981203483193x°y
o,

—2955291,048608214503x* y* — 2646285,134845088042x°y*
+1832615,720739987310x%y* + 641749, 70611379694 1xy°
—91515,143659367480y° —66888,977660040694x°7

— 416151, 739454236014 X" yz + 425955,998597587706 x> y?z
+468447,142475373752x° y*z —124868,927640116962xy"
—30948,580881421831y°z — 6306231,093084813906 x*z°

— 3239404, 407499567804 x°yz? + 6736051, 967209363157 x°y?z°
+1521358,343397294713xy°z% — 459888, 565849475116 y* 7>
+80977,926000939746x°2° + 363856, 336433098276 X yz°
—176218,143317353781xy?z> —52987,111220385147 y*z*
+5183555,765216586714x°z* +859023,032051136545xyz*
— 662786, 762018752077 y?z* —6671,563468546546x2°

(8.57)
-~ 20489,500277194283yz° — 301384, 600213188976 72° |

Portanto, 0 modelo para o campo gravitacional do asteroide Eros, desenvolvido até o
grau 6, adotando a técnica da decomposicdo poliédrica, associada ao método da
expansdo do potencial em uma serie convergente, tem como resultado, o somatorio das

fungdes expressas da Equacéo (8.51) até a Equacéo (8.57), resultando na Equagé&o (8.58)
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6
U=>U,

i=0

(8.58)

Quanto a homogeneidade da funcdo dada pela Equacdo (8.58), utilizando as Equacdes

(6.31), (6.32) e (6.33), empregadas, anteriormente, no estudo do asteroide Itokawa,

obtém-se as Tabelas 8.10 e 8.11, nas quais, n e fi representam o grau da homogeneidade

da funcéo potencial gravitacional.

Tabela 8.10 - Estudo do grau de homogeneidade n do potencial do Eros.

Coordenadas dos pontos (km) Valor de n
(180,180,180) e (18,18,18) -0,99893698633253
(2000,2000,2000) e (200,200,200) | -0,99999975131587
(18000,18000,180000) e (180,180,180) | -0,99999982401518
(18000,9000,7000) e (18,9,7) -1,00808987746197
(18000,9000,7000) e (180,90,70) -1,00015810944382
(18000,9000,7000) e (1800,900,700) | -1,00000317904656

Fonte: Producéo do autor.

Tabela 8.11 - Estudo do grau de homogeneidade fi do potencial do asteroide Eros.

Coordenada do ponto (km) Valor de i
(18,18,18) -0,99151558706719
(180,180,180) -0,99999732553322
(1800,1800,1800) -0,99999999821417
(180,90,70) -1,00144367878395
(1800,900,700) -1,00001477592913
(18000,9000,7000) -1,00000014808895

Fonte: Producéo do autor.
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De acordo com os valores encontrados para 0s parametros n e fi, respectivamente, nas
Tabelas 8.10 e 8.11, conclui-se que o modelo do potencial U do asteroide Eros
comporta-se aproximadamente como uma funcdo homogénea de grau -1 nas variaveis X,

yez.

Analisando, exclusivamente, a perturbacdo relativa ao potencial gravitacional, devido a
distribuicdo irregular de massa do asteroide, a partir da obtengdo do seu modelo
matematico, 0 seu gradiente representard a resultante do vetor forca gerada em um
veiculo espacial pelo asteroide, possibilitando estudar o comportamento dindmico de
um satélite imerso nesse campo gravitacional. Logo, de acordo com a Equacdo (8.58), a

resultante da referida forca é expressa pela equacéo (8.59)
6 6
F =v(2uij=vuo+2vui (8.59)
i=0 i=1

e, levando em conta que VU configura a forca relativa ao campo central, conclui-se

6
que ZVUi caracteriza a perturbacdo dessa forca devido a ndo esfericidade do
i=1

asteroide.

8.2.4 Modelagem do potencial do asteroide 433 Eros com 7790 faces, com correcao,

utilizando o método das concentracfes de massa

Segundo o método poliédrico, decompde-se a superficie do asteroide em varios
tridngulos, ligando seus vértices ao seu centro de massa, obtendo tetraedros, cada qual
com seu respectivo baricentro G; . Utilizando, novamente, os dados coletados pela

sonda NEAR e disponibilizados pela NASA, adota-se 0 mesmo modelo assumido na
aplicacdo do método da expansdo em serie do potencial, ou seja, 3897 vértices e 7790
faces, apresentados pelas Tabelas 8.8 e 8.9, respectivamente.

De forma anéloga ao procedimento apresentado no estudo dos asteroides Itokawa e
Geographos, assumindo que o Eros tenha densidade constante, apds calcular seus

correspondentes volumes e centros de massa, segundo as Equagdes (6.36) e (6.37),

concentra-se a massa de cada tetraedro, M;, em seu respectivo baricentro, o qual passa
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a ser o centro de atracdo secundario referente ao corpo nao esférico. Logo, a divisao do
volume do asteroide em varios tetraedros, permite estabelecer os elementos
fundamentais para o calculo aproximado da perturbacéo devido ao campo gravitacional
ndo ser central. Portanto, a Equacdo (8.60) fornece o potencial de uma massa

puntiforme m, localizada no ponto P(x,y,z), em relacdo ao asteroide de massa total M

(8.60)

U:Gmi > L 2 2
o) o oo

Lembrando que a Equacdo (6.40) é a resultante da forca gravitacional perturbadora,
Fs». gerada no veiculo espacial pelo corpo irregular, a determinacéo dos componentes

da forca nas dire¢bes correspondentes permite aplica-los ao ambiente de simulagéo
STRS, viabiliza simular trajetérias de um veiculo espacial imerso nesse campo
gravitacional, visto que, pela anélise da forca perturbadora, determina-se a variacdo da

velocidade, AV, possibilitando implementar manobras, assim com corrigi-las.

8.2.5 Calculo dos coeficientes dos harménicos esféricos relativos ao Eros com 7790

faces, com correcao, utilizando a expanséo do potencial em série

Adotando a mesma metodologia aplica nos célculos dos coeficientes dos harmdnicos
esféricos associados ao potencial do cubo homogéneo e dos asteroides Itokawa,
Geographos e Eros, com 56644 faces, sem correcdo, permite obter os coeficientes de

Stokes até o grau 6, ilustrado na Tabela 8.12 até o grau 4.

Tabela 8.12 - Coeficientes de Stokes normalizados do asteroide Eros com 7790 faces.

C.. S
1,00000000000 x10° -

2 66254510615x107 -

-2.10449846834x107 | -1,17935720804 x10%2
-5,30063147081 x 102 -

nm

5,88562127491x107

9,15839407406x10*°

8,80579785915x10

6,23741048285x10"

WININ|INFPFP|O|DS

o|lNv|Rr|O|R,R|lO|O| 3

-1,41158881253x10°°
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Tabela 8.12 - Concluséo.

C

nm

S

nm

3,38307288944x10°°

4,04869849706x10°°

1,89122046349x10°°

-9,79692710036x10°°

-3,33433674573x10°

-1,57955425909 %10

1,31443787868 %107

-1,54270416120x10"*

1,13470479191x10™*

-1,82997134841 x107

-1,27704034331x10°°

-1,80659923012x10°*

-2,45727355494x10™*

AW W|W|>S

Arlw|N|R|lo|lw|N|—| 3

1,97094473564 %10

3,48063929087 x10°°

Fonte: Producéo do autor.

Analisando a Tabela 8.12, verifica-se que os coeficientes C,,,C,, e S, podem ser

considerados nulos, indicando que o centro de massa do asteroide coincide com a

origem do sistema de coordenadas fixo ao corpo. Além disso, devido aos coeficientes

C,., S, e S,, também serem muito proximos de zero, constata-se que 0s eixos do

referido sistema de coordenadas coincide com os eixos principais de inércia.

8.2.6 Determinacdo direta dos coeficientes dos harménicos esféricos do asteroide

Eros

Aplicando as integrais apresentadas pelas Equacdes (6.65) e (6.66), obtém-se
diretamente os coeficientes dos harménicos esféricos relativos ao asteroide Eros com
7790 faces, os quais, sdo comparados com aqueles que foram determinados utilizando o
modelo do potencial, calculando, inclusive, a diferenga entre o0s coeficientes

correspondentes até o grau 4, exibidos na Tabela 8.13.

Tabela 8.13 - Comparacgéo entre os valores dos coeficientes de Stokes normalizados para o Eros
com 7790 faces, com correcgdes, calculados a partir do potencial e de forma direta.

Via direta
1,00000000000%10°

Via potencial
1,00000000000 x10°

Diferenca
7,36982953912x10"°

01 O
o

o

2,66254510615x107

2,68086711240x107

-1,83220062496x107*

O

-2,10449846834x10™

-2,00117248959x107

1,03325978751x10°*°

w
=
=

-1,17935720804x107*°

-1,03436790563 %10

1,44989302411x107*°
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Tabela 8.13 — Concluséo.

Via potencial Via direta Diferenca
-5,30063147081x107 | -5,30063147081x107% | 5,74051115095x10*°

5,88562127491x107"" | 5,89735688068x10"" | 1,17356057635x10*°
9,15839407406x107** | 9,11689308260x10"° | -4,15009914544 x107*°
8,80579785915x107 | 8,80579785915x107 | -9,42030447553x107*°
6,23741048285x107"" | 6,23841028256x107"" | -9,99799709520x10*
-1,41158881253x10° | -1,41158881253x10° | 1,79654971666x10 *°
3,38307288944 =107 | 3,38307288944x10° | 2,48829656685x10*°
4,04869849706x10°° | 4,04869849706x107° | 3,92990695436x107"
1,89122046349x10~° | 1,89122046349x10~° | -2,45565205491x10**
-9,79692710036x10°° | -9,79692710036x10° | 3,52463010445x10°*°
-3,33433674573x107° | -3,33433674573x107° | -2,77589402232x107"
-1,57955425909x107 | -1,57955425909x10% | 1,60125829462x10*°
1,31443787868x107 | 1,31443787868x107° | -1,39521102718x10**
-1,54270416120x10™* | -1,54270416120x10™* | -2,54351319279x10%°
1,13470479191x10™* | 1,13470479191x10* | 1,42929734858x10*°
-1,82997134841x107 | -1,82997134841x107% | 1,92976143056x10*°
-1,27704034331x107° | -1,27704034331x10° | 1,43157295050x10*°
-1,80659923012x10™* | -1,80659923012x10* | -5,20168615769x10*
-2,45727355494x10™* | -2,45727355494x107* | -3,26204118246x107%°
1,97094473564x107 | 1,97094473564x107 | -2,03957035197x10**
3,48063929087 =107 | 3,48063929087x10°° | -3,43306381312x10°*
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Fonte: Producg&o do autor.

8.2.7 Simulacdes de trajetdrias em torno do asteroide (433) Eros, com 7790 faces,

com correcoes

Utilizando novamente o ambiente de simulacdo Spacecraft Trajectory Simulator
(STRS), (ROCCO, 2012), de modo semelhante adotado aos asteroides Itokawa e
Geographos, sdo realizadas simulagdes de drbitas de um veiculo espacial em torno do
asteroide Eros, considerando apenas a perturbagédo do campo gravitacional em relagédo

ao campo central, devido a seu formato irregular.
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A Figura 8.5 apresenta uma Orbita equatorial em torno do asteroide Eros, adotando-se o

semi-eixo maior igual a 18000 metros e os demais elementos keplerianos iguais a zero.

Figura 8.15 - Orbita equatorial em torno do asteroide Eros, com correcdes dos dados.

4
x10

C(m)e

- 05
n (m) lV:h\ml?;m’ 3 ,h:,-:“'"""71”5/77-”]/ » &(m) x10'

Fonte: Producéo do autor.

A Figura 8.16 apresenta os graficos das diferencas entre os incrementos das velocidades
devido as perturbagdes, calculadas pela expansdo do potencial em série e pelas

concentragOes de massa, em relagéo a cada eixo e total.

Figura 8.16 — Diferenca de incremento entre as velocidades, devido as perturbacdes, em cada
eixo e total, obtidas pelos modelos da expansdo e concentragdes de massa.
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Fonte: Producéo do autor.

e a Figura 8.17, exibe o incremento de velocidade absoluta devido as perturbacdes,
evidenciando, em ambos os casos, diferencas muito reduzidas, ressaltando a semelhanca

dos graficos na Figura 8.17.
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Figura 8.17 — Incremento das velocidades absolutas, devido as perturbacdes, obtidas pelos
modelos da expansao e concentracdes de massa.
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Fonte: Producéo do autor.

As Figuras 8.18, 8.19 e 8.20 apresentam os graficos dos incrementos de velocidade,
devido as perturbacbes, relativas a cada um dos eixos coordenados, também
apresentando pequenas diferencas, enquanto que as Figuras 8.21 e 8.22 mostram 0s
incrementos da velocidade devido as perturbacbes obtidas por meio dos modelos das

concentragcdes de massa e da expansdo em série, em cada eixo e total.

Figura 8.18 — Incremento de velocidade, devido as perturbaces, relativas ao eixo Xx.
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Fonte: Producéo do autor.
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Figura 8.19 — Incremento de velocidade, devido as pertu

1px10°

rbacdes relativas ao eixo y.
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Fonte: Producg&o do autor.

Figura 8.20 — Incremento de velocidade, devido as pertu

x10*

rbacdes relativas ao eixo z.

T T
| |

w
w (4]

—eixoz MCM
‘—eixo z MEPS

N
//

Lo
3]

N
N [$2]
—
\\

\

=

\

//
/

Incremento de velocidade devido as
perturbagdes MCM-MEPS z (m/s)

\
/o \ /
\

0.5 \ / /
0 7
% 0.5 1.5 2 2.5 3 35 4 45 5
tempo (s) x 10*
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Figura 8.21 — Incremento da velocidade, devido as perturbacdes, relativas as concentragfes de

massa em cada eixo e total.
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Figura 8.22 — Incremento da velocidade, devido as perturbacoes, relativas ao método da
expansdo do potencial em cada eixo e total.
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Fonte: Producéo do autor.

A Figura 8.23 apresenta uma Orbita em torno do asteroide Eros, adotando o semi-eixo
maior igual a 18000 metros, angulo de inclinacdo igual a 45° e os demais elementos

keplerianos nulos.

Figura 8.23 - Orbita com inclinag&o de 45° em torno do Eros, com correcdes de dados.

n(m) bos 2 2 §(m) x10
Fonte: Producéo do autor.

Devido a semelhanca dos graficos das diferencas, assim como 0s incrementos de
velocidade, em razdo das perturbaces referentes as concentracbes de massa e a
expansdo do potencial em série, em cada um dos eixos coordenados e total, somente 0s
graficos que apresentam as diferencas relativas e absolutas entre as velocidades foram

colocados, como ilustram as Figuras 8.24 e 8.25.
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Figura 8.24 — Diferenca de incremento entre as velocidades, devido as perturbacdes, em cada
eixo e total, obtidas pelos modelos da expansao do potencial em série e concentra¢es de massa.
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Fonte: Producéo do autor.

Figura 8.25 — Incremento das velocidades absolutas, devido as perturbacdes, obtidas pelos
modelos da expansao e concentracdes de massa.
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Fonte: Producg&o do autor.

Analisando as Figuras 8.24 e 8.25, verifica-se, novamente, que, em ambos 0s casos,
essas diferencas sdo muito pequenas. Além disso, vale observar, mais uma vez, a
conformidade entre os graficos no caso da diferenca absoluta das velocidades, levando a

concluir que os dois modelos apresentam comportamentos semelhantes.

A Figura 8.26 apresenta uma 6rbita em torno do asteroide Eros, adotando-se semi-eixo
maior igual a 18000 metros, angulo de inclinacdo igual a 90° e os demais elementos

keplerianos nulos.
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Figura 8.26 - Orbita com inclinag&o de 45° em torno do Eros, com correcéo de dados.
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Fonte: Producg&o do autor.

A Figura 8.27 apresenta os graficos das diferencas entre as velocidades, em relacdo a
cada eixo e total, devido as perturbacgdes, calculadas por meio dos modelos obtidos pela

expansao em série e pelas concentraces de massa.

Figura 8.27 — Diferenca de incremento entre as velocidades, devido as perturbacGes, em cada
eixo e total, obtidas pelos modelos da expansao e concentragdes de massa.
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Fonte: Producéo do autor.

A Figura 8.28, exibe a diferencga absoluta entre as velocidades, constatando, em ambos
0s casos, diferencas muito reduzidas, ressaltando a semelhanca dos graficos no caso da

diferenca absoluta das velocidades.
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Figura 8.28 — Incremento das velocidades absolutas, devido as perturbacdes, obtidas pelos
modelos da expansao e concentracdes de massa.
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Comparando as Figuras 8.16, 8.24 e 8.27, correspondentes aos graficos das diferencas
relativas das velocidades em cada eixo coordenado e ao valor total, referentes as trés
simulacdes de uma érbita de um veiculo espacial em torno do asteroide Eros, com 7790
faces, com corre¢Oes dos dados, adotando o mesmo valor para 0 semieixo maior, 18000
metros, e variando somente os angulos de inclinacdo, isto é, 0° 45° e 90°,
respectivamente, verifica-se um comportamento semelhante em todos os casos, além de

indicar que essas diferencas sao quase nulas.

Em relacdo aos gréaficos que apresentam os incrementos de velocidades absolutas
devido as perturbacdes determinadas pelos dois modelos empregados, referentes as trés
simulacdes de drbitas em torno do asteroide Eros, as Figuras 8.17, 8.25 e 8.28, mostram

uma similaridade entre os resultados obtidos por ambos.

8.2.8 Estudo da perturbacao gravitacional do asteroide Eros utilizando o modelo

da expansao do potencial em série

De posse do modelo do campo gravitacional obtido pela expansdo do potencial em
série, seu gradiente fornecerd os componentes da resultante da forca gerada no veiculo
espacial, permitindo aplica-los ao ambiente de simulacdo STRS, possibilitando simular
trajetdrias de um veiculo espacial imerso nesse campo gravitacional, avaliando as
alteracbes do potencial. Para exemplificar uma aplicagdo que utiliza esta forma de

estudo, pretende-se analisar a variagdo dos valores do modelo obtido para o potencial do
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asteroide Eros, com 7790 faces, com corre¢des dos dados, em fungdo do angulo de
inclinagcdo e da ascensédo reta do nodo ascendente para alguns valores do semi-eixo

maior, considerando nulos os demais elementos keplerianos.

Para investigar as alteracGes dos valores do somatério do incremento de velocidade
devido & perturbagdo relativa ao método da expansdo do potencial em série, foram
adotados os valores de 18000 metros, 2100 metros e 25000 metros para 0 semi-eixo
maior da Orbita, e estabelece-se uma variagdo de 10°, tanto para o angulo de inclinacéo
quanto para a ascensdo reta do nodo ascendente, ambos iniciando em 0° e terminando

em 90°, gerando os gréaficos ilustrados na Figura 8.29, Figura 8.30 e Figura 8.31.

Figura 8.29 — Somat6rio do incremento de velocidade devido a perturbagdo, para o semi-eixo
maior igual a 18000 metros.
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Fonte: Producéo do autor.

Figura 8.30 — Somatorio do incremento de velocidade devido a perturbagdo, para o semi-eixo
maior igual a 21000 metros.
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Fonte: Producéo do autor.
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Figura 8.31 — Somatorio do incremento de velocidade devido a perturbagdo, para o semi-eixo
maior igual a 25000 metros.
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Analisando as Figuras 8.29, 8.30 e 6.31, constata-se que, devido ao aumento do semi-
eixo maior, o valor do somatério dos incrementos de velocidade decresce, ou seja, a
influéncia da perturbagdo do campo gravitacional diminui com o aumento da altitude.
Verifica-se, também que, apesar de ndo se ter a funcdo explicita dessas superficies,
todas apresentam um comportamento grafico semelhante no intervalo considerado,
assim como possuem um valor minimo, na vizinhanc¢a do ponto (60°, 90°), em todos os
casos, isto é, existem angulos de inclinacdo e de ascensdo reta do nodo ascendente, para
0s quais o efeito da perturbacdo do potencial € minimo, conclusdo de fundamental
importancia, tendo em vista, obter uma trajetdéria que otimize o consumo de

combustivel.

8.3 Concluséao

O objetivo deste capitulo foi determinar o0 modelo do campo gravitacional em torno do
asteroide 433 Eros adotando duas configuracdes de dados: a primeira, com 56644 faces
e 28324 vértices, ndo corrigindo esses dados, e a segunda, com 7790 faces e 3897
vértices, corrigindo esses dados, de modo que o centro de massa coincida com a origem
do sistema de coordenadas fixa no corpo, assim como, 0s eixos desse sistema também
coincida com os eixos principais de inércia, seguindo a mesma metodologia utilizada na
modelagem dos corpos anteriores, isto €, decompondo-o em elementos tetraédricos,

neste caso, por meio da utilizacdo dos dados fornecidos pela NEAR/NASA, aplicando,
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em seguida, o método da expansdo do potencial em série. Para ambas configuracoes,
também foram desenvolvidos os modelos baseados nas concentracdes de massa, tendo
em vista, comparar 0s resultados obtidos, ressaltando que o intuito do estudo com a
primeira configuracdo, foi determinar os coeficientes dos harmdnicos esféricos e
confront&-los com aqueles existentes na literatura, validando, mais uma vez, o0 método
aplicado. J4, a modelagem do asteroide Eros utilizando a segunda configuragdo, tem
como finalidade, priorizar o mesmo procedimento empregado nos asteroides Itokawa e
Geographos, determinando seus coeficientes de Stokes, além de comparar os graficos
gerados pelas simulac@es utilizando os modelos obtidos pelo método da expansdo do
potencial em série e das concentracGes de massa. Logo apds realizar as trés simulagdes
apresentadas, analisando os graficos das Figuras 8.16, 8.24 e 8.27, verifica-se a
diferenca entre as velocidades, devido as perturbacdes, em cada eixo e total, obtidas
pelos dois modelos, mesma constatagao, relativa ao incremento de velocidade absoluta,
dadas pelos gréficos das Figuras 8.17, 8.25 e 8.28, ressaltando a conformidade entre os
dois modelos, também verificada pelo incremento da velocidade, devido as

perturbacdes, mostradas nas Figuras 8.21 e 8.22.

Apesar de ambos os modelos utilizarem a decomposicéo do asteroide em tetraedros, o
modelo obtido pelo método da expansdo do potencial em série apresenta a vantagem de
expressar o potencial na forma de uma fungdo polinomial simples, permitindo
manipula-la algebricamente, além de possibilitar sua participacdo em interacGes
numéricas, enquanto que o método das concentracfes de massa apresenta a vantagem da
simplicidade em sua modelagem, pois, para determinar 0s centros de atracdo
secundarios, basta encontrar o volume e o centro de massa de cada tetraedro, e acumular

toda sua massa em seu respectivo baricentro.

Posteriormente a obtencdo dos dois modelos, foram determinados os coeficientes dos
harmonicos esféricos, com o auxilio do primeiro modelo, assim como, diretamente, por

meio das integrais correspondentes, verificando a proximidade dos valores encontrados.

Por fim, para exemplificar uma utilizacdo do modelo obtido pela expanséo do potencial
em série, realizou-se um estudo da variacdo dos valores do potencial em funcéo da
inclinacdo e da ascensdo reta do nodo ascendente, estabelecendo uma variagdo de 10°

para os dois angulos, ambos iniciando em 0° e terminando em 90°, adotando cinco
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valores para o semieixo maior, e considerando nulos os demais elementos keplerianos.
Dessa forma, foram obtidas trés superficies, concluindo que todas apresentam um
minimo na vizinhanca do ponto (60°,90°). Verificou-se, também que, quanto mais

distante do centro de massa do asteroide, menor € a influéncia do campo gravitacional.

Observa-se também, que os coeficientes dos harménicos esféricos obtidos pelas duas
configuracbes do asteroide Eros ndo podem ser comparados, pois, como descrito
anteriormente, devido ao custo computacional da primeira configuracdo, somente no
segundo estudo, houve correcbes dos dados fornecidos pela NEAR/NASA. Vale
observar que o0 objetivo do primeiro estudo, concentrou-se na determinacao,
confrontacdo e validagdo dos resultados relativos aos coeficientes dos harmonicos
esféricos, com aqueles obtidos por Miller et al. (2002), também calculados sem
correcdes. Apesar disso, verificou-se que, em ambos 0s casos, 0s calculos desses
coeficientes, seja utilizando o potencial ou a integracdo direta, s&o coincidentes, como
mostram as Tabelas 8.6 e 8.13.
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9. CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi desenvolver uma metodologia para modelar o potencial em
torno de um corpo com distribuicdo de massa irregular, pois a estimativa do campo
gravitacional € a chave para o planejamento de uma missdo bem-sucedida, tanto em

termos de seguranca do veiculo espacial, quanto na qualidade da coleta de dados.

Tendo em vista atingir o objetivo geral desta pesquisa, primeiramente, fez-se um estudo
tedrico envolvendo a equacdo de Laplace, origem da funcdo potencial, desde a sua
deducdo em coordenadas esféricas, até a sua resolucdo, utilizando o método de
separacgdo de varidveis, resultando na solucéo dada pela série dos harménicos esféricos.
Em seguida, foram estudados dois outros procedimentos para modelar o campo
gravitacional, ou seja, os métodos da expansdo do potencial em série e o das
concentracdes de massa. Vale ressaltar que, a expansao do potencial em série, apesar de
utilizar a mesma técnica da decomposicdo de um sélido em elementos tetraédricos,
apresenta uma abordagem diferente nos calculos das integrais, em relagdo a utilizada
por Werner (1996). Logo, esse diferencial pode ser caracterizado como uma das

contribuicdes deste trabalho.

Apos o desenvolvimento dos métodos citados, ambos foram aplicados na modelagem
do campo gravitacional de um cubo homogéneo unitario, pois, como esse poliedro
possui um modelo exato, isso possibilitou comparar os resultados obtidos. Ao realizar
essa confrontacdo, verificou-se a consisténcia e robustez do modelo obtido pelo método
da expansdo do potencial em série, tanto para o valor do potencial, quanto para 0s

coeficientes de Stokes, validando sua concepcéo para este primeiro estudo.

A validacdo do método para o cubo possibilitou investigar sua aplicacdo em um corpo
com maior irregularidade em sua distribui¢cdo de massa, ou seja, permitiu a analise de

seu emprego na modelagem do campo gravitacional em torno de um asteroide.

O primeiro asteroide modelado foi 0 25143 Itokawa, utilizando seus dados, obtidos por
Ostro (2004) e disponibilizados pelo JPL/NASA, contendo 6098 vertices e 12192 faces.

Verificou-se, inicialmente, que a localizagdo do centro de massa do asteroide poderia
ser refinada por meio de uma translagdo, ndo alterando o valor de seu volume.

Posteriormente, foi calculado o tensor de inércia, apresentando 0s momentos e 0s
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produtos de inércia, por meio dos quais, foram calculados os autovalores e o0s
correspondentes autovetores. De posse desses autovetores, aferiu-se a formacgdo de uma
base ortonormal destrogira, com a qual, fez-se uma rotacdo dos vertices intermediarios,

obtendo as coordenadas dos vértices finais.

A partir da obtencéo dos vértices finais, utilizando o método da expansdo do potencial
em série, foram calculados os termos relativos a perturbacdo do campo gravitacional até
0 grau 6, com os quais, foram determinados os coeficientes dos harmdnicos esféricos
correspondentes, além de calculd-los diretamente, empregando as integrais
desenvolvidas na secdo 4.4. Ao comparar os resultados obtidos, com aqueles
apresentados por Scheeres (2004), concluiu-se, novamente, a validade do método.

Tendo em vista realizar simulacbes em torno do asteroide Itokawa, para utilizar o
ambiente STRS, considerando somente o efeito da perturbacdo do campo gravitacional,
foi calculado o gradiente do seu potencial, fornecendo, desse modo, 0s componentes da
resultante do vetor forca, os quais, foram incorporados ao simulador. Ao mesmo tempo,
também foi considerado o modelo para esse asteroide, empregando o método das
concentracdes de massa, objetivando comparar as simulacGes realizadas. Com este
proposito, foram feitas trés simulacBes, correspondentes aos angulos de inclinacdo
iguais a 0° 45° e 90°, adotando o semieixo maior de magnitude igual a 300 metros e
demais elementos keplerianos nulos. Verificou-se a diferenca entre os incrementos de
velocidade devidos as perturbacdes, em cada eixo e total, obtidas pelos dois modelos,
mesma constatacdo, relativa a diferenca absoluta dos incrementos de velocidade,
observando, inclusive, a conformidade gréfica entre os dois modelos, também verificada

pelo incremento da velocidade, devido as perturbacdes.

Com o intuito de exemplificar uma aplicacdo do modelo construido pela expansdo do
potencial em série, relativo ao asteroide Itokawa, foi realizado um estudo da variagdo
dos valores do somatorio dos incrementos de velocidade devido a perturbagdo, em
fungédo da inclinacdo e da ascensdo reta do nodo ascendente, obtendo, dessa forma,

cinco superficies, as quais apresentam um ponto de minimo.

Apbés a modelagem do asteroide Itokawa, foram realizados estudos analogos

envolvendo a modelagem dos asteroides Geographos e Eros, também utilizando o
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método da expansdo do potencial em série, sendo que no caso do Eros, foram analisadas
duas configuracdes: a primeira, com 56644 faces e 28324 vértices, ndo corrigindo esses
dados, e a segunda, com 7790 faces e 3897 vértices, corrigindo esses dados, de modo
que o centro de massa coincida com a origem do sistema de coordenadas fixa no corpo,
assim como, os eixos desse sistema também coincida com os eixos principais de inércia.
Tanto para o Geographos, quanto para o Eros, os resultados obtidos ratificaram a

validade do método empregado para modelar seus campos gravitacionais.

Portanto, mediante os resultados apresentados para o0 cubo homogéneo unitario, assim
como para os asteroides Itokawa, Geographos e Eros, comprovou-se a eficacia do
método da expansdo do potencial em série na modelagem do campo gravitacional de um
corpo com distribuicdo de massa irregular, demonstrando, inclusive, que a metodologia
desenvolvida neste trabalho tem carater geral e pode ser aplicada no mapeamento do

potencial ao redor de qualquer asteroide, desde que se conheca o formato desse corpo.

Constatou-se também que o método da expansdo do potencial em série permitiu
expressar 0 modelo do campo gravitacional na forma de uma funcdo analitica
homogénea, simplificando sua manipulacdo algébrica, caracterizando uma vantagem
sobre o método das concentracBes de massa. Logo, utilizando essa vantagem, a partir da
obtencdo do modelo do potencial, o calculo do seu gradiente forneceu os componentes
da resultante do vetor forca gerada pelo asteroide em um veiculo espacial,
possibilitando estudar a dindmica de um satélite imerso nesse campo gravitacional, ou
seja, introduzindo esses componentes analiticos da forca perturbadora no ambiente de
simulacdo Spacecraft Trajectory Simulator (STRS), desenvolvido por Rocco (2008 e
2012), reduziu o custo computacional das simulacdes, requerendo menos memdria, em

comparagdo com o méetodo das concentracdes de massa.

Além dos asteroides Itokawa, Geographos e Eros, também foram obtidos os modelos
dos potenciais para os asteroides (2063) Bacchus, (101955) Bennu, (1580) Betulia,
(4769) Castalia, (21) Lutetia e (4660) Nereus, cujos coeficientes dos harmoénicos

esféricos constam dos apéndices F, G, H, I, J e K, respectivamente.

Finalmente, vale observar que, de posse do modelo do campo gravitacional

desenvolvido pelo método da expansdo do potencial em série, pode-se emprega-lo em
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varios estudos referentes ao corpo a ser estudo, tais como, a determinagao dos pontos de
equilibrio, também chamados de pontos estacionarios, assim como a analise de suas
correspondentes estabilidades, tanto no sentido de estabilidade orbital, quanto no

sentido de Liapunov.
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APENDICE A - DEDUCAO DA INTEGRAL DE UMA FUNCAO POLINOMIAL
SOBRE O TETRAEDRO RETO RETANGULO

Devido a relevancia dessa integral, utilizada na obtencdo do modelo do potencial
gravitacional apresentado neste trabalho, faz-se necessario sua deducéo, apresentada a

sequir.

As funcoes beta e gama sao definidas pelas Equacdes (A.1) e (A.2), respectivamente:

B(n+1,n, +1)='[;x”1 (1-x)™ dx (A1)
F(n+1):J‘ e *x"dx=n!, (A.2)
0
e se relacionam por meio da Equacao (A.3):

r(m)r(n) _ (m-1)! (n-1)!
I'(m+n) (m+n-1)!

A(m.n)= (A.3)

Logo, a integral da funcio f (X,y,z) =x"y™z™ sobre o tetraedro reto retangulo W, com

vértices localizados nos pontos 0(0,0,0), V;(1,0,0), V,(0,1,0) e V,(0,01), ¢

expressa pela Equacéo (A.4):

1 pl-z pl-z-y
I :J'J’J‘xnlynzznS dx dy dz :I j x"my"z"™ dx dy dz
0do Jo
w
1 1

epl-7
“n +1Io 0 (1-z-y)*" y™z" dydz (A4)
1 o

n,+1

_ 1 r .12(1—2)'“1(1—LJ1 y™z" dydz

Fazendo Y =1L, entdo, y=(1-2)Y. Logo, dy=(1-z)dY, a qual, substituida na
—Z

Equacdo (A.4), produz a Equacéo (A.5):
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1
n+1

1p1
I j (1-2)*(1-Y)" (1-2)™ Y ™2™ (1-2)dY dz.
040

Manipulando algebricamente a Equacédo (A.5), chega-se a Equacdo (A.6):

1
n +1

1pel
j .[ (1=Y )"y (1 7)) g0 gy 7
040

a qual, pode ser reescrita por meio da Equacdo (A.7)

1
n+1

1
J. B(ny +1,n, +2)(1- 7)) Mgy
0

Por sua vez, a Equagéo (A.7) produz, na sequéncia, as Equacdes (A.8) e (A.9):

| = ﬂ(nz+1'n1+2)ﬂ(n3+1,n1+n2+2)

n+1

o1 n, ! (n +1)! n3!(n1+n2+2)!.
n+1 (m+n, +2)! (n +ny+n5+3)!

(A5)

(A.6)

(A7)

(A8)

(A.9)

Portanto, a integral da funcdo polinomial f(X,y,Z)zx"ly“ZZ"3 sobre o tetraedro reto

retangulo OV\V,V;, representado por W, é dada pela Equagéo (A.10)

Izjjjxniynzz”dedydz= LLLULLL L
(n +n, +n;+3)!
w
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APENDICE B - RELACAO ENTRE AS FUNCOES BETA E GAMMA

Muitos problemas em Engenharia recorrem as chamadas fungBes especiais da
Matematica aplicada para chegarem a uma solucéo, sendo tais funcdes, definidas por

integrais que podem ser determinadas por um numero finito de func6es elementares.

Para o célculo do potencial de um corpo com distribuicdo de massa irregular, a
dificuldade predominante esta atrelada aos célculos de integrais de volume, as quais
foram simplificadas, aplicando o método desenvolvido por Lien e Kajyia (1984), cuja
técnica utiliza as funcGes especiais Beta e Gama. O intuito deste apéndice é apresentar a

relacdo entre essas funcdes.

A funcdo Gama é definida pela Equacéo (B.1)

r(z)= jo ettt (B.1)

sendo Re(z)>0, isto é, parte real de z é positiva. Considerando um nimero c, tal que

Re(c) >0, a Equacdo (B.1) pode ser reescrita como a Equacdo (B.2)

C 00
r(z)= IO e 't* 1t + J.C e 't* dt (B.2)

Integrando por partes a primeira parcela do segundo membro da Equacéao (B.2), obtém-
se a Equacéo (B.3)

C z C
j e‘ttz‘ldtze‘tt—+1j e 't2dt (B.3)
0 Z 7J0

Caso ¢ — o, 0 limite obtido é expresso pela Equacéo (B.4)

+

e 'tZdt (B.4)

resultando na Equagéo (B.5)

I'(z+1)=271(z) (B.5)

Outra funcdo especial envolvida é a funcéo Beta de Euler, definida pela Equagao (B.6)
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ﬁ’(a,b):."lel_l(l—x)t)_1 dx (B.6)

0

satisfazendo Re(a)>0 e Re(b)>0. Logo, 7"(a)/(b) é dado pela Equacéo (B.7)

+00 +

r(a)r(b):j

e‘an‘deI
0

00 +00 @ +00
e YxYldt = j j e (V) lyblgydy  (B.7)
0 o Jo

Substituindo x =u? = dx=2udu e y=v?=dy=2vdv na Equagio (B.7), obtém-se a

Equacdo (B.8)
+00 +00 2,.,2
r'(a)r(h)= 4j duI g (V) 2a- 201, (B.8)
0 0

Utilizando as coordenadas polares u=rcosd e v=rsend, e lembrando que a

Jacobiana dessa transformagdo é dada pela Equacéo (B.9)

o(u,v) [cos@ -rsend
= =r (B.9)
o(r.0) |send rcosd
Entdo a Equacdo (B.8) torna-se a Equacdo (B.10)
+0 ) /2 » B
r(a)r(b)= 4I e’ rz(a+b)_1drj (cos6)** ™ (sen6)* " do (B.10)
0 0

Rearranjando a Equacdo (B.10), pode-se reescrevé-la na forma da Equacéo (B.11)

r'(a)r(b)= 2'[0+OO o p 2 (a+b)-1] 2rer‘0ﬂ/2 (cos 0)2a—1 (sen 6?)2b_1 de (B.11)

Substituindo r? =t na Equacéo (B.11), resulta na Equacio (B.12)

+00 /2 4 b—1
F(a)]“(b):j0 e_tt(aer)_ldtJ‘: (00329)a (senze) 2senfcosfdo  (B.12)
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Fazendo s=cos® &= ds=—2sendcosddg, tem-se que 1-s= sen®g, que substituidas

na Equacdo (B.12), produz a Equagéo (B.13)

r(a)r(b)= jo+°°e-tt<a+b>—1dt Losa—l (1-5)° 7 (~ds) (B.13)

que equivale a Equacéo (B.14)
r(a)r(b)= J:OO e_tt("’“rb)_ldtj.olsa_1 (1- s)b_l ds (B.14)
Portanto, das defini¢des das funcdes Beta e Gama, a Equacéo (B.14) fornece a Equacao
(B.15)
I'(a)r"(b)=7I"(a+b)p(ab) (B.15)
resultando na relacdo desejada, a qual é expressa pela Equacéo (B.16)

r'(a)r"(b)

I'(a+b) (B.16)

B(ab)=

Da Equagéo (B.16) percebe-se que S(a,b)=/4(b,a).
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APENDICE C - DEDUCAO DO INTERVALO DE CONVERGENCIA PARA A
EXPANSAO EM SERIE DE POTENCIAS DA FUNCAO GERATRIZ DOS
POLINOMIOS DE LEGENDRE

Seaeb €eR emeN, entdo, o teorema binomial permite escrever a Equacéo (C.1)

(a+b)" = Z(r:jab C1)

n=0

m I
sendo —— ™ Tomando-se a=1e b=-x na Equacéo (C.1), obtém-se a
n) nl(m-n)!

Equacéo (C.2)

(1-x)" = Zm:[r:)(—l)m_” X" =1— mXerx2 +ot(-1)" X", (C.2)

n=0

a qual, é a série de McLaurin da fungdo f(x)=(1-x)", para xeR e meN. Se

m e R, entdo, a série de potencias, dada pela Equacéo (C.3),

1-mx + m(r;—l) x* — m(m—l?’)l(m—Z) X+ ...

n fatores (C3)

nm(m-1)(m-2)..[m-(n-1)]

n!

+ ...

+(-1)

é a série de McLaurin, caso convirja, que representa a fun¢do f(x)=@a—x)", meR.

A Equacdo (C.4) permite calcular o raio de convergéncia da série expressa pela Equacéo
(C.3)

an+l

a,

. |m—n
:Ilm—I I

1, C4
noe N+l ©4

lim

n—o0o

para todo me R\N fixado. Portanto o raio de convergéncia da série binomial ¢ R=1,

ou seja, a série binomial converge em | x|<1, e diverge em |x|>1. Caso m e N, tem-se

que a serie binomial sera dada pela Equacéo (C.5)
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(1-x)" = f a,x", (C.9)
n=0

m(m-1)(m-2)...m-(n-1
na qual, a =1 e a,=(-1)" (m-1) n)l (m-(n-1)] , para n=2,3,..,m, e

a,=0 se n>m+1.

Considere o triangulo formado pelos pontos O, P e B, ilustrado na Figura C.1

Figura C.1 — Tridngulo formado pelos pontos O, P e B.

P

Fonte: Producéo do autor.

Aplicando o teorema dos cossenos para a Figura C.1, pode-se obter o valor de r, dado
pela Equacdo (C.6):
r2= p2 +,0’2 —2pp'COS Y. (C.6)

!

Isolando L da Equacdo (C.6), definindo }(=% e U=CoSy, obtém-se a Equacdo
r

(C.7):

- (C.7)

p\1-2u +;(2

1 1
r
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Deseja-se expandir a fungdo V(x,u)=(1—2uX+x2)_]/2, denominada fungdo geratriz
dos polinémios de Legendre, em uma série de poténcias convergente de 3. Com este

propdsito, pode-se reescrever a funcéo V , obtendo a Equacéo (C.8)

1 1
V ,u)= = . (C8)
(z:4) \/1—2u;5+;52 \/1—(2u;(—;(2)

Definindo v:2uX—x2, conclui-se que a funcdo V pode ser expandida, inicialmente,
em uma série binomial, que sera convergente, desde que |v|<1, como indicado pela
Equacéo (C.4). Logo, impondo-se essa condigdo, obtém-se o sistema de inequacdes
dada pela Equagéo (C.9):

|2u;(—;(2|<1 = —1<2u;(—;(2<1. (C.9)

Lembrado que |u|<1 e |y|<1, para u=—1 e u =1, obtém-se os sistemas de inequagdes

expressos pelas Equacdes (C.10) e (C.11), respectivamente:

—1<—2;(—;(2<1, (C.10)

“1<2y- 4% <1, (C.11)

Entdo, a solucdo simultanea dos sistemas dados pelas Equacgtes (C.10) e (C.11), satisfaz

as condices |y |< \/5—1 e x = x1. Portanto, nesse intervalo, a fungdo V pode ser

escrita como uma série de potencias em y convergente, dada pela Equacédo (C.12)

1
J1-Quy- 7%

=Ry (u)+P (U) z+ P (U) £2 +..., (C.12)

sendo Ry(u),P(u),P,(u),..., os polindmios de Legendre.
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APENDICE D - TEOREMA DE EULER PARA FUNCOES HOMOGENEAS

Considere a funcdo f:R" — R definida pela Equagéo (D.1)

y =T (XX, %) (D.1)

Diz-se que f é uma funcdo homogénea de grau p, se satisfizer a condicdo dada pela
Equacéo (D.2)

f (A%, A%, A% ) = AP £ (X, X0, Xy ), VAER (D.2)

Uma propriedade importante das fungdes homogéneas € o fato de que se conhece 0
valor da funcdo num ponto P, entdo conhece-se o valor da funcdo em qualquer ponto P’

que tenha coordenadas proporcionais as coordenadas de P.

Outra propriedade importante das funcdes homogéneas é a que se a Equacéo (D.2) for

derivada em relacéo a /, obtém-se a Equagéo (D.3)

n

of _
Za—xi = pAPH (3, Xg e X ) (D.3)

= 0(A%)

e como esta relacdo deve ser valida para qualquer A real, se A =1, resulta na Equacéao
(D.4)

z af' Xi=pFf (XX %) (D.4)

conhecido como o Teorema de Euler para fun¢ées homogéneas.
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APENDICE E - RELACAO ENTRE O NUMERO DE VERTICES E FACES DO
MODELO POLIEDRICO DO ASTEROIDE

Considere um poliedro com m faces e E arestas. Desse modo, a face F tem n, arestas e
forma n —2 regides triangulares, a face F, tem n, arestas e forma n, —2 regides
triangulares, assim por diante, e, finalmente, a face F,, tem n,, arestas e forma n,, —2

regides triangulares. Logo, 0 nimero de arestas desse poliedro é dado pela Equacao
(E.1)

g1 (E.1)
24

Relacionando o numero de faces, o nimero de arestas € 0 numero de regibes

triangulares, obtém-se a Equacéo (E.2)

2E—2F:§:ni—2m:§:(ni—2) (E.2)
i=1 i=L

m
tomando F=m e lembrando que Z(ni—z) representa 0 numero de faces
i=1

triangulares do poliedro. Aplicando o Teorema de Euler para poliedros, tem a Equacéo
(E3)

V-E+F=2 = 2V-2E+2F =4 (E.3)

Substituindo a Equacéo (E.2) na Equacao (E.3), resulta na Equacéo (E.4)
F=2V-4 (E.4)

a qual, relaciona o numero de faces triangulares com o numero de vértices do poliedro.
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APENDICE F - COMPARACAO ENTRE OS COEFICIENTES DOS
HARMONICOS ESFERICOS NORMALIZADOS REFERENTES AO
ASTEROIDE 2063 BACCHUS OBTIDOS PELO AUTOR VIA POTENCIAL E
VIA DIRETA

Para obter o modelo do campo gravitacional em torno do asteroide Bacchus e de seus
coeficientes dos harménicos esféricos via potencial, assim como via direta, Tabela F
foram utilizados os dados de radar (NEESE, 2004) disponibilizados pela NASA
Planetary Data System (2004), contendo 2048 vértices e 4092 faces.

Tabela F — Comparacéo entre os coeficientes de Stokes normalizados relativos ao Bacchus.

Via potencial Via direta Diferenca
Co | 1,00000000000x10° | 1,00000000000x10° | 3,21443582472x107%5
Cyo | -3,23020048455x10718 | -3,09231601116x10728 | 1,37884473384x1071
Cyy | -1,90510707226x107Y7 | -1,92672979344x10°Y | -2,16227211850x1019
Si | 1,48317754426x107Y7 | 1,46000671562x107Y | -2,22708286411x1072°
Cr | -1,18677719605x10°" | -1,18677719605x1071 | 8,05612214282x10718
C, | 5,54629185584x107Y7 | 556819054922x10°Y | 2,18986933729x10719
Su | -1,02587329733x107%8 | -1,02618268920x1071° | -3,09391869644 x10™2
Cp, | 1,09981774411x1071 | 1,09981774411x107% | -1,34925998612 %10
S, | -1,54827221532x1070 | -1,54507708863x10728 | -3,19512668447x101°
Cy | 2,64868614172x1073 | 2,64868614172x107% | -1,91850695317 x10 ™9
Cy | -2,47981600458x1072 | -2,47981600458x1072 | -1,81180676995x10 18
Sy | -3,42521462512x107% | -3,42521462512x10~3 | -2,03384781266x1071
Cy, | -7,87625649979x1073 | -7,87625649979x107% | 6,25647354519x10 19
Sy | 549277302339x1073 | 5,49277302339x107% | -2,76697342815x10 9
Cy | 2,57473044855x1072 | 2,57473044855x1072 | 1,24040616118x10 20
Ss | 1,19753482831x1072 | 1,19753482831x1072 | 1,12940777381x10°%
Ci | 6,01543973835x1072 | 6,01543973835x1072 | -4,23231964847x10718
Cu | -3,66926399057x10°% | -3,66926399057x1072 | -5,26196003091 109
Sa | -1,60371720789x107% | -1,60371720789x107* | 3,64430989120x102°
C. | -8,81947633109x1072 | -8,81947633109x1072 | 2,03147657797x10™°
Si | -5,79985481736x107% | -5,79985481736x10~° | 2,75325184950x10 19

(Continua)
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Tabela F — Concluséo

Via potencial

Via direta

Diferenca

2,73693183188x10°

2,73693183188x10°

3,63147242417x107°

&
&

2.44783451607 x10~2

2,44783451607 x10~2

-9,87645627480x10%°

AOI

1,18324593248E-01

1,18324593248E-01

-1,71197565040 x10 2

(%2l
S
>

1,50587645229 x102

1,50587645229 %102

-5,18309025155x10 29

ol
o

-1,83101058507 x10~*

-1,83101058507 x10~*

-4,76090558401 x10~2°

2,98525538899 %102

2,98525538899 102

245639788392 x10 18

D)
&

3,04821480962 %102

3,04821480962 %102

2,64346033122 %102

4,08862372709x107°

4,08862372709x107°

-2,56776596781x10 29

|
<

-4,08677083307 x10°

-4,08677083307 x10°

1,92837389400x10 29

-3,06955311560 %102

-3,06955311560 %102

-2,35737521940 %102

]
&

-8,75300700644 %1072

-8,75300700644 %102

-1,68231366375x10 2

-1,13545111031 10

-1,13545111031 10

7,68306277515x102°

OJI
<3
N

3,96932117384x107°

3,96932117384x107°

1,39099670813x10 29

2.81107837240x1072

2.81107837240x1072

1,57578655323x10%°

|
&

1,61026619046 x102

1,61026619046 x1072

243060135917 x10 2

D
o

-5,12225515751 10

-5,12225515751 10

3,83681766512x10 8

-2,08180084332x10°

-2,08180084332x10°

2,68068596315 x10 72

2]
o
fusy

4,16788784845x10~%

4,16788784845x10~%

1,46175559476x10%°

7,22179496205 %102

7,22179496205x10 2

-5,42203252599 1018

|
o
N

7,97533056736x10°

7,97533056736x10°

-7,33933813495x10 2

8,94062083352x107*

8,94062083352x107%

-4,54385671302x1029

]
o
w

-2,47202534606 x10~°

-2,47202534606 x10~°

5,63806124528 x102°

-7,47257811851 %1072

-7,47257811851x1072

4,39171518796x10 2

< I
o
S

-1,55677207065x10

-1,55677207065x10

4,04621395901 x107°

2,09951937837x107°

2,09951937837x107°

4,74457889914 x107°

]
[2)
[3;]

5,40807362941 %1072

5,40807362941 %1072

-9,89359503072x10%°

1,07413705844 %10

1,07413705844x107*

-8,09724653928 x10 718

w

o
(2]

2,84406712745x102

2,84406712745x102

-2,90037157464 x102°

Fonte: Producéo do autor.
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APENDICE G - COMPARACAO ENTRE OS COEFICIENTES DOS
HARMONICOS ESFERICOS NORMALIZADOS REFERENTES AO
ASTEROIDE 101955 BENNU OBTIDOS PELO AUTOR VIA POTENCIAL E
VIA DIRETA

Para obter o modelo do campo gravitacional em torno do asteroide Bennu e de seus
coeficientes dos harmdnicos esféricos via potencial, assim como via direta, Tabela G
foram utilizados os dados de radar (NOLAN et al., 2013) e disponibilizados pela
NASA, contendo 1348 vértices e 2692 faces.

Tabela G — Comparagéo entre os coeficientes de Stokes normalizados relativos ao Bennu.

Via potencial Via direta Diferenca
Co | 1,00000000000x10° | 1,00000000000x10° | 1,60600834931x10 16
C | 5,10148251116x107%8 | 510861027436x10718 | -9,71277632001x10 2
Ciy | -4,49623592761x10718 | -4,50366418673x10718 | -7,42825912584x10 2!
Si | -6,11059181749x107Y | -6,14786326293x10Y7 | -3,72714454388x10™°
C | -1,75565029799x1072 | -1,75565029799x1072 | 1,11959593157 x10 9
Co | -2,42297422495x107Y | -2,39679914006x10Y7 | 2,61750848888 %1071
Su | -8,65116562290x107Y | -8,66956647855x1077 | -1,84008556425 x1019
C, | 580311889770x10~% | 5,80311889770x107° | -2,20371054579x10 19
S, | 2,33083777330x107%8 | 2,33025580888x10710 | 5.81964422292x10 %
Cy | -5,56049920875x10~% | -5,56049920875x1073 | 1,23057168678x102
Ca | -1,56472431661x1073 | -1,56472431661x107% | -3,70688882741x10 2
Su | 1,53992029049x1073 | 1,53992029049x10° | 1,05668780531x107%°
Cs | -1,03729343179x1074 | -1,03729343179x107* | -1,33246858608x10 %
Sy | 1,10327011190x1074 | 1,10327011190x107* | 5,05536067148x10 2
Cy | -2,63151511486x1073 | -2,63151511486x10°% | -1,11362152281x10 19
Ss | -9,04010067188x107* | -9,04010067188x107* | 2,00148646492x1071°
Ci | 1,02534817487x1072 | 1,02534817487x1072 | -2,44387196269x10 2
Cu | 4,02905420243x107% | 4,02905420243x107* | 6,08082697428x10°%0
Sa | 1,86790926021x1073 | 1,86790926021x107% | 8,56891540843x10 2
C. | -2,16315958089x107% | -2,16315958089x10~° | 2,53369314461x10 2
Si | -7,48635748279x107* | -7,48635748279x10~* | -7,77502844802x10 %3

(Continua)
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Tabela G — Concluséo.

Via potencial

Via direta

Diferenca

-1,07488792875x10~°

-1,07488792875x10~°

-9,75361463443x10%°

&
&

-9,04495713041 x10™°

-9,04495713041 x10™°

1,45075104211x10~%°

AOI

2,17236508848x10°

2.17236508848 x10 2

-1,47677514546 102

2]l
S
>

-3,12495285183x10°

-3,12495285183x10°

9,70058092111 x10%°

al
o

1,31336407223x107°

1,31336407223x107°

-5,88446999454 x10

-5,42729356758 x10~*

-5,42729356758 x10™*

-1,71798994501 x102°

N
&

-1,10128596312x10™*

-1,10128596312x10~*

-4,01623107313x10%°

-5,19119951448 %10~

-5,19119951448 %10~

-1,49266023404 %1020

]
(3

-1,24547832177x107°

-1,24547832177x10°

-6,96841530765x102°

-4,11813618357x107*

-4,11813618357x107*

2.06123972672x10%°

D)
&

1,98552601271 %10~

1,98552601271x10™*

-1,07662042056 x10 2

-1,39920597053x10°

-1,39920597053x10°

-4,99888884240 %10 2°

:‘:I
ol
»

-4,33570225130x10*

-4,33570225130x107*

3,07489483735x10%!

-4,98384886424x107*

-4,98384886424x107*

1,06350733122x1071°

D)
&

5,54115793458 x10 ™%

5,54115793458 x10~*

4,22179330370x10%°

D
o

-2,51746094703x10°

-2,51746094703x10°

1,26795794679x102

1,19358388101 x10~°

1,19358388101x10~°

6,40475509459 x10~2°

]
o
fuey

3,10618976038 x10~°

3,10618976038x10~°

-6,84306424118 x10%°

7,42628323002x107%

7.42628323002 %1074

-1,14970473640x102°

|
o
N

2,88872216819x107%

2,88872216819x107%

-3,86184295596 x10 23

1,36249778999 %102

1,36249778999x10~°

4,16701539229 %10~

]
o
w

9,65138371326x107*

9,65138371326x107*

-1,10838898985 x10~2°

-5,29542993302 x10™~*

-5,29542993302 x10

5,00840751573x102°

G I
o
N

7,06806995725x10™%

7,06806995725x10 ™%

-2,84051220064 x10~2°

1,42494630823x107*

1,42494630823x10™*

-4,35164523126 x10%°

]
[2)
ol

5,80893242683x107*

5,80893242683x107*

-7.46704553609 x102°

7,13168111593x107%

7.13168111593x1074

-1,44601794704 %102

w

(o)
(o2}

3,02771300248x10°

3,02771300248x107°

-8,86152835457 x10~2°

Fonte: Producéo do autor.
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APENDICE H - COMPARACAO ENTRE OS COEFICIENTES DOS
HARMONICOS ESFERICOS NORMALIZADOS REFERENTES AO
ASTEROIDE 1580 BETULIA OBTIDOS PELO AUTOR VIA POTENCIAL E
VIA DIRETA

Para obter o modelo do campo gravitacional em torno do asteroide Betulia e de seus
coeficientes dos harménicos esféricos via potencial, assim como via direta, Tabela H,
foram utilizados os dados de radar (MAGRI et al., 2007) e disponibilizados pela NASA,

contendo 1148 vértices e 2292 faces.

Tabela H — Comparacéo entre os coeficientes de Stokes normalizados relativos ao Betulia.

Via potencial Via direta Diferenca
Co | 1,00000000000x10° | 1,00000000000x10° | 2,40779618466x10
Co | 3,36184236797x107Y7 | 3,35600638795x10Y | 5,83598002208x10 2
Cyy | -1,13543936075x10°7 | -9,70379363317x10728 | 1,65050997429x10 18
Si | 1,71838272787x107Y7 | 1,66384552917x107Y | -5,45371986982x10 9
C | -6,60146506901x1072 | -6,60146506901x1072 | 3,40753955748x10 18
Cy | -2,61105041107x107Y | -2,61012087702x107Y7 | 9,29534049645x10 2
Sx | -1,03277207035x107%8 | -1,03551277259x1071 | -2,74070223948 1019
Cp | 2,65204700661x1072 | 2,65204700661x1072 | -1,74416515041x10718
S, | 1,37567613463x10° | 1,33105032962x10Y7 | 4,46258050143x10 9
Cy | 3,60702208953x1073 | 3,60702208953x1073 | -2,87474034654x10 19
Cy | -2,53587628862x1073 | -2,53587628862x10°% | -3,34605043772x10 19
Su | -2,30698501585x10~% | -2,30698501585x10° | 8,68418362569x10 %
Cy | -1,72128599863x1072 | -1,72128599863x1072 | 9,54552052912x10 19
Sy | 8,58401476339x1073 | 8,58401476339x1073 | -3,11486970620x10 9
Cy | 2,28214024318x1073 | 2,28214024318x10~% | 3,05182601741x1019
Ss | -2,80461923372x1072 | -2,80461923372x102 | -1,58475439466x10 18
Ci | 1,42060330448x1072 | 1,42060330448x1072 | -7,81247409999x10 19
Cu | -6,59000703915x107* | -6,59000703915x107* | -1,28170339273x10 2
Sa | -572212503684x1074 | -5,72212503684x10* | 9,00915547098x10 2
Cp | -7,15113903637x10~° | -7,15113903637x10° | 5,79744484906x10 12
S. | 2,48519157518x107* | 2,48519157518x10~* | -9,00313528930x10 20
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Tabela H — Concluséo.

bol

2,97059200752x107°

2,97059200752x10~2

1,26129290808 x10™1°

&
&

4,17494490089 %102

4,17494490089x10°2

250425533174 %102

»OI

-1,56100439321 %1072

-1,56100439321 %102

1,58611472875x10~2

&
S
IS

1,43158186981x10°

1,43158186981x10°

3,35354559075x10 12

a1
o

-4,44249891149x1073

-4,44249891149x1073

2,97949585691 x10 2

2,31061126833x107°

2,31061126833x107°

1,01192957176x10™2°

D)
&

1,81669089957 x10~°

1,81669089957 x10°

-6,79729425756 x102°

9,16317343922x107°

9,16317343922 %1072

-4,78509408746 x10 12

D)
N

-3,09686302978 %102

-3,09686302978 x10~°

1,72519142839x101°

mOI

-1,68739450654 x10 >

-1,68739450654 x10~°

-2,23849807818x10%°

]
&

5,67253553748x10°

5,67253553748x10°

4,32801989133x107°

mol

-2,37034623351 %102

-2,37034623351x10°

8,86443727166x10 2

OJI
ol
N

-2,52456651028 x10~°

-2,52456651028 x10~°

2.48360043059 x102°

mOI

-1,40684750806 x10~°

-1,40684750806 x10~°

-2,03439200658 x10 2

D)
&

-6,85216374373x10°

-6,85216374373x10°

-9,04180820957 x10~29

D
o

-2,38327959670x10 2

-2,38327959670x10°

1,76925579322 x10719

mol

1,30365561893 %102

1,30365561893x10~°

1,78499853977 x10~%°

]
o
s

1,37495516983 %102

1,37495516983x10~°

3,25103433155x10%°

1,18441115889x10°

1,18441115889x10°

-2,77002240118x10~29

|
o
N

-7,09997792375x10 ™

-7,09997792375x10°

4,98124216140x10 4

-8,05923615591 x10™*

-8,05923615591 x10™*

1,95901612281 x10~%°

:‘:I
o
w

-4,10284783585x10~°

-4,10284783585x10~°

-3,26973552739x10 2

6,92104182450x107*

6,92104182450x107%

-1,53074778316x10 2

0|
o
=

-2,06703804389 %104

-2,06703804389x10~*

-7.16514127235x10 2

mol

2.15942718190x102

2.15942718190x102

1,24868752915x101°

]
[2)
[3;]

7,43647677081x107°

7,43647677081x107°

8,13250642251 x10 2

mOI

-8,20781745865x10°

-8,20781745865x10°

4,24544379683x107°

w

(o}
(o2

5,20755545433x10 7%

5,20755545433 %104

3,16265102319x10 12

Fonte: Producéo do autor.
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APENDICE | - COMPARAGCAO ENTRE OS COEFICIENTES DOS
HARMONICOS ESFERICOS NORMALIZADOS REFERENTES AO
ASTEROIDE 4769 CASTALIA OBTIDOS PELO AUTOR VIA POTENCIAL E
VIA DIRETA

Para obter o modelo do campo gravitacional em torno do asteroide Castalia e de seus
coeficientes dos harmonicos esféricos via potencial, assim como via direta, Tabela |
foram utilizados os dados de radar (NEESE, 2004) disponibilizados pela NASA
Planetary Data System (2004), contendo 2048 vértices e 4092 faces.

Tabela | — Comparag&o entre os coeficientes de Stokes normalizados relativos ao Castalia.

Via potencial Via direta Diferenca
Coo | 1,00000000000x10° 1,00000000000x10° | 6,95122670362x10 16
Ci | 2,18823190445x1071 | 2,16577267641x107L | 2,24592280320x101°
C., | 5,63908233883x10718 | 569793089779x10718 | 588485589648 x102°
Su | 1,55678945323x1071 | 1,58573401254x107Y | 2,89445593074x107 19
Cy | -1,05085885878x1071 | -1,05085885878x1071 | 2.56633311100x10 18
C, | -9,73510184009x10718 | -9.60515042489x10718 | 1,29951415204x10~1°
S, | 2,00486234844x10718 | 2,07275207391x10718 | 6,78897254714x10%°
C, | 1,48221977330x107% | 1,48221977330x107% | 358422886994 x10718
Sy | -1,87316494193x10°Y | -1,93489136678x10° " | 6,17264248562x101°
Cy | -2,00883981683x1072 | -2,00883981683x10~2 | 3,55857163679x101°
Cy | 3,43116228683x107% | 3,43116228683x107% | 1,02934863076x10 18
S | -7,48643953309x107* | -7,48643953309x107* | -1,43318127376x10 2
Cy, | 1,17695437647x1072 | 1,17695437647x107% | 4,21885388167 x10~%0
S;, | 2,28275173272x1073 | 2,28275173272x107% | -2,81981541420x10 2
Cy | -1,78385241460x1072 | -1,78385241460x1072 | -1,55222614852x107 18
Si | 1.19145491198x1072 | 1,19145491198x1072 | 1,32705790871x10718
Cho | 3,53178698419x1072 | 3,53178698419x1072 | -7,73734621730x107 19
Cu | -2,63501619379x10~2 | -2,63501619379x10~° | -1,86142913637 x10 2
Sy | -1,63916753662x107° | -1,63916753662x10~° | -6,34798662660 x102°
Ch | -4,86195297962x107% | -4,86195297962x107% | 3,67985058996x10 18
S, | 3,10180504774x10~° | 3,10180504774x10° | -3.69030421471x10719

(Continua)

235



Tabela | — Conclusao.

Via potencial

Via direta

Diferenca

-6,03673663817x107°

-6,93673663817x10~°

-5,67871969076 x10 2

&
&

3,83941217730x10°°

3,83941217730x107°

3,77508690216 x10 2

AOI

4,50491753479x1072

4,50491753479x10 72

-3,31021935260x10 718

2]l
S
>

-1,22186792580 10

-1,22186792580 10

1,58533669727 x10 18

al
o

2,42018438145x10 72

2,42018438145x10 72

-4,79676800986 x10 2

-3,71693878436 %1072

-3,71693878436 %1072

-1,14791938122x10718

N
&

2,33876435947 x107°

2.33876435947 x102

1,40938155825x101°

-2,30591393839 x10 2

-2,30591393839 x10

284171950621 x10 2

]
(3

-1,87285670367 x10~°

-1,87285670367 x10~°

226684369931 x10 2

2.37300119753x1072

2,37300119753x1072

214892761923 x10 18

D)
&

-1,00620885892 102

-1,00620885892 x10 2

-1,11153612439x10 718

6,61735610238x10°

6,61735610238x10°

-1,09403353668 x10 2

:‘:I
ol
»

-8,18501346153x10*

-8,18501346153x10*

-1,78130705130x10 2

-3,60303328103x107°

-3,60303328103x10°

-1,71733598276x10 2

D)
&

2,45783824136 x10 2

245783824136 %102

1,45807105535x10 18

D
o

-1,50978414134 x10

-1,50978414134 x10

3,55691940646 x10 2

-1,87701445877x107°

-1,87701445877x10°

6,22803719598 x10%°

]
o
fuey

1,16435725793x107°

1,16435725793x107°

2.86093282961 x102°

2,21586106557 x10~2

221586106557 x10 2

-4,93267662207 x10 2

|
o
N

-5,34457884836 10

-5,34457884836 x10°

207214036353 x10 2

5,83599343801 x10 2

5,83599343801 %102

4,69641699004 %102

]
o
w

-4,48466920581 x10~3

-4,48466920581 x10~3

-3,52569948748 x10 2

-1,92458109997 x 102

-1,92458109997 x 102

5,66000479675x10 2

G I
o
N

1,13773359612 x10 2

1,13773359612x10 2

-6,71012840594 %102

-6,04808808577 x10~°

-6,04808808577 x10~°

-3,77983266904 x10 2

]
[2)
ol

5,03223883409 %1072

5,03223883409 %102

291948395482 x10 2

1,34420722723x10

1,34420722723x1072

-3,03107401812x10°

w

(o)
(o2}

-2,96907106549 x10 2

-2,96907106549 x10 2

1,73845157386x10 18

Fonte: Producéo do autor.
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APENDICE J - COMPARACAO ENTRE OS COEFICIENTES DOS
HARMONICOS ESFERICOS NORMALIZADOS REFERENTES AO
ASTEROIDE 21 LUTETIA OBTIDOS PELO AUTOR VIA POTENCIAL E VIA
DIRETA

Para obter o modelo do campo gravitacional em torno do asteroide Lutetia e de seus
coeficientes dos harménicos esféricos via potencial, assim como via direta, Tabela J
foram utilizados os dados de radar (FARNHAM, 2013) disponibilizados pela NASA
Planetary Data System (2013), contendo 1483 vértices e 2962 faces.

Tabela J — Comparacéo entre os coeficientes de Stokes normalizados relativos ao Lutetia.

Via potencial Via direta Diferenca
Coo | 1,00000000000x10° 1,00000000000x10° | 1,03980409352x1071°
Ci | -3,05069389852x10718 | -3 29503356312x10718 | 2,44339664601 x101°
Cy, | 5,91577104230x10Y | 5,97156613278x10%" | 5,57950904745x10 2
Su | -7,09162799706x10°Y | -7,14600661346x10"% | -5,43786164008 x10 2
Cy | -5,83493158684x1072 | -5,83493158684x1072 | 1,61755958321x10 18
C, | 1,10088435801x10716 | 1,10126957133x10716 | 3,85213320735x10 2
S, | -3,35746233620x10 % | -3,36928948387 x10 % | -1,18271476655x10 2
Ch | 4,72148677238x1072 | 4,72148677238x1072 | -8.48732611288x107 19
Sy | 9,76185773893x10°° | 1,16180758131x10 18 | -1.85621807418x107 19
Cy | -3,07004950980x10~2 | -3,07004950980x10~° | 4,38834817310x102
Cy | 1,25984468161x107% | 1,25984468161x107% | 1,18922588487x107 1
S:: | 5,96019346036x10~% | 5,96019346036x10° | 3,58750814758x10™1°
C., | 5,13419201599x107° | 5,13419201599x107° | 6,15692780677 x10~%0
S, | -9,30317684934x10~* | -9,30317684934x10™* | -3,52461780550x102°
Cy | -1,68335450172x1072 | -1,68335450172x1072 | -1,59089635960x10 8
S: | 1,14705725492x1072 | 1,14705725492x1072 | 1,31409885814 %1078
Chpo | 1,17727272498x1072 | 1,17727272498x1072 | -2.52106935268x10 19
C, | 859317733835x10™% | 8,59317733835x10~* | 4,77320806268x102°
Sy | -5,02487412021x107° | -5,02487412021x10~° | -9,72567638239x102°
Cp | -1,11476134250x1072 | -1,11476134250x1072 | 1,00941972527 %1077
S, | 595025176221x10~° | 5,05025176221x10~° | -6,37865668071x10 1
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Tabela J — Concluséo.

Via potencial

Via direta

Diferenca

6,40158116680x10~*

6,40158116680x10~*

214157860027 x10°

&
&

7,68290341398 %1072

7,68290341398 %1072

8,89311033230x10 °

AOI

1,21638249255 x10 2

1,21638249255 x 102

-1,17879185939 %1018

2]l
S
>

-2,03251321008x10°

-2,03251321008x10°

-2,50709652572 x102°

al
o

-9,60947441854x10™*

-9,60947441854x10™*

-8,75996171092x10

-5,77494717853 %1073

-5,77494717853x10°

4,76786872199x10%°

N
&

-3,04381768202 %102

-3,04381768202x10°

-1,61365166771x10 2

5,71871054743x107%

5,71871054743x107%

5,91710025123 %102

]
(3

-1,51227254744x107°

-1,51227254744x107°

5,29388804069 x102°

7,03215172419x107°2

7,03215172419x107°2

5,35654759723x10 2

D)
&

1,57334984136x10°

1,57334984136x10~°

256768351595 x10 2

(223
N

Coi | -2,28641347935x103 | -2,28641347935x107% | 1,92688660979x10719
S, | -3,30065921928x107* | -3,30065921928x10* | 2,43358577172x10 2
Css | -1,02959438187x1072 | -1,02959438187x1072 | -2,44822523284 %109
Ses | 2,50548283616x107% | 2,50548283616x107° | 1,42836396114x10™ 9
Coo | -4,68911217275x1072 | -4,68911217275x103 0
Cei | 4,33451403209x10~* | 4,33451403209x10~* | -8,09093733971x102°
Ser | 3,97213215602x1073 | 3,97213215602x1073 0
Ce, | 3,86123711020x1073 | 3,86123711020x1073 0

|
o
N

-1,45117606136x10°

-1,45117606136x10°

3,70347835992 x10~2°

-3,37539033122x107°

-3,37539033122x10°

-3,94492534305 %102

]
o
w

-6,35238785681 10>

-6,35238785681 x10~°

-6,69315593959 %102

-2.40816750894 %102

-2,40816750894 x10°

0

G I
o
N

2,82346236382x107%

2,82346236382x107%

9,77767918975x10%°

3,63982543595x10 2

3,63982543595x10 2

227278158037 x10 2

]
[2)
ol

1,18590571029 %102

1,18590571029x10~°

4,94519318448 x10%°

2,09476583940x10 >

209476583940 %102

1,10302598855 x101°

w

(o)
(o2}

-2,80294299880x10°

-2,80294299880x10°

0

Fonte: Producéo do autor.

238




APENDICE K — COMPARACAO ENTRE OS COEFICIENTES DE STOKES
NORMALIZADOS REFERENTES AO ASTEROIDE 4660 NEREUS OBTIDOS
PELO AUTOR VIA POTENCIAL E VIADIRETA

Para obter 0 modelo do campo gravitacional em torno do asteroide Nereus e de seus
coeficientes dos harménicos esféricos via potencial, assim como via direta, Tabela H,
foram utilizados os dados de radar (MAGRI et al., 2007) e disponibilizados pela NASA,

contendo 1148 vértices e 2292 faces.

Tabela K — Comparacéo entre os coeficientes de Stokes normalizados relativos ao Nereus.

Via potencial Via direta Diferenca
Coo | 1,00000000000x10° 1,00000000000x10° | 1,69989348119x1071°
Cio | -1,67993035839x107%7 | -1,68176207205x107%7 | 1,83171365788x1072°
Chy | -2,14796977784x107Y7 | -2,11729313969x107Y7 | 3.06766381453 %1019
Sy | 3,19139800360x10°1 | 3.16207991448x10°17 | -2.93180891213x1071°
Coo | -9,10315855288x1072 | -9.10315855288x1072 | 6,28516732155x101°
Co | 3,70604580439x107Y7 | 3,70599298964x107Y7 | -5,28147515416 x1022
S, | -7,36820079295x1077 | -7,35925579271x107Y7 | 894500023747 x10~%°
Crr | 1,05142351502x10% | 1,05142351502x107% | -8.77917881063x10 19
S, | 1,03723133664x107%0 | 1,04068048893x10718 | -3,44915229948x1071°
Cso | 8,93885654765x107° | 8.93885654765x107° | -3,52837927511 x102°
Cor | 2.11147640475x1073 | 2,11147640475x1073 | -6,10944623856 x102°
S | -1,53974996143x1073 | -1,53974996143x102 | 8,76917565773x102
Coy | -4,26637927718x1073 | -4,26637927718x10~3 | -8,61069546994 x 1020
S» | 6,12270916384x1073 | 6,12270916384x10~3 | -2,05828518588x107°
Cas | -6,00955139427x1073 | -6,09955139427x10~3 | 1,40319517409x107°
Sy | -3,67898059456x1073 | -3,67898059456x10™2 | -3,02092296364 x10™°
Cro | 3,47724917668x1072 | 3,47724917668x1072 | -7,72184160648 1072
Cu | -1,64448298386x1073 | -1,64448298386x10~3 | -3,96346218210x10 20
S. | -1,66860545760x1074 | -1,66860545760x107% | -4.05915441572x10~2°
Cp | -4.29207616192x1072 | -4,29297616192x1072 | 433266029433 x102°
S, | 3.03884189970x1073 | 3,03884189970x10~3 | 870895943628 x10 20
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Tabela K — Concluséo.

Via potencial

Via direta

Diferenca

Ny
w

-5,68672154013%x107*

-5,68672154013x10~*

1,59606474008 %1019

2
&

1,33747501960x10~°

1,33747501960x10~°

1,23191604306x101°

N
I

4,42030530522 x10 72

4,42030530522 x10 72

3,01762710379x10 X

w
IN
I

-1,02075608729 x10

-1,02075608729 102

1,30398032193x102°

[%2]
o

-2,44947998104x107*

-2,44947998104 10~

-6,52888251786 x10 2

al
ey

-2,00644175753x107°

-2,00644175753x10~°

1,09865123117x1071°

wn
o
N

8,50707821061 x10~*

8,50707821061x10~*

-9,64665412475x10%°

(&
N

3,50343103865x10 >

3,50343103865x10 2

1,10726017406x1071°

w
8

-3,93558724821 x10°

-3,93558724821x10°

1,07842978457 x1071°

(%]
w

2.82266590101 %1072

2.82266590101 %102

-4,97395359414 %102

w
&

1,73137845129x107°

1,73137845129x107°

210124430982 x10

ol
S

-3,76569367745x10°

-3,76569367745x10°

-8,06829214514 %102

wn
o
R

3,98205035414 1073

3,98205035414 x1073

-6,40658427588 x10 2

(42}
o

-2,24036637023x107°

-2,24036637023x10~°

-1,07992193632x10 X

w
&

-8,19836720926 x10~°

-8,19836720926 x10°

-6,99009735317 x10™ X

o}
o

-2,20526669595 x 10~

-2,20526669595 x 102

-1,84937334409x10™ X

o
e

9,95404638266 x10~*

9,95404638266 x10~*

1,04124475651x101°

w
D
=2

1,76046649966 x10~*

1,76046649966x10™*

1,91636774794x10%1

o
N

2,87194910207 102

2,87194910207 x10~2

2,63521290279x107°

wn
o
i)

-3,43394294141 x107°

-3,43394294141 x10°

-4,40738242191 x10 %

o
w

-1,50465693835x10~%

-1,50465693835x10*

-1,36215595625x10

wn
o
@

-4,96586201233x1074

-4,96586201233x10~

-6,09918862972 x10%°

o
S

-2,66716519701 x102

-2,66716519701 x102

3,18090815861 x107°

(9]
)
S

7,54337572062x107°

7,54337572062x107°

-1,56135455492 x10 19

o2}
(3]

241665796582 x10~*

2.41665796582x10~*

1,86959382581 x10™1°

w
)
o

207923642798 x10~*

2,07923642798x10*

1,76992756380x101°

3,08141773782x1072

3,08141773782x1072

1,79782194680x10 18

-1,26758190697 x10~2

-1,26758190697 x10~2

-4,94100376447 x10

Fonte: Producéo do autor.
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APENDICE L - DETERMINACAO DE ALGUNS COEFICIENTES DOS
HARMONICOS ESFERICOS NORMALIZADOS UTILANDO AS FORMULAS
DE INTEGRACAO DIRETA

De acordo com as formulas para determinar os coeficientes dos harmonicos esféricos,

desenvolvidas no item 4.4, tais coeficientes sédo dados pelas Equacdes (L.1) e (L.2)

Cnm—(2 Omo)(n—m) ”I( j \m (sen@’)cos(mg’)dM (L.1)

n+m

S, = (2- 5mo J'U( j \m (send’)sen(mg')dM (L.2)

n+m

sendo n e m, respectivamente, a ordem e o grau do coeficiente, Oy, delta de

Kronecker, o’ = &2 +n% +¢2 , a raio normalizador, Py, os polindmios associados de
Legendre, & a latitude e ¢’ a longitude. Logo, variando os valores de n e m, obtém-se

os coeficientes até a ordem 3, dados pelas Equacdes elencadas de (L.3) até (L.17)

o[
cu o [ Lo
w3 o

v el

Co = aZLVJ’JA Sedv (L7)
Q
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1
Sy = A ”J neav (L.8)
Q

com iy e
a2 -5
oy et -5
S = j ! j n(4% -7 =& o (L13)

crm g [l

oty -1l

Sas ﬁ j ! j n(38 - ) o (L17)

lembrando que Q é o solido, objeto de estudo, e dv=d&drnde. Desse modo,

decompondo o sélido em elementos tetraédricos, conhecendo as coordenadas dos

242



vertices e o0s correspondentes tridngulos que eles formam, pode-se calcular os

coeficientes.
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APENDICE M - ALGORITMO PARA DETERMINAR O MODELO DO
CAMPO GRAVITACIONAL UTILIZANDO O METODO DA EXPANSAO DO
POTENCIAL EM SERIE BASEADO NA METODOLOGIA DESENVOLVIDA
NESTE TRABALHO

A metodologia empregada neste trabalho para modelar o campo gravitacional de um
corpo com distribuicdo de massa irregular, utilizando o método da expansdo do
potencial em série, € exposta na forma de um algoritmo que descreve 0s passos para
refinar as coordenadas do centro de massa, permitindo calcular os termos da série

expandida do potencial com maior preciséo.

a) obter as coordenadas dos vértices e das faces correspondentes, relativas ao
asteroide a ser estudado, disponibilizados pelo JPL/NASA;

b) calcular as coordenadas do centro de massa referente ao asteroide;

c) se essas coordenadas estiverem muito préximas da origem, da ordem 1071
ou menores, va para o0 passo d); caso contrario, faca uma translacdo dos
veértices iniciais, em relagdo as coordenadas do centro de massa inicial e

refaca 0 passo b);

d) determinar os momentos e produtos de inércia, utilizando as coordenadas dos

veértices finais que satisfacam o passo c);
e) construir o tensor de inércia com os valores encontrados no passo d);

f) calcular os autovalores e seus respectivos autovetores, correspondentes ao

tensor de inércia;

g) adotar a convenc¢do usual, colocando 0 menor momento de inércia em

relacdo ao eixo x, o intermediario, em relacdo a y e o maior, em relacéo a z;

h) verificar se os autovetores formam uma base ortonormal destrogira; caso
contrario, utilizando o produto vetorial, examine qual autovetor deve ter seus

sinais trocados;

i) multiplicar a matriz formada pelas coordenadas dos vértices finais pela matriz
de rotacdo, isto €, a matriz formada pelos autovetores que satisfazem o passo
h);
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A partir da obtengdo das coordenadas dos vértices finais, o centro de massa esta
localizado na origem e os eixos coordenados coincidem com 0s eixos principais de
inércia. Logo, pode-se iniciar os calculos relativos aos termos da expanséo do potencial

em série, utilizando a Equacgéo (M.1)

u-ay| [lfnwtars [[[awea - [[fnw e | o
Q Q Q

Jo,
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