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RESUMO

A simulacao de fenémenos do plasma espacial se dd, basicamente, por trés tipos de
modelagem: particulas, hibrida e magnetohidrodinamica. Esses tipos de modelagem
diferem basicamente quanto a simplificagdo do problema e a abrangéncia da area
de estudo. Neste trabalho, estuda-se o0 modelo magnetohidrodinamico (MHD) ideal
conservativo com multiplicadores de Lagrange generalizados estendidos (EGLM).
Esse modelo considera o plasma como um fluido nao-colisional e utiliza corregoes
de divergéncia livre para que a equacao de fluxo magnético seja bem resolvida nu-
mericamente. Em varias aplicacoes desse tipo de modelo, como, por exemplo, nos
estudos das ciéncias espaciais, ocorrem fenomenos como descontinuidades e choques
localizados na solucao. Para que esses tipos de comportamentos sejam bem mod-
elados, é necessario um refinamento maior da malha de simulacdo numérica nos
locais onde ocorrem. Nos métodos tradicionais, esse refinamento ¢é realizado global-
mente na malha, i.e., refina-se toda a malha, mesmo onde nao hé necessidade de
refinamento. Por outro lado, nos métodos adaptativos, utiliza-se uma malha que se
adapta automaticamente a solugao que se deseja obter, em cada passo de tempo.
Ao utilizar a técnica de analise multirresolucao adaptativa, basicamente, os coe-
ficientes wavelet sao utilizados como indicadores de regularidade local da solucao
numérica e definem como se dara os refinamentos hierdquicos da malha. Ao mesmo
tempo, ao utilizar essa técnica é possivel obter, em qualquer momento, a solucao do
modelo no nivel mais refinado da malha, utilizando os algoritmos de reconstrugao
no contexto da andlise de multirresolucao. Neste trabalho, é utilizada a abordagem
de multirresolucao adaptativa, combinada ao método dos volumes finitos, para si-
mular numericamente o modelo MHD com multiplicador de Lagrange generalizado
estendido, a fim de verificar essa nova abordagem nesse contexto fisico.
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ADAPTIVE MULTIRESOLUTION ANALYSIS IN THE CONTEXT
OF NUMERICAL RESOLUTION OF IDEAL
MAGNETOHYDRODYNAMICS MODEL

ABSTRACT

The space plasma simulation is basically related to three models: particles-in-cell,
hybrid and magnetohydrodynamics. The main difference between these models is the
scale of the physical phenomena. In this work, we study the conservative ideal mag-
netohydrodynamics model (MHD) using the extended generalized Lagrange multi-
plier (EGLM). In this model, the plasma is considered a non-collisional fluid and it
has divergence-free corrections for the magnetic flux equation, because we need this
equation to be correctely-solved numerically. In several applications of this model,
e.g., the space sciences studies, there are different types of phenomena, such as dis-
continuities and shocks. Thus, it is even more important to refine the simulation
mesh to well-model those types of behaviour locally. On the traditional methods of
refining, the mesh refinement is done globally, i.e., it refines the entire mesh, even
where it does not need to be refined. On the other hand, in adaptive methods it uses
a mesh that adapts itself to the solution we want to obtain, in every time step. Using
the adaptive multiresolution analysis technique, the wavelet coefficients are basically
used as indicators of local regularity of the numerical solution and they define how
the hierarchical refinement will be done. Moreover, when using this technique, it
is possible to obtain, at any moment, the solution in a more refined level by using
the multiresolution algorithms. In this work, we use the multiresolution approach,
with the finite volume method, to represent the solution of the extended generalized
Lagrangian multiplier MHD model and we want to verify this new approach in this
physical context.
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1 INTRODUCAO

No contexto da resolugao numérica de modelos fisicos, é comum a utilizagao de uma
abordagem adaptativa. Ao ser utilizada em um problema fisico, esse tipo de abor-
dagem pode diminuir o custo computacional de uma simulagao, pois esse tipo de
método evita cdlculos e o uso de memoria desnecessarios. A modelagem adaptativa
tem sido bastante utilizada na areas de pequisas relacionadas as Ciéncias Espaci-
ais, em diferentes abordagens. A adaptatividade auxilia na resolucao de problemas
em escala local e, ao mesmo tempo, interage com escalas globais de forma con-
sistente. Neste trabalho, opta-se pela utilizacao da abordagem adaptativa no con-
texto da andlise multirresolucao, aplicando-a a um modelo da magnetohidrodinamica
(MHD). Esse tipo de modelo ¢ utilizado na modelagem numérico-computacional de

fenomenos relacionados a fisica do plasma espacial.

No modelo MHD, o plasma é descrito por um sistema de quatro equagoes diferenciais
parciais: trés de fluido e uma de campo magnético . Essas equacgoes, quando estao
em sua forma conservativa, descrevem a conservacao de massa, momento, energia e
a evolugcao do campo magnético. O modelo MHD é uma extensao da dinamica de
fluidos, a qual descreve o comportamento de fluidos eletricamente condutores. No
caso do modelo MHD, tem-se a inclusao dos efeitos da forca eletromagnética. Esse
sistema de equacoes descreve a evolucao de quantidades macroscopicas e, por isso,
¢ utilizado quando nao ha interesse no movimento individual de particulas. Para
outros propositos, existem outros tipos de modelos que descrevem o comportamento

do plasma. Uma revisdo desse tema encontra-se em Ledvina et al (2008).

O objeto de estudo deste trabalho é um modelo MHD Ideal em sua forma con-
servativa. Para encontrar a solucao desse modelo é necessario conhecer o fluxo
em questao. O fluxo depende da solucao do modelo, a qual ainda nao é con-
hecida. A fim de aproximé-lo, foram desenvolvidos diferentes métodos numéricos,
os quais sao chamadas de fluros numéricos. Neste trabalho sao testados dois difer-
entes tipos de fluxos numéricos: o Harten-Lax-Van Leer (HLL) e o Harten-Lax-
Van Leer-Descontinuidades (HLLD) (HARTEN et al., 1983; MIYOSHI; KUSANO, 2005).
Fisicamente, existe uma restricao relacionada ao campo magnético, a qual age no
comportamento do plasma. Essa restricao garante que o campo magnético seja livre
de divergencia, i.e., livre comportamentos como fontes e sorvedouros. No entanto,
no contexto numérico-computacional, essa restricao pode nao ser obedecida, necessi-

tando, assim, de um ajuste para que ela seja satisfeita. Esse tipo de ajuste é chamado



correcao de divergencia livre e, neste trabalho, é utilizada uma corre¢ao chamada
parabdlica-hiperbélica (DEDNER et al., 2002).

O modelo MHD ideal, juntamente com a correcao de divergéncia livre parabdlica-
hiperbdlica, tem uma discretizacao temporal explicita. Esse tipo de discretizagao
permite o uso do algoritmo de multirresolucao adaptativa por médias celulares, jun-
tamente com o método de volumes finitos. No algoritmo adaptativo é definido o
nivel de refinamento local que deve ser utilizado para representar a solucao do mo-
delo. Diferentemente do mesh refinement, o algoritmo adaptativo de multirresolugao
utiliza estruturas mais localizadas, a fim de reproduzir com mais precisao o compor-

tamento da solugao, mais detalhes em Deiterding et al (2009).

Para este trabalho, implementa-se um codigo para simular o modelo MHD com
multiplicador de Lagrange generalizado estendido (EGLM), utilizando o método
dos volumes finitos, chamando MHD-FV. Neste mesmo codigo, também sao imple-
mentados os fluxos HLL e HLLD. Esse mesmo modelo é implementado no codigo
adaptativo CARMEN, também com os fluxos HLL e HLLD. No Apéndice E, sao

apresentados detalhes dessas implementacoes.
Contribuigoes Originais da Dissertagao

A principal contribuicao desse trabalho é testar se o modelo EGLM-MHD, dis-
cretizado por um esquema de volumes finitos, pode ser representado eficientemente

por uma forma adaptativa no contexto wavelet de multirresolugao.
Desafios da Dissertagao

Os principais desafios desse trabalho sao a implementacao e verificacao das equagoes
MHD, juntamente com a correcao de divergéncia livre parabdlica-hiperbdlica em
um modelo de volumes finitos para referéncia, com os dois fluxos numéricos HLL e
HLLD , num cédigo adaptativo. Nesse contexto, a abordagem adaptativa é focada
no problema bidimensional do modelo EGLM-MHD.

Organizacao dos Capitulos

No Capitulo 2, é descrito o modelo MHD utilizado nesse trabalho. J4 no Capitulo 3,
introduzem-se os conceitos de leis de conservagao hiperbodlicas e a solucao exata de

um modelo MHD. No Capitulo 4 o método dos volumes finitos é apresentado e ex-



plicitado. Os fluxos numéricos sao apresentados no Capitulo 5 e os resultados para a
abordagem de volumes finitos sao apresentados no Capitulo 6. No Capitulo 7 é ap-
resentada a analise multiresolucao adaptativa por médias celulares e, no Capitulo 8,
a combinagao desse algoritmo com o método dos volumes finitos. No Capitulo 9 sao
apresentados os resultados obtidos utilizando o algoritmo adaptativo de multirreso-

lugao. No Capitulo 10, as conclusoes e trabalhos futuros.






2 MODELO MAGNETOHIDRODINAMICO

Existem diferentes tipos de modelo MHD, os quais foram utilizados para descrever
diferentes tipos de fenomenos que envolvem o plasma. Um desses modelos é o MHD
Ideal, quando um fluido nao é resistivo. Também existem modelos mais sofisticados
como, por exemplo, o MHD Multi-espécie, quando cada espécie possui sua prépria
equagao de continuidade, e MHD Multi-fluido, quando cada espécie é tratada como
um fluido diferente. Maiores detalhes sobre os tipos de modelo MHD sao encontrados

no paper de revisao de Ledvina et al (2008).
2.1 Modelo Magnetohidrodinamico Ideal

As equagoes que governam o modelo MHD Ideal formam um conjunto de equacoes
diferenciais parciais, as quais determinam inteiramente a fisica de um fluido condu-
tor. Em particular, o modelo é apenas aplicado quando sao assumidas as seguintes

condicgoes:

1. os componentes do plasma nao estao distantes do equilibrio termodinamico local;
2. o plasma possui uma funcao de distribuicao Maxwelliana;

3. o fluxo de calor nao é importante;

4. a condi¢ao de neutralidade da carga ¢ vélida;

5. a componente de alta frequéncia do campo elétrico pode ser negligenciada.

H& duas formas de escrever as variaveis em um modelo MHD: a forma primitiva,
que utiliza diretamente as variaveis originais ou primitivas como pressao e veloci-
dade, e a forma conservativa, que utiliza varidveis conservativas, como energia e
momento. A abordagem primitiva nao é adequada para simulagoes quando héa de-
scontinuidades nas variaveis, podendo gerar oscilagoes ou mesmo alterar a fisica do
problema em estudo. Na abordagem conservativa é possivel desenvolver esquemas
numéricos conservativos da energia total do sistema para que, com isso, seja pos-
sivel obter informagoes corretas em relagao a choques e saltos nas descontinuidades
(LEVEQUE, 1990). Nesse trabalho, é utilizada a forma conservativa do modelo MHD
ideal. Do ponto de vista numérico, a forma conservativa das equacoes do modelo
MHD ideal é utilizada para o cédlculo do fluxo numérico e, também, para evoluir a

solugao no tempo.



O modelo MHD ideal, na sua forma conservativa (BITTENCOURT, 2004), é descrito

pelo sistema de equagoes diferenciais parciais

% +V.pu=0, Continuidade (2.1a)
E B.B
6(;_t +V. {(E +p+ T) u—B (u.B)} =0, Energia/pressao (2.1b)
0 B.B
% +V. [puu +1 (p + T) - BB] =0, Momento (2.1c)
0B "
a5 +V:(uB—-Bu)=0, Campo Magnético (2.1d)

em que p ¢é a densidade, p é a pressao, u ¢ o vetor velocidade, B é o vetor campo

magnético e I é o tensor unitario de ordem 2. A energia E dada pela lei constitutiva

P uu B.B
E = 2.2
Tty (2.2)

em que 7y é uma constante adiabatica.

Com adigao da restrigao fisica
V-B=0, Eq. Fluxo Magnético, (2.3)

garante-se que o sistema serd livre de divergéncia. Essa restricao nao é naturalmente
obtida. Em geral, nas simulacoes numéricas, pode-se gerar resultados discordantes
da fisica representada. Esse problema é bem abordado em Brackbill e Barnes (1980).
Ha& varias possiveis abordagens para esse problema, algumas delas estao relacionadas
as correcoes do campo magnético. Neste trabalho utiliza-se este tipo de abordagem,

mais detalhes estao na proxima secgao.
2.2 Correcgoes Numéricas de Divergéncia Nula

A divergéncia é uma propriedade de um campo fisico, que pode ser obtida por
um operador vetorial que mede a magnitude de comportamentos como fonte ou
sorvedouro em um campo vetorial. Fisicamente, o modelo MHD ¢é um sistema livre
de divergéncia no campo magnético, nao possuindo esses tipos de comportamento.
Normalmente, nas simulagoes numéricas, V - B nao é exatamente zero a medida

que o tempo evolui. Com isso, erros sao introduzidos no sistema, fazendo com que



a condicao inicial em cada iteracao seja violada e causando problemas relacionados
a estabilidade da simulagao e a obtencdo de resultados nao-fisicos (TéTH, 2000;
DEDNER et al., 2002).

Para evitar que esses erros numéricos ocorram, deve-se utilizar técnicas que intro-
duzam correcoes ao modelo. No contexto deste trabalho, para fazer a correcao da
restricao imposta pela Equacao de Fluxo Magnético 2.3, introduz-se uma nova fungao
escalar 1 ao problema. Isto é feito inserindo 1 na Equacgao 2.1d, o que resulta na

correcao de divergéncia livre da seguinte forma

aa—]?—i—v-(uB—Bu)—l—V@D:O, (2.4)

D)+V-B=0, (2.5)

em que D é um operador diferencial linear.

Observa-se que, dessa forma, se a divergéncia nula é vélida, tem-se D(¢)) = 0,
implicando em 1) constante. Assim, obtém-se Vi = 0, ou seja, o modelo fisico nao
é alterado. Aplicando os operadores de divergéncia (V-), (DV-) na Equacao 2.4, de

evolucao temporal(%) e o Laplaciano (A) na Equagao 2.5, obtém-se as seguintes

equacoes
QV "B+AYy = 0 (2.6a)
ot - ‘
%D(V B)+AD(Y) = 0, (2.6b)
0 0
EDW) + gv -B = 0, (2.6¢)
AD(W)+AV-B = 0. (2.6d)

Substituindo as Equacoes 2.6d em 2.6b e 2.6¢ em 2.6a, tem-se

0

5 D(V-B)—AV-B =0, (2.7)
op Ay =0 2.8
E (w)— Y =0. ()

Conclui-se, entao, que V- B e 9 satisfazem a mesma equagao, independente da

escolha de D, como pode ser observado nas Equacoes 2.7 e 2.8. A escolha desse ope-



rador diferencial dé origem a quatro tipos de corregao: eliptica, parabdlica, hiper-
bélica e parabdlica-hiperbdlica (DEDNER et al., 2002). As mais populares entre essas
correcoes sao as corregoes parabolica-hiperbdlica e eliptica. A seguir sao descritas

resumidamente essas quatro corregoes.
2.2.1 Correcao Parabdlica-Hiperbdlica

A correcao parabdlica-hiperbdlica proposta em Dedner et al (2002) é feita

escolhendo-se o seguinte operador D

1oy 1
D = —=— 4+ — 2.9
o qual é uma combinacao dos operadores parabdlico e hiperbélico. Em que ¢, e ¢, sao
os coeficientes associados aos operadores hiperbdlico e parabdlico, respectivamente.
Substituindo o operador dado pela Equagao 2.9 em 2.5, obtem-se
o 2 C%L ~ 1 . ‘1s
En + ¢,V -B=——=1 Correcao Parabélica-hiperbdlica (2.10)
c
P
A correcao parabdlica-hiperbdlica possui tanto a propagacao, como a dissipacao de

erros ao longo do tempo.

Nas corregoes parabdlica e hiperbdlica ha uma propagacao de erros numéricos,
tornando-as menos populares, porém com baixo custo computacional. Com o in-
tuito de obter uma correcao mais acurada do que essas, é introduzida a corregao
parabdlica-hiperbélica como proposta em Dedner et al (2002). Essa corre¢ao pode
ser vista como sendo um caminho do meio entre as corregoes elipticas, parabdlicas
e hiperbdlicas, tanto do ponto de vista de custo computacional como de precisao
numérica. Além disso, essa correcao parabodlica-hiperbdlica permite que se utilize
esquemas explicitos temporais para a resolucao numeérica desse sistema, o que o0s
qualifica para o uso de métodos de multirresolugao adaptativos, como sao descritos

no Capitulo 7, que sao de interesse nesta dissertagao.
2.2.2 Corregao Eliptica

A correcao eliptica garante que V - B = 0, o que a torna a corre¢do mais popu-
lar entre as citadas neste capitulo. Entretanto, para a resolugao de um problema

eliptico é necessario o uso de esquemas implicitos, o que implica em um alto custo



computacional e impossibilita a utilizacao do método adaptativo de multirresolucao.
2.2.3 Corregao Parabdlica

A corregao parabdlica é baseada na conhecida Equacao do Calor. Se condigoes de
contorno adequadas sao utilizadas, a correcao parabdlica faz com que os erros locais

de divergéncia sejam dissipados e suavizados.
2.2.4 Correcao Hiperbdlica

A corregao hiperbdlica é baseada na conhecida como Equacao de Propagagao (ou
Equacdo da Onda). Com a correcao hiperbdlica, os erros locais de divergéncia sao

propagados para a fronteira com velocidade finita ¢, > 0.
2.3 Multiplicador de Lagrange Generalizado

A correcao parabdlica-hiperbdlica, juntamente com o Sistema de Equagoes 2.1, for-
mam o chamado Multiplicador de Lagrange Generalizado das Equacoes de MHD
(GLM-MHD):

9p _
aa_§+v. ((E +p—)—¥)u—B(u.B)) = 0, (2.11b)
o _ G
¥ +¢V-B = %1/17 (2.11¢)
ag;: +V- (puu +I(p + ?) - BB) = 0, (2.11d)
%_I?Jrv.(uB_BquwI) — 0, (2.11e)

Para corre¢oes mistas, como a correcao parabdlica-hiperbdlica considerada neste
estudo, o sistema GLM-MHD ¢ hiperbdlico e suas variaveis p, FE, pu e B se mantém

conservadas.
2.4 Extensao do Multiplicador de Lagrange Generalizado

Uma outra formulagao do modelo MHD ideal com correcoes de divergéncia livre pode
ser obtida a partir das equagoes do modelo GLM-MHD e de Euler. Nas equacoes

de fluido, a influéncia do campo magnético aparece como sendo uma forga externa



chamada forca de Lorentz. A forca de Lorentz é descrita como

F, = JxB, (2.12a)
= (VxB)xB, (2.12Db)
= V. {BB - %le] —B(V - B), (2.12¢)

em que J é o vetor densidade de corrente elétrica. Considerando a Equacao de Euler
de conservacao de momento, juntamente com a forca de Lorentz, tem-se
Jdpu

W—FV-(puu—i—Ip) =J x B, (2.13)

Substituindo J x B pelo termo obtido na Equacgao 2.12¢, obtém-se

0 1

aL:+V~(puu+Ip) =V [BB—§B2I} — B(V-B), (2.14)
a qual é a Equacao de conservacgao de momento do modelo em questao. De maneira
similar, obtém-se o termo fonte —B- (V1) para a Equacao de Energia 2.1b (DEDNER

et al., 2002). Dessa forma, tem-se o seguinte sistema MHD em forma conservativa

dp B
a5 +V-pu = 0, (2.15a)
oFE B.B
a5 +V- ((E +p+ T)u - B(u.B)) = —B-(Vv), (2.15b)
9, G
E + chV B = _ngv (2'15C)
B.B
(95;;1 +V- (puu +1I(p+ T) — BB) = —B(V-B), (2.15d)
%—]? +V-(uB—-Bu+yI) = 0, (2.15¢)

o qual é chamado de Extensdo do Sistema GLM-MHD (EGLM). Essa formulacao
do modelo MHD ideal foi a escolhida para ser utilizada neste trabalho. No préximo
capitulo, introduzem-se os conceitos de leis de conservagao hiperbdlicas, expandindo
a discussao para o caso EGLM-MHD.

10



3 LEIS DE CONSERVACAO

Leis de conservagao podem ser traduzidas por sistemas de Equagoes Diferenciais
Parciais (EDPs) evolutivas, com condigoes iniciais e condigdes de contorno, em que
existem variaveis que se mantém conservadas na evolucao temporal. Essas equagoes
sao normalmente nao-lineares e com uma estrutura particularmente simples. Essas
leis sao baseadas em principios fisicos como, por exemplo, conservagao de momento,
massa e energia. Neste trabalho, tem-se interesse em leis de conservacao hiperbdlicas
(LEVEQUE, 1990). De forma genérica, uma lei de conservacao hiperbdlica pode ser
escrita como 5U
— +V-F(U) =S(U), (3.1)
ot
em que U é o vetor de varidveis em sua forma conservativa,

F(U) = (F(U),, F(U),) é o fluxo fisico e S(U) é um vetor de termos de

fonte.

Normalmente, as fungoes de fluxo sao nao-lineares, fazendo com que o sistema de
EDPs também seja nao-linear. Geralmente, nao é possivel obter solucoes exatas
desses tipos de equacgoes, apenas solugoes numéricas aproximadas por esquemas.
Neste trabalho, o sistema de leis de conservacao hiperbdlica de grande importancia
¢ o modelo EGLM-MHD.

3.1 Modelo EGLM-MHD

O modelo EGLM-MHD, dado como nas Equagoes 2.15, apresentado na pag. 10,
¢ uma lei de conservagao hiperbdlica. Nesse caso, os vetores U, F(U) e S(U), de

acordo com a Equacao A.1, sao descritos a seguir.

c
I
WE e =
s
c
I
|
|5
<
w
o
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pu
B.B
(E +p+ T)u — B(uB)

F(U) = 2B . (3.3)
B.B
puu + I(p + T> — BB
uB — Bu + 1

A forma expandida desses vetores sao apresentadas no Apéndice A. Utilizando a
forma matricial do modelo MHD, pode-se calcular os autovalores do sistema. Para
calculé-los, é preciso transformar o sistema da forma conservativa para a forma
primitiva. Ou seja, ao invés de utilizar as variaveis conservadas momento pu e energia
E, utilizam-se as variaveis primitivas velocidade u e pressao p. Além disso, o sistema
nao permanece mais na forma de leis de conservacao. Na proxima sec¢ao, esse modelo

MHD é escrito em sua forma primitiva.
3.2 Forma Primitiva

Neste trabalho, é de interesse o estudo dos autovalores do modelo EGLM-MHD.
Para isso, conforme apresentado em Dedner et al (2002), utiliza-se 0 modelo GLM-
MHD, como descrito pelo Sistema 2.11 na Secao 2.3. Ao omitir o termo fonte —%w,
referente a equacao da correcao de divergéncia parabdlica-hiperbdlica, é possivel
escreve-lo como uma equagao diferencial homogénea. Em duas dimensoes no espaco,

pode-se escrever o sistema GLM-MHD homogéneo em sua forma primitiva como

oW oW oW

WJFAI(W)a—xJFAy(W)a—y =0 (3.4)

12



em que W = (p,p, ¢, vy, vy,0,, By, By, B,) é o vetor de varidveis primitivas e as

matrizes sao

v, 0 0 p 0 0 0 0 0
0 v, (1—)B; vp O 0 (y—LHu-B 0 0
0 0 0 0 0 0 cr 0 0
0 ; 0 Vg 0 0 —BT py 0
A W)= 0 0 0 0 v 0 —=r —% 0 (3.5)
B. _B:
0 0 0 0 0 v —L 0 :
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 O 0 B, —-B, 0 —Uy Vg 0
0 0 0 B. 0 -B —v, 0
(§
v, 0 0 0 p 0 0 0 0
0 vy 1-vBy 0 ~p 0 0 (v—1Du-B 0
0 0 0 0 0 0 0 c 0
0 0 0 T N By 0
AW)y=| 0 1 0 0 v, 0 B -5 B . (36)
B
0 0 0 0 wv, O B —=r
0 0 0 -B, B, 0 —vg 0
0 0 1 0 0 0 0
0 O 0 B, —-B, —v, vy

A partir das matrizes A,(W) e A, (W), é possivel calcular os autovalores referente
ao sistema GLM-MHD.

3.2.1 Autovalores

Ao calcular os autovalores da matriz A, ou A, (DEDNER et al., 2002), obtém-se nove

autovalores
Ah— = —Cp, Af- =Vp —Cf, Agm = U — Cq,

As = U — Cs, Ao = Uy, Ay = Uk + Cq, (3.7)

Aay = Vg + Cay App = U +Cp, Apy = Cay

13



em que k = x ou k =y e as velocidades ¢; < ¢, < ¢y sao dadas por

Cq = |bk|, (38&)

1
o = st e (3.5b)

1
¢ = \/ 5la? + 0% — V (a? +0%)? — 4a?b}), (38¢)

B? BJ?
b = 4] &, b= u, a=,/2 (3.9)
p p V »

Os autovalores \,, A\s e As representam, respectivamente, as ondas de Alfvén e as

com

ondas magneto-acusticas lenta (slow, em inglés) e rapida (fast, em inglés). Os termos
Ca, Cs € cp sao as velocidades de Alfvén, magneto-acustica lenta e rapida, e estao
associadas a esses autovalores. J& o autovalor \., esta relacionado a onda de entropia.
Essas ondas sao conhecidas como curvas caracteristicas. Essas curvas descrevem
a propagacao através do plasma e s@o associadas aos autovalores do sistema. As
curvas caracteristicas sao de grande importancia neste contexto e sao descritas no
Capitulo 5. Na Figura 3.1, essas curvas caracteristicas sao apresentadas em uma

estrutura de leque de Riemann (Riemann fan, em inglés).

€T

Figura 3.1 - Leque de Riemann: Curvas caracteristicas referentes aos autovalores do sis-
tema GLM-MHD. Em que Ay, A4, As sdo, respectivamente, as ondas magneto-
acusticas rapidas, de Alfvén, magneto-acisticas lentas e \. é a onda rela-
cionada a entropia

Para calcular os autovalores do modelo EGLM-MHD), deve-se criar uma analogia ao
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que foi feito para o modelo GLM-MHD, ou seja, também deve-se escrevé-lo como
uma equacao diferencial homogénea. A diferenca, nesse caso, é que o modelo EGLM-

MHD possui termos fonte nas equagoes de energia e momento, ou seja, o vetor S(U).

Deve-se supor, entdo, que existam duas matrizes B,(W) e B,(W), as quais repre-
sentam o vetor S(U) nas diregdes x e y, tais que o sistema EGLM-MHD possa
ser escrito como uma equacao diferencial homogénea. Entao, omitindo o termo fonte
—%w, referente a equagao da correcao de divergéncia parabdlica-hiperbdlica, a forma

primitiva desse modelo pode ser escrita como

oW oW

W) = 5o T, w) - w) -0 @)
em que
00 0 000 O 00
00 (1-9)B, 000 0 00
00 0 000 O 00
00 0 000—%00
B, W)=1| 0 o0 0 000 -2 00 |, (3.11)
0 0 0 000—%00
00 0 000 O 00
00 0 000 O 00
00 0 000 O 00
00 0 0000 O O
00 (1-y)B, 0000 0 0
00 0 0000 O O
0 0 0 0000—%0
B,(W)=1] 0 0 0 0000 =20 |, (3.12)
00 0 0000—%0
00 0 0000 O O
00 0 0000 O O
00 0 0000 O O

As matrizes (A;(W) — B,(W)) e (4,(W) — B,(W)) possuem 0s mesmos auto-
valores obtidos a partir das matrizes A,(W) e A,(W), conforme observado em
Dedner et al (2002). Conclui-se, entao, que o modelo EGLM-MHD possui as mes-

mas curvas caracteristicas que o modelo GLM-MHD.
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O célculo dos autovetores do modelo EGLM-MHD pode ser indispensavel, depen-
dendo do esquema numérico que se deseja utilizar para calcular o vetor F(U), como,
por exemplo, o esquema numérico HLLEM (WESENBERG, 2003). Neste trabalho,
como pode ser visto no Capitulo 5, nao é necessaria a utilizacao dos autovetores
associados aos autovalores desse sistema, pois sao utilizados os esquemas numéricos
HLL e HLLD.

3.3 Solucao Exata e Verificagao

Nessa secao é apresentada a solucao exata de um modelo MHD. Para fins de teste,
a condicao inicial utilizada nesse exemplo é uma condigao tipo Riemann, a qual é

baseada na formulagao de um problema de Riemann.
3.3.1 Condicao Inicial tipo Riemann

Em meados do século XIX, Riemann estudou um problema de um tubo com dois
gases. Se o efeito das paredes do tubo sao desprezadas, esse problema torna-se
essencialmente unidimensional. Este tipo de problema de valor inicial ficou entao
conhecido como Problema de Riemann. Matematicamente, chama-se Problema de
Riemann 1D associado a uma lei de conservagao % + A% = ( ao seguinte problema

de valor inicial
u;, sex <0
Uy, sex >0
Andloga ao problema de Riemann, a condi¢ao utilizada neste exemplo é chamada

condigao inicial tipo Riemann (LEVEQUE, 1990).
3.3.2 Solucao Exata

Sob certas circunstancias, a solucao exata do modelo MHD ideal pode ser calculada
utilizando um programa chamado Ezact Riemann Solver for Ideal MHD', que utiliza
o algoritmo descrito em Torrilhon (2003). Um exemplo é a condigao inicial tipo
Riemann, descrita na Tabela 3.1. Essa condicao inicial é similar a condigao tipo
Riemann 1D utilizada em Dai e Woodward (DAI; WOODWARD, 1995), exceto pela
constante na varidvel B., que é definida por V27 ao invés de v/4w. Essa condicdo

inicial tipo Riemann 1D também ¢é utilizada em Li (2005).

Thttps://web.mathcces.rwth-aachen.de/mhdsolver/

16



Tabela 3.1 - Condigao inicial tipo Riemann.

£<0[1.08]095]12]0.01]05|20/Vir | 3.6/\Ar | 2.0/\/271
z>0] 1.0 | 1.0 [0.0] 0.0 | 0.0 |2.0/Vir | 4.0/vAr | 2.0/v/2x

A condigao inicial tipo Riemann, em um intervalo [—0.5,0.5], é ilustrada na

Figura 3.2.

Figura 3.2 - Condigao inicial tipo Riemann no intervalo [—0.5,0.5]. Os valores U; ¢ U,

sao, respectivamente, os valores & esquerda e a direita.

Nas Figuras 3.3 e 3.4, é apresentada a solugao exata do modelo MHD ideal, conforme
Torrilhon (2002), para t = 0.1, varidveis densidade (p), pressao (p), componentes x,
y e z da velocidade (v,, vy, v,) e componentes y e z do campo magnético (B, B,),
utilizando a condigao inicial da Tabela 3.1. A solugao exata também é descrita pelas
Equacoes 3.14-3.21.

Esse resultado é muito importante no contexto deste trabalho, pois é utilizado na
verificagao dos resultados apresentados pelo modelo EGLM-MHD. Nesse contexto,

para diferencid-lo de um outro caso de Riemann que ¢é utilizado, ele é denotado de

condigao inicial tipo Riemann 1D.
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Figura 3.3 - Graficos da solucao exata de um modelo MHD ideal, para as varidveis densi-
dade p, pressao p, componentes x, y, z da velocidade v;, vy, v, € componente

y do campo magnético By, no tempo ¢ = 0.1, utilizando v = 5/3.
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Figura 3.4 - Graficos da solugao exata de um modelo MHD ideal, para a variavel compo-

nente z do campo magnético B,, no tempo ¢t = 0.1, utilizando v = 5/3.

1.0800,
1.4626,
1.6459,
1.4832,
1.2914,
1.0000,

0.9500,
1.6026,
1.9526,
1.5481,
1.0000,

1.2000,
0.6139,
0.5763,
0.5299,
0.0000,

Vyp =

se —0.500 <z < —0.1040,
se —0.1040 < x < 0.0276,
se 0.0276 < z < 0.0576,
se 0.0576 < = < 0.0888,
se 0.0888 < z < 0.2348,
se 0.2348 < x < 0.5000,

(3.14)

se —0.500 <z < —0.1040,
se —0.1040 < x < 0.0276,
se 0.0276 < x < 0.0888,
se 0.0888 < z < 0.2348,
se 0.2348 < z < 0.5000,

(3.15)

se —0.500 < z < —0.1040,
se —0.1040 < z < 0.0276,
se 0.0276 < z < 0.0888,
se 0.0888 < x < 0.2348,
se 0.2348 < z < 0.5000,

(3.16)
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0.0100, se —0.5000 < z < —0.1040,
0.1011, se —0.1040 < z < 0.0147,

0.2460, se 0.0147 < x < 0.0276,

vy =1 0.0482, se 0.0276 < z < 0.0888, (3.17)
—0.1938, se 0.0888 < x < 0.1026,

—0.0854, se 0.1026 < x < 0.2348,

0.0000, se 0.2348 < z < 0.5000,

0.5000, se — 0.5000 < & < —0.1040,
0.5716, se — 0.1040 < z < 0.0147,

0.3484, se 0.0147 < z < 0.0276,

v, =4 02440, se 0.0276 < z < 0.0888, (3.18)
0.1162, se 0.0888 < z < 0.1026,

—0.0604, se 0.1026 < z < 0.2348,

0.0000, se 0.2348 < z < 0.5000,

2
B, = —, 3.19
T (3.19)

1.0155, se —0.5000 < z < —0.1040,

1.4064, se —0.1040 <z < 0.0147,

1.5816, se 0.0147 <z < 0.0276,

By, =4 1.4083, se 0.0276 <z < 0.0888, (3.20)
1.6069, se 0.0888 < z < 0.1026,

1.4837, se 0.1026 < x < 0.2348,

1.1284, se 0.2348 < z < 0.5000,

0.7979, se — 0.5000 < = < —0.1040,
1.1050, se —0.1040 < z < 0.0147,

0.8351, se 0.0147 < z < 0.0276,

B, =1 0.7436, se 0.0276 < x < 0.0888, (3.21)
0.8485, se 0.0888 < z < 0.1026,

1.0491, se 0.1026 < x < 0.2348,

0.7979, se 0.2348 < z < 0.5000,

No Capitulo 4 é apresentado o método dos volumes finitos, o qual é utilizado para

discretizar o modelo EGLM-MHD e possibilitar sua simula¢ao ao longo do tempo.

20



4 METODO DOS VOLUMES FINITOS (VF)

Como visto no Capitulo 3, problemas de valor inicial e de contorno para leis de con-
servagao nao possuem, em geral, solucao exata. Por isso, é preciso utilizar esquemas
numéricos para calcular uma solucao aproximada. Para utilizar esses esquemas € pre-
ciso discretiza-los utilizando métodos numéricos. Existem alguns métodos numéricos

como, por exemplo, o método das diferencas finitas e o método dos volumes finitos.

Nesse trabalho, o interesse volta-se para o método dos volumes finitos. Esse método
¢ baseado na forma integral das leis de conservacao, ao contrario, por exemplo, do
método das diferencas finitas, que é baseado em equagoes diferenciais. Melhor do
que as aproximacoes por pontos de grade que pertencem ao dominio, o método dos
volumes finitos utiliza células para representar uma quantidade U. O dominio do
problema ¢é particionado em células de grade e o valor de U ¢é aproximado em cada

célula pela média de U na célula.

Na proxima segao, o método é exposto com maiores detalhes. Maiores explicagoes

acerca do assunto e referéncias podem ser encontradas em Leveque (2002).
4.1 Formulagao Geral do Método

A partir de uma lei de conservacgao hiperbdlica unidimensional homogénea, o método

dos volumes finitos é deduzido a seguir.

Considere a equacao

G_U N OF(U)
ot oz

—0, (4.1)

em que F(U) é a fungao fluxo e U é o vetor 9-dimensional de quantidades conser-
vadas. Nesse estudo, o interesse é apenas nos vetores F(U) e U referentes ao modelo
EGLM-MHD, como definidos na Se¢ao 3.1, Capitulo 3. Aplicando a forma integral
das leis de conservacao na Equacao 4.1, para quaisquer x; e o9 do dominio, 1 < 2,

tem-se
d
4 [ vds =FOL, - F(UL, (42)
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O principio geral da forma integral das leis de conservacao é relacionado a taxa
de variacdo de U em um volume (ou célula). Essa taxa é igual ao fluxo inter-
celular, ou seja, o fluxo que passa na fronteira entre duas células da malha. Em
uma dimensao, as células C; de um determinado dominio sao segmentos de reta

Ci = (®i—1/2, Tit1/2), ¢ € N, como esquematizado na Figura 4.1. Para cada C; per-

Xi12 X2 Xiesp

Figura 4.1 - Células pertencentes a uma malha unidimensional de volumes finitos.

tencente a malha, considera-se o valor ()} como uma aproximagao para o valor médio
de U no i-ésimo intervalo para o tempo t,, n € N e t, < t,,1. Considerando que
malha utilizada é regular, ou seja, todas as células pertencentes a ela possuem o

mesmo tamanho, tem-se que

Tiy1/2

n 1 1
C;

Ti—1/2

Os valores (); sao chamados médias celulares. Quando utilizam-se médias celu-
lares, pode-se utilizar propriedades importantes das leis de conservagao ao derivar
um método numérico. Mais particularmente, é possivel garantir que um método
numérico seja conservativo no sentido de imitar a solucao exata do problema. Isso
acontece, porque o somatorio sz\il Q' Az aproxima a integral de U e, caso seja uti-
lizado um método que esta na forma conservativa, esse somatério muda somente de
acordo com o fluxo nas fronteiras. A massa total dentro do dominio computacional
é preservada ou, pelo menos, varia corretamente desde que as condi¢oes de contorno
sejam devidamente aplicadas. Dada a média celular ()} no intervalo C;, aproxima-se

o valor de Q7! utilizando a forma integral descrita na Equacao 4.2, ou seja,
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Xiivz  Xg1z2 Xig3e

Figura 4.2 - Médias celulares e o fluxo intercelular.

d
& [vds=FOL_,.~FOU)

C;

(4.4)

Tit1/2°

Integrando a Equagao 4.4 no intervalo entre ¢, a t,,1, rearranjando seus termos e

dividindo-os por Az, obtem-se

1
E/U

1
7L+1 'T _A_/ |tn daj

C Ci
1 tny1 tnt1 (45)
T Ax / F(U) Tio1/2 dt — / F(U) f’»‘z‘+1/2dt

tn tn

Reescrevendo a Equacao 4.5, utilizando a Equagao 4.3, tem-se

n n At r n
QT = QF = T (Fllyp = Fliap), (4.6)

em que F | /2 sao as aproximagoes dos fluxos médios nas interfaces celulares quando

X = Tjt1/2 NO tempo t =t,, ou seja,

tn+1

" 1
12 ™ /F(U)

tn

dt| . (4.7)

Tit1/2

Em problemas hiperbdlicos, como o modelo MHD, a informacao é propagada com

velocidade finita. Dessa forma, ¢ rasudvel supor que os fluxos F, /2 tratados neste
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trabalho podem ser obtidos em func¢ao dos valores de Q7 , Qf e Q7,4 i.e.,

iT-LH/QZ‘F( e ?—H)’

(4.8)
Firil/Q = ‘7:( ?fva?)a

em que F é uma funcao de fluxo numérico. Logo, a Equacao 4.6 pode ser reescrita

CcOomo

A
Q= Qr - TIF(QL, Q1) — F(QL QL)L (1.9

A Equagao 4.9 se parece com a aproximagao por diferengas finitas para a evolugao
temporal da lei de conservagao descrita pela Equagao 4.1. Isso acontece para esse caso
particular em que utiliza-se uma lei de conservacao unidimensional para deducao do
método dos volumes finitos. No geral, esse tipo de situacao nao acontece. Ambos os
métodos podem ser utilizados com o intuito de discretizacao de equagoes diferenciais,
mas ¢ importante ressaltar que, por mais que haja esse tipo de similaridade para
o caso unidimensional, esses dois métodos sao completamente distintos e possuem
formulagao bastante diferentes. O método dos volumes finitos possui uma formulagao
que funciona muito bem para o objetivo deste trabalho, ja que é baseado em leis de
conservagao (LEVEQUE, 2002). Por isso, optou-se por sua utilizagao neste trabalho

de mestrado.

Dois aspectos de extrema importancia em analise numérica sao a estabilidade e a
consisténcia dos esquemas numéricos utilizados. Sem essa abordagem, nao é possivel

garantir a convergéncia de um esquema numérico.

Seja Ax o comprimento de cada célula da malha na direcao x. Para um método
numérico ser convergente, é preciso que sejam satisfeitas duas condigoes quando
Az — 0:

e Consisténcia, quando a discretizacao feita converge para a equagao ori-

ginal;

e Estabilidade, no sentido de que os pequenos erros obtidos em cada espago

de tempo nao crescam rapidamente.
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4.2 A Condicao Courant-Friedrichs-Lewy

A condigao Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) estéd intimamente ligada com a estabili-
dade de um esquema numérico. Ela foi uma consequéncia dos trabalhos de Courant,
Friedrichs e Lewy, como pode ser visto em Courant et al (1967), sobre métodos das
diferengas finitas para EDPs, a fim de provar a existéncia de solugoes. A idéia era
definir sequéncias de solugoes aproximadas dessas equagoes, provar a sua convergen-
cia a medida que a malha era refinada e mostrar que seu limite satisfazia as EDPs.
Nesse processo de demonstracao da convergéncia dessa sequéncia, eles notaram que é

necessaria uma condicao de estabilidade para qualquer que seja o0 método numérico.

Essa condicao é necessaria e deve ser satisfeita por todo método dos volumes finitos,
caso seja esperada a estabilidade e a convergéncia de uma solucao de uma equacao
diferencial em que sua malha é refinada. Ao ser satisfeita, ela condiciona que um
método deve ser utilizado no sentido de que ha chances da informacao ser propagada

com as velocidades fisicas corretas, como determinadas pelos autovalores do sistema.

Matematicamente, a condigao CFL para o caso bidimensional pode ser expressa pela
desigualdade
v<C (4.10)

em que v é chamado numero de Courant e C' é uma constante adimensional que de-
pende da equagao que sera resolvida. Em um sistema hiperbdlico, existe, geralmente,
um conjunto de m velocidades de onda dadas pelos autovalores Ay, Ag, - -+, \,,. Nesse

caso, o nimero de Courant é definido como
_ At
v= min{Az,Ay} m;mx |)\p|7
em que p € {1,--- ,m} e At é o passo de tempo da respectiva iteracao.

E importante ressaltar que a condicao CFL é necessaria, porém nao suficiente para
garantir a estabilidade de um método. Existem esquemas numéricos que obedecem

a essa condicao e, ainda assim, sao instaveis.
4.3 Fluxos

O fluxo F(U) é calculado de uma maneira intercelular, ou seja, utiliza-se células
vizinhas e calcula-se o fluxo entre essas células. No caso bidimensional, esse fluxo

intercelular é calculado nas dire¢oes = e y. Na Figura 4.3, tem-se as células C', C',, C,
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Cy e Cp, as quais correspondem, respectivamente, a célula que estd sendo calculada
e as células a esquerda, direita, acima e abaixo dela. O fluxo é calculado na interface

entre a célula C' e suas adjacentes.

Cop

Figura 4.3 - Célula C, para a qual estd sendo calculado o fluxo, e suas células vizinhas
Cr, Cgr, Cy e Cp. O fluxo intercelular é calculado a partir da célula C e suas

vizinhas, dependendo da direcao desejada.

Para o fluxo na diregdo = (horizontal), utiliza-se as médias celulares de Cp, e Cg.
Analogamente, na diregao y (vertical) utiliza-se as médias celulares das células Cy
e C'p. No caso bidimensional, como neste trabalho, o fluxo é calculado em ambas as
diregbes z e y, independente da condi¢ao inicial utilizada. Esses valores dos fluxos

direcionais sao utilizados na evolucao temporal da solucao do modelo EGLM-MHD.
4.4 Evolucao Temporal

Para aproximar a solu¢ao U no tempo t,,1, utiliza-se uma evolugao temporal ex-
plicita, a qual depende da solucao aproximada e dos fluxos intercelulares no tempo
t,. No contexto de volumes finitos deste trabalho, para o caso bidimensional, a

evolucao temporal é feita utilizando o método de Euler de primeira ordem, isto é,

At At
U = U = 2 (B, (U U) = Fa(U,UL) = 5 (F,(Up. U) = F, (U, U)).
(4.11)
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em que F,, F, e Az, Ay sao, respectivamente, os fluxos intercelulares e os espaca-
mentos das células nas direcoes x e y, e At é o passo de tempo. Como foi apresentada,
a evolucao temporal da solugao utilizada neste trabalho depende diretamente do
fluxo intercelular para calcular o valor da solugao aproximada, para um tempo t,,1
qualquer. Portanto, quanto mais numericamente eficiente a aproximacao desse fluxo
¢, melhor a aproximacao da solugao a ser obtida. Neste trabalho, os seguintes fluxos
sao testados ao longo da implementagao: o Harten-Lax-Van Leer (HLL) (HARTEN
et al., 1983) e o Harten-Lax-Van Leer-Descontinuidade (HLLD) (MIYOSHI; KUSANO,
2005). Esses fluxos numéricos sao apresentados e discutidos detalhadamente no Capi-
tulo 5.
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5 FLUXOS NUMERICOS

Os Fluxos numéricos, ou Riemann solvers, sao conhecidos como sendo uma impor-
tante ferramenta no contexto da resolucao de esquemas numéricos para leis de con-
servacao. Por esse motivo, com o passar do tempo muitas atengoes se voltaram para
a comunidade de dinamica de fluido computacional com o objetivo de desenvolver
Riemann solvers mais eficientes. Para o modelo MHD foram desenvolvidos diversos
tipos de Riemann solvers (WESENBERG, 2003). Em particular, o Harten-Lax-Van
Leer (HLL) (HARTEN et al., 1983) e o HLL-Discontinuities (HLLD) (MIYOSHI; KU-
SANO, 2005) sao os utilizados neste trabalho.

5.1 Ondas Elementares como Solugao de um Problema de Riemann

Um problema de Riemann para um sistema hiperbélico nao-linear m x m, com dados

Uy e Ug, é um problema de valor inicial

U, + F(U), =0,
U,, <0, 5.1
U(z,0) = UO(z) ={ © (5-)

Ug, x> 0.

A solucao de similaridade U(x, t) da Equagao 5.1 consiste em m+1 estados contantes
separados por m ondas, como representado pelo grafico x—t na Figura 5.1. Para cada
autovalor );, existe uma familia de ondas. Para sistemas lineares com coeficientes
constantes, cada onda é uma descontinuidade com velocidade S; = A; e define um

campo linearmente degenerado.

Para sistemas nao-lineares, as ondas podem ser descontinuas, como ondas de choque
e de contato, ou ondas suaves de transi¢ao, como as de rarefacao. Os tipos possiveis
de ondas presentes na solu¢ao de um problema de Riemann dependem crucialmente
das condicoes de fechamento. Supondo que estados iniciais Uy, Ug sejam conecta-
dos por uma unica onda, ou seja, a solu¢ao do problema de Riemann consiste em
uma unica, e nao-trivial, onda. A suposicao é inteiramente justificada pelo fato de
sempre ser possivel resolver um problema de Riemann com dados genéricos e, entao,
selecionar estados constantes em cada um dos lados de uma determinada onda como
sendo os dados iniciais para um problema de Riemann. Se a onda é descontinua,

entao ela é uma onda de choque ou uma onda de contato.
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Figura 5.1 - Estrutura da solugao de um problema de Riemann para um sistema linear de
leis de conservacgao.
Fonte: Toro (1999).

5.1.1 Onda de choque

Para uma onda de choque, os dois estados constantes U}, e Ug sao conectados por
um tunico salto de descontinuidade em um campo nao-linear genuino e as seguintes

condicoes procedem:

e As condigoes de Rankine-Hugoniot

F(Ug) — F(U;) = Si(Ug — Up). (5.2)

e A condicao de entropia

A Figura 5.2-a representa uma onda de choque com velocidade S;. A caracteristica

dx

S = A em ambos os lados da onda vai em diregao a onda de choque, o que ilustra

o carater compressivel de um choque.
5.1.2 Onda de contato

Para uma onda de contato, os dois estados U e Up sao conectados por um tnico

salto de descontinuidade com velocidade S;, em um campo linearmente degenerado
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Figura 5.2 - Ondas elementares como solucao de um problema de Riemann: onda de
choque da velocidade S; (a), discontinuidade de contato da velocidade S;
(b) e onda de rarefacao (c).
Fonte: Toro (1999).

1 e as seguintes condigoes procedem:

e As condigoes de Rankine-Hugoniot

F(Ug) — F(U;) = Si(Up — Uy). (5.4)

e A constancia dos invariantes de Riemann generalizados em toda a onda

dw dw dw dw,y,
(5 - <§ - <§ I O (5:5)
e A condicao da caracteristica paralela

Na Figura 5.2-b é representada uma descontinuidade de contato. As caracteristicas

em ambos os lados da onda sao pararelas a ela.
5.1.3 Onda de rarefagao

Para uma onda de rarefagao, os dois estados U e Ui sao conectados por uma
transicao suave, em um campo genuinamente nao-linear e as seguintes condicoes

procedem:
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e A constancia dos invariantes de Riemann generalizados em toda a onda

d d d dw,,
Ch TR R )
Ky Ky Ks Ko

e A divergéncia das caracteristicas

Na Figura 5.2-c é representada uma onda de rarefagao. As caracteristicas nos lados

direito e esquerdo da onda divergem, assim como as caracteristicas na onda.
5.2 O Problema de Riemann e o Fluxo Godunov

Neste trabalho, o interesse volta-se para dois tipos de Riemann solver: HLL e HLLD.
O HLL é um Riemann solver mais simples de ser implementado e, por esse motivo,
¢ utilizado nesse trabalho com o intuito inicial de teste e verificagao. J& o HLLD,
o qual é baseado no HLL, é utilizado por ser um fluxo eficiente na obtencao da
solucao, pois faz uma aproximacao mais acurada, principalmente onde ha descon-
tinuidades (MIYOSHI; KUSANO, 2005). A vantagem de utilizar tipos diferentes de
Riemann solvers é que torna-se possivel testar a eficiencia de cada um para esse

modelo MHD. Ambos os fluxos sao comentados nas proximas secoes.
5.2.1 Fluxo Harten-Lax-Van Leer

O fluxo numérico HLL foi, primeiramente, apresentado em Harten et al (1983). Eles

apresentaram, neste trabalho, o seguinte Riemann solver (na direcao x)

UL) % S SL7
ﬁ(x7t) = UHLL; SL S % S SR7 (59)
UR7 % > SR7

em que Upgyrr é o vetor de estado constante dado por

SpUgr — S UL + Fr, — F
Uppy, = i (5.10)
— ML

e S;, e Sk sao as velocidades de propagagao das ondas. A Figura 5.3 mostra a
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estrutura da solucao aproximada do problema de Riemann, chamado Riemann solver

HLL. Nota-se que essa aproximacao consiste em um tunico estado constante. Todos

0

Figura 5.3 - Leque de Riemann: regido estrela esta limitada pelas duas ondas Sy, e Sg. A
solucdo dessa regido consiste no estado UHLL,
Fonte: Toro (1999).

os estados intermediarios separados por ondas intermedidrias sao aglomerados em
um unico estado Ug . O fluxo correspondente a esse estado é o Fyrr, e o caso de

interesse para seu calculo é caso subsonico, em que S;, < 0 < Si. Tem-se, entao,

Furo =F,+S.(Upgp, —Uyp), (5.11)

ou
Furr =Fr+ S.(Ugrr — Ug). (5.12)

Utilizando as Equacoes 5.9, 5.11 e 5.12, obtém-se o fluxo HLL

SrFL — S.Fr + SRSL(UR — UL)

F = 5.1
HLL Sp— S ’ (5.13)

O fluxo intercelular correspondente para o método de aproximagao Godunov é dado

por
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F., se Sp, > 0,
Fin =94 Furp, seS, <0< S, (5.14)

Fg, se 0 > Sg.

Dado um algoritmo para calcular as velocidades S7, e Sg, tem-se uma aproximacgao
do fluxo intercelular para ser usado na forma conservativa. Neste trabalho, utiliza-se

os seguintes valores

S = min(ug, — cp, ug — cr), Sk = max(ur, + cr,ur + cr), (5.15)

os quais sao conhecidos como Limitadores de Davis. Os valores uy, ur representam
as velocidades na direcao x e ¢, cg velocidades magnetoacusticas. Nesse caso, ¢y, cg
sao iguais a cy, como definido na Equagao 3.8c, pdg. 14. Existem outras expressoes
que podem ser utilizadas para calcular esses valores, além dos limitadores de Davis.

Uma outra forma é apresentada para o Riemann solver HLLD.
5.2.1.1 Algoritmo HLL

a) Calcular as velocidades de propragagao S; e Sk de acordo com a

Equacao 5.15.

b) Calcular o fluxo HLL de acordo com a Equacgao 5.14, utilizando as varidveis

em sua forma conservativa.

De maneira andloga ao que foi apresentado, assim como discutido no Capitulo 4, é
possivel obter o fluxo FY; ;, referente & direcao y. Nesse caso, utiliza-se os valores

acima e a baixo da célula em questao.

Uma desvantagem do Riemann solver HLL é o fato dele possuir uma configuragao
de duas ondas. Esse tipo de configuracao funciona bem para sistemas hiperbélicos
de duas equacoes. No entanto, para sistemas com mais equacoes como o modelo
EGLM-MHD, essa configuracao de duas ondas nao aproxima a solucao da mesma
maneira, como consequéncia das descontinuidades de contato e, também, ondas de

choque.
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5.2.2 Fluxo Harten-Lax-Van Leer-Descontinuidades

O Riemann solver HLLD, descrito em Miyoshi e Kusano (2005), pode ser visto como
uma extensao do Riemann solver HLL. Ao contrario do HLL, onde utiliza-se uma
configuragao de duas ondas (ou um estado intermedidrio), o HLLD é formulado
utilizando uma configuracao de cinco ondas para ser calculado, retornando uma
solugao aproximada nao linear, de forma que se obtenha uma aproximacao mais
precisa da solugao desejada. Dessa forma, tem-se quatro estados intermediérios U7,
U7, Uy e Uy, divididos pelas ondas Sp,, S}, Su, Sk € Sgr. A escolha da onda Sy,
neste fluxo numérico é para estimar a velocidade normal média a partir do estado

intermediario HLL, como na Equacao 5.10,

o (SR - UﬂCR)pR Uzp — (SL - UﬂCL)IOL Ugy, — PTg +pTL

Sy = 5.16
M (Si—vn)pr — (St — vn, ) (5.16)

Na Figura 5.4, tem-se o Leque de Riemann com uma configuragao de cinco ondas,
S, S7, Sm, S5 e Sgr, que limitam os quatro estados U, U7*, Uj, e Uy As ondas S,
e Sg estao relacionadas as velocidades cy, assim como no HLL. J4 as ondas S}, Sk
e S)ys estao relacionadas as velocidades de Afvén ¢, e ao autovalor \., apresentado

na pag. 14, respectivamente.

Figura 5.4 - A regices U7, U}, UT" e UL estao limitadas pelas duas ondas S; e Sg.
Fonte Adaptada: Miyoshi e Kusano (2005).

35



Em todo o Leque de Riemann, a velocidade é assumida como constante, ou seja,

vio=o =0 =k = Sy. (5.17)

TL zr TR TR

Em adicao a Equagao 5.17, a pressao total é mantida como constante

Pr, = DT, = DTy = D1y = P (5.18)

A partir da escolha da onda S);, obtém-se a igualdade como na Equacao 5.18. De
forma explicita, p}. pode ser escrita como

(SrR — vap)pr P, — (SL — V2, )PL Py

>k — +
T (Sh = ven)pn — (S0 = va)pr
(5.19)
PL PR(SR - 'UIR)(SL — UJL"L)(UOER — UIL)
(SR - UOJR)/OR - (SL - 'UacL)pL
Dados Sy e pr, os estados U}, = (p,, pi, 05 5 vy 505, By, By, B: ), com a = L ou

a = R, vizinhos aos estados U,, sao obtidos a partir dos saltos ao longo de S,

P PeSM
E; (B4 + pi)Sur — B, - BY)
pE Sy pLSa + vy — B2
Sa | phvy. | — Pavy.Sm — BiBy, =
PZUZQ pocvz SM B Bza
B;a BZ& SM - B‘Ivya
B B* Sy — By
e ve - (5.20)
pOé pavl’a
Ea (Ea + pT)Uza - Bz<ua : Ba)
paSM pavia +DPr — Bﬁ
SO‘ pavya - pavya SM - B$Bya
PaUz, anzQSM - BmBza
By, By v, — Byvy,
Bya Bya ,Uilfa - BCC/UZQ
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A partir da Equagao 5.20, deriva-se as variaveis dos estados U%.

P = pa g: — Z‘L (5.21a)
v, = Uy, — B.By, NG S)J\éS; %EM) — (5.21Db)
Vo= e = BeBao UMS)]‘?S; %%M) —. (5.21c)
R (214)
B = B, Po(Sa — va)” — By (5.21e)

apa(sa - Uxa)(sa - SM) - Ba%’

Finalmente deduz-se a equacgao referente a £, a qual depende das varidveis dos

estados U} deduzidas nas Equacoes em 5.21,

So = V2, ) Eo — pr,V2, +07Su + Bo(us - B, — ;- BY)

P
E =
a Sa — Su

(5.22)

De forma similar, é possivel obter as equagoes referentes aos estados UL" =
**

(05, ot vy v vis, Byx, Byt BYY). A partir da condigdo de salto da equagao de

continuidade ao longo de um arbitrario S, em que S;, < S < Sy ou Sy < 5 < Sg

por causa da Relacao 5.17.

As velocidades de propragacao das ondas de Alfvén nos estados intermediarios sao

estimadas por
| By |

VL

Deve-se considerar as condigoes de salto para as componentes tangenciais da veloci-

| Ba |

L =5u— Sk =Su— (5.24)
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dade e do campo magnético, ao longo de Sy,

pivg \ [ eiviSu = BuB;
oo | e | | pesisw - BB |
By, By Sy — Bovyy
yL yL L (525>
piwin \ ( PheinSu - BB
oo | s | | ehenis - BB
By ByeSu — Bovyy
B;; By S — B,
A partir da Equacao 5.25, se B, # 0, obtém-se as seguintes relagoes
vy o= v = (5.26a)
vt o= vl =l (5.26Db)
B, = B, =B, (5.26¢)
B = B =B (5.26d)

Caso B, = 0, ¢ impossivel resolver a Equagao 5.25. Essas relagoes mostram que vy,
vy, B;* e B por trés estados intermedidrios, como pode ser visto na Figura 5.4.
Portanto, substituindo as Equagoes 5.23, 5.24, 5.26b e 5.26¢ em leis de conservagao

integrais ao longo do leque de Riemann,

(Sr — Sp)UR+(Sk — Su)UR + (Sur — S7)UT

(5.27)
+(S; — SL)U; — SgUp+ S UL + Fr—F =0,
deriva-se que
U;* — UZL + pEUZR +*(B;R _*B;L)Slgn<Bz>’ (528&)
VPL T VPR
[pivE + \/pLvi 4+ (Bf — B* )sign(B,
U:* _ pL 2L pR ZR* ( ZR* ZL) & ( ), (528b)
VPL+ VPR
g VPLBu +VPRBy, + VPLPR(Vy, — vy, )sign(By) (5.25¢)
y \/PL Tt /PR

VPL+ VPR ’
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em que sign(B,) é 1, para B, > 0, e —1, para B, < 0. Por fim, tem-se a energia no
estado U**,
EBr = B /on(ul - B — wl - BL)sign(B,). (5:29)

Dessa forma, deriva-se os estados U} e UX*, possibilitando o cédlculo dos fluxos

correspondentes F, e F ¥

O fluxo HLLD, em uma célula da malha, é dado pela equagao

F,, seSp>0,

F;, seS,<0<57,

Fiirp = Fi eSS0 S (5.30)
Fi, se Sy <0< S5,

F,, se Sy <0< Sk,

Fr, seSr<O,
em que Fg é o fluxo fisico e

Fi, =Fg + Sk (U — Ug)

, (5.31)
% =Fr+ S Ug — (S — Sk) Uy — Sk Uk

com K = R ou K = L, denotando direita e esquerda (do inglés left e right). Além

disso, tem-se os limitadores

SM _ (SR — UxR>pRUxR — (SL — UxL)pLUfEL — Pry, + Py

5.32

(S — o) — (S1 — ) :32)

Sp =min(ur,ug) —min(cg, cg), Sg=max(ur,ugr)+ max(cr,cr),(5.33a)

em que pp é a pressao total, dada por pr = p + BB Esses valores relacionados ao

2
fluxo HLLD sao calculados dessa forma para a direcao x. Para as outras diregoes,

o calculo do fluxo é feito de forma analoga. Detalhes da construcao desse fluxo
numérico sao encontrados em Miyoshi e Kusano (2005), onde sdo especificadas as
variaveis dos estados intermedidrios e a obtengao das mesmas. O fluxo numérico
HLLD também é calculado direcionalmente neste trabalho. Essa generalizacao é

analoga a feita para o fluxo HLL.
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5.2.2.1 Algoritmo HLLD

a) Calcular as velocidades S, Sg, S} e Sy de acordo com a Equagao 5.33.

b) Calcular os estados Uj, U}, Uj* e Uy de acordo com Miyoshi e Ku-
sano (2005).

¢) Calcular o fluxo HLLD de acordo com a Equagao 5.30, utilizando as vari-

4veis em sua forma conservativa.

O estudo de dois tipos de fluxos numéricos neste trabalho tem o objetivo de comparar
a eficiéncia de ambos os fluxos para simular a solu¢ao do modelo EGLM-MHD. Além
do refinamento da malha, a escolha do fluxo é extremamente importante para se
obter uma melhor aproximacao da solucao. Para ilustrar a importancia da escolha
do fluxo numérico, apresenta-se um exemplo na Figura 5.5, onde tem-se uma solugao

numérica de um modelo MHD simulada para diferentes fluxos.

Nesse exemplo, é utilizada a condicao inicial 2D denominadaAdvection of B., como
em Wesenberg (2003), e os fluxos numéricos DW, descrito em Dai e Woodward
(DAT; WOODWARD, 1995), HLL e HLLEM, descrito em Wesenberg (2003). A difer-
enca entre as solugoes para cada fluxo numérico é visivel, reforcando o que foi dito
anteriormente, a qualidade da solugao depende, também, do fluxo numérico utilizado

para apréxima-la.
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Figura 5.5 - Componente z do campo magnético, com 0.0 < ¢ < 1.0, para os fluxos numéri-
cos DW, HLL e HLLEM (de cima para baixo), com malhas triangulares var-
iando de 256 a 65536 triangulos (da esquerda para a direita).

Fonte: Wesenberg (2003).

Nos proximos capitulos sao apresentados a abordagem multirresolucao adaptativa
utilizada e os resultados obtidos com e sem essa abordagem, utilizando os Riemann

solvers HLL e HLLD, como descritos nesse capitulo.
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6 FV: VERIFICACAO E RESULTADOS

O codigo utilizado neste trabalho chama-se MHD-FV, o qual foi implementado em
C** ao longo deste trabalho, e inspirado no cddigo desenvolvido em Fortran90 por
Pierro (2009), baseado nas idéias apresentadas em Dedner et al (2002). O cédigo
MHD-FV calcula o modelo EGLM-MHD utilizando uma discretizacao por volumes
finitos. Também foram implementados nesse cédigo, os Riemann solvers HLL e
HLLD. Para que seja possivel obter a solugao do modelo, utiliza-se um algoritmo

como apresentado na Figura 6.1.

Figura 6.1 - Algoritmo utilizado para obter a solugdo do modelo com o cédigo MHD-FV.

A Figura 6.1 descreve de forma simples como o algoritmo utilizado funciona para um

determinado tempo t,,. A condicao inicial, é a entrada necessaria para realizar todos
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os calculos. Os circulos em azul sao os processos necessarios para o calculo da solugao
numeérica.As setas, em preto, indicam o fluxo de dados que esta entrando dentro de
um determinado processo. O simbolo @ representa um ou exclusivo, ou seja, um
dos dois fluxos de dados serd escolhido, mas nunca os dois. Ao final do algoritmo,
obtém-se os valores das varidaveis do modelo para o tempo t,.1. Enquanto o tempo
final nao for atingido, os valores obtidos entram no processo Cédlculo do Fluzo Fisico

e todo o algoritmo é repetido novamente, como é possivel observar na figura.

Apés a implementagao do cédigo, com os dois diferentes Riemann solvers HLL e
HLLD, iniciou-se a etapa de verificacdo, para garantir que a solucao obtida nu-
mericamente esta se aproximando corretamente da solucao esperada. Nessa etapa,
sao testadas duas condigoes iniciais conhecidas como tipo Riemann 1D e tipo Rie-
mann 2D, como as utilizadas em Li (2005) e Dedner et al (2002). A CPU utilizada
tem as seguintes especificacoes: processador Intel™ Core™) §7 2.67GHz; 8Mb de
memoria cache; e 8Gb de memoria RAM. J4 o ambiente operacional utilizado é o
GNU/LINUX (Ubuntu 12.04) e o compilador g** 4.6.3.

6.1 Caso 1: Condigao Inicial tipo Riemann 1D
6.1.1 Verificacao

Dois testes basicos sao utilizados para a verificacao do funcionamento dos fluxos.
Em um deles, obtém-se a solucao do modelo EGLM-MHD na direcao x, mantendo
constante as variaveis na direcao y. No outro, faz-se um procedimento similar con-
siderando o eixo y com as variacoes e mantendo-se as variaveis constantes em . Um

esquema das variagoes das variaveis nesse caso é apresentado na Figura 6.2.
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Figura 6.2 - Condicao inicial tipo Riemann 1D: esquema das variagoes das varidveis. (a)

variando em z e contante em y; (b) contante em z e variando em y.

No caso da condicao inicial tipo Riemann 1D, fez-se a verificagao comparando a
solugao aproximada obtida com uma solugao exata! (TORRILHON, 2003), como a
apresentada no Capitulo 3. E importante ressaltar que, mesmo utilizando condicoes
iniciais tipo Riemann 1D, o cédigo calcula a solucao bidimensional do modelo, ou
seja, o fluxo é calculado nas diregoes x e y. Neste experimento, utiliza-se a condigao
inicial tipo Riemann 1D proposta em Li (2005) (Tabela 3.1), juntamente com a

condic¢ao de contorno Absorption Neumann, como descrita no Apeéndice C.

Para fins de ilustracao, na Figura 6.3 sao apresentadas as solu¢oes aproximadas obti-
das com os fluxos HLL, HLLD e Roe em Miyoshi e Kusano (2005). Neste exemplo,
¢ utilizada uma condicao inicial tipo Riemann 1D similar a utilizada neste trabalho,
como na Tabela 3.1, exceto que 14 os valores B, = 4/ Vir e B, =2 / V4r, a malha

unidimensional possui 800 pontos, copr, = 0.8 e t = 0.2.

Thttps://web.mathcces.rwth-aachen.de/mhdsolver/
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I-IILL slolvelr
 HLLD solver

0.2

0.0

HLL solver
L HLLD solver

Figura 6.3 - Resultados do Caso 1 unidimensional obtidos para uma condicao inicial

tipo Riemann 1D com os fluxos HLL e HLLD. As varidveis densidade (a)

e componente y da velocidade (b) foram estimadas com uma malha de

800 pontos de grade no intervalo [—0.5,0.5], com copr = 0.8 e t = 0.2
Fonte: Miyoshi e Kusano (2005).

A condigao inicial utilizada em Miyoshi e Kusano (2005) difere por duas varidveis e

hé uma diferenca de parametros, mas existe uma similaridade com a solugao apro-

ximada obtida neste trabalho, como pode ser visto nas Figuras 6.4 e 6.5. O maior

interesse nessa comparacao ¢ o comportamento dos Riemann solvers para essas va-

rigveis.
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100 x 100 200 x 200 600 x 600
(a) p

Figura 6.4 - Varidveis densidade (a) e componente y da velocidade (b) estimadas com o
fluxo HLL para o tempo t = 0.08, ccpr, = 0.3 e para malhas de 100 x 100,

200 x 200 e 600 x 600 células. Solugoes exata (azul) e aproximada (vermelho).

Nas figuras apresentadas, tem-se a solugdo aproximada (vermelho) e exatas (azul)
das varidveis densidade (p) e componente y da velocidade (v,), calculadas com ma-
lhas regulares com numero de células diferentes (100 x 100, 200 x 200 e 600 x 600

células.) para os fluxos numéricos HLL e HLLD.

47



100 x 100 200 x 200 600 x 600
(a) p

Figura 6.5 - Varidveis densidade (a) e componente y da velocidade (b) estimadas com o
fluxo HLLD para o tempo ¢t = 0.08, ccrr, = 0.3 e para malhas de 100 x 100,

200 x 200 e 600 x 600 células. Solugoes exata (azul) e aproximada (vermelho).

Pelas Figuras 6.4 e 6.5 é possivel notar as diferencas entre a solucao das variaveis
densidade p e componente y da velocidade v, para diferentes tamanhos de malha.
A medida que a malha é mais refinada, pode-se concluir que a solucao tende a ser
melhorada. No entanto, a qualidade de uma aproximacao numérica nao estd apenas
relacionada ao refinamento da malha, mas, também, ao esquema numérico que é
utilizado para aproximar a solucao. Para ilustrar esse tipo de abordagem, utilizando
os exemplos anteriores, compara-se as duas variaveis para os dois diferentes tipos de

fluxos numéricos implementados.
6.1.2 Resultados

Na Figura 6.6 é possivel visualizar de forma clara o comportamento de ambos os
fluxos numéricos para diferentes tamanhos de malhas. Observa-se, entao, que mesmo
em uma malha bem menos refinada, o fluxo numérico HLLD se mostra mais eficiente,

no sentido de aproximacao da solugao numérica do modelo MHD. Desse forma, fica
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claro que a escolha do esquema numérico é de grande importancia, devendo ser feita

de acordo com o problema e o objetivo em questao.

(a) p (b) v,

Figura 6.6 - Varidveis densidade (a) e componente y da velocidade (b) para malhas de
100 x 100 (superior), 200 x 200 (centro) e 600 x 600 (inferior) células no
tempo t = 0.08 e corr, = 0.3. Solugdes exata (azul), aproximada com o fluxo

HLL (verde) e aproximada com o fluxo HLLD (vermelho).
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Nas Figuras 6.7, 6.8 e 6.9, apresenta-se a solu¢ao numérica do modelo EGLM-MHD
obtida com os fluxos HLL e HLLD para todas as variaveis no caso da condicao inicial
do tipo Riemann 1D. Essa solugao aproximada ¢é obtida para uma malha regular de

512 x 512 células, em um tempo t = 0.1 e copr, = 0.3.

(a) p (b) p-zoom

(©) p (d) p-zoom

Figura 6.7 - Densidade (a) e pressao (c), e seus respectivos zoom’s (b) e (d): solugao exata
(azul), HLL (verde) e HLLD (vermelho) para o tempo t = 0.08, ccrr, = 0.3,

v =5/3, cu/c; =1 e uma malha com 512 x 512 células.
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(a) v, (b) vz-zoom

(c) vy (d) vy-zoom

(e) v (f) v,-zoom

Figura 6.8 - Componente z (a), y (c) e z (f) da velocidade e seus respectivos zoom’s (b),
(d) e (f): solucao exata (azul), HLL (verde) e HLLD (vermelho) para o tempo
t =10.08, copr, = 0.3, v =5/3, ch/cfJ = 1 e uma malha com 512 x 512 células.
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(a) By (b) By-zoom

(c) B. (d) B,-zoom

Figura 6.9 - Componentes y (a) e z (¢) do campo magnético, e seus respectivos zoom’s (b)
e (d): solugao exata (azul), HLL (verde) e HLLD (vermelho) para o tempo
t=0.08, copr = 0.3,y =15/3, ch/c?) = 1 e uma malha com 512 x 512 células.

A Tabela 6.1 mostra o erro na norma L' calculada entre as solucoes exata e apro-
ximada, para os fluxos HLL e HLLD. O erro na norma L' ¢ calculado como na
Equacao 6.1.

1

Ny
€Lt = me D, Ei\[:aclzjtl(IJTEf - Unum)y (6.1)

em que N, e N, sao as quantidades de células nas direcoes x e y; D, e D, sao os

dominios = e y; e U, € Uy, sao as solugoes de referéncia e numérica.

Analisando os dados da tabela, percebe-se uma melhora no erro de aproximacao

para todas as variaveis, exceto para a variavel B,, a qual é constante. Constatando,
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numericamente, a eficiéncia de cada fluxo ao aproximar a solucao.

Tabela 6.1 - Erro na norma L; calculada entre as solugdes exata e aproximada, para os

fluxos HLL e HLLD.

Fl Variaveis
uxo
P p Uz Uy
HLL |10.3-107% | 17.2-1079 | 6.70 - 1079 | 7.08 - 10793
HLLD | 7.43-107% | 11.5-1079 | 5.99- 1079 | 528 - 1079
v, B, B, B,
HLL |7.49-107%9 | 4.16-107°7 | 9.91-107% | 10.5- 10793
HLLD | 4.01-1079 | 4.16-107°7 | 7.76 - 1079 | 6.26 - 10793

Uma importante etapa de verificacao do codigo MHD-FV ¢é a aproximagao da solugao

na diregao y, como ilustrado na Figura 6.2. A condigao inicial para esse caso é descrita

na Tabela 6.2 e utilizada de acordo com os valores de y

Tabela 6.2 - Condigao inicial tipo Riemann 1D - Direcao y

y<0|1.08]095|0.01|1.2|0.5]3.6/vdr |2.0/V4r | 2.0/ 27
y>0] 1.0 | 1.0 | 0.0 [0.0]0.0]4.0/V4r | 2.0/v4r | 2.0/v27

e os valores v,, v, € By, B, trocam de posigao entre si (v, por v, e B, por B,), para
que seja possivel verificar se os resultados na direcao y sao iguais aos da diregao x.

Feito isso, os resultados obtidos sao idénticos, verificando, assim, o cédigo MHD em

volumes finitos.

A verificacao do cédigo MHD-FV em ambas as direcoes x e y para o caso da condicao

inicial tipo Riemann 1D, possibilitou o inicio da etapa de verificacao e resultados

para a condicao inicial tipo Riemann 2D.
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6.2 Caso 2: Condigao Inicial Tipo Riemann 2D

Apos as validagoes do cédigo para a condigao incial 1D, inicia-se os testes para
obtencao da solucao do modelo EGLM-MHD para a condigao inicial tipo Riemann
2D, o qual é um caso mais interessante. Para fins de comparacao e verificacao, a

condigao inicial utilizada foi a proposta em Dedner et al (2002).

Tabela 6.3 - Condigao inicial tipo Riemann 2D

Quadrante ) P Uy Uy U, B, B, B,
1 1.0304 | 2.2874 | 1.4127 | -1.0146 | -1.0691 | 0.3501 | 0.5078 | 0.1576
2 1.0000 | 2.4323 | 1.7500 | -1.0000 | 0.0000 | 0.5642 | 0.5078 | 0.2539
3 1.8887 | 7.6110 | 0.1236 | -0.9224 | 0.0388 | 0.5642 | 0.9830 | 0.4915
4 0.9308 | 2.1583 | 1.5639 | -0.4977 | 0.0618 | 0.3501 | 0.9830 | 0.3050

A Tabela 6.3 da condicao inicial tipo Riemann 2D foi adaptada para os valores das
quantidades primitivas, ao contréario da tabela apresentada em Dedner et al (2002),
que apresenta os valores na forma conservativa. O conceito da condigao inicial tipo
Riemann 2D ¢ analogo ao da condic¢ao inicial tipo Riemann 1D, mas nas duas direcoes
x e y, particionando-se o dominio. Na Figura 6.10, tem-se uma ilustragao para a

condigao inicial tipo Riemann 2D.

Figura 6.10 - Condigao inicial tipo Riemann 2D em um dominio [—1, 1] x[—1, 1]. Os valores

1, 2, 3 e 4 denotam os quadrantes, os quais sao especificados na Tabela 6.3
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A solugao de referéncia é calculada utilizando-se uma malha com 2048 x 2048 célu-
las. Para ilustrar a solugdo encontrada em Dedner et al (2002), é apresentada na

Figura 6.11 a variavel densidade.

Figura 6.11 - Solugdo para uma condicao inicial tipo Riemann 2D, para a varidavel den-
sidade (a), no tempo ¢t = 0.1. A solugao foi aproximada utilizando o Rie-
mann solver DW (DAI; WOODWARD, 1995) em um dominio [—1,1] x [-1,1].
Fonte: Dedner et al (2002).

Nas Figuras 6.12, 6.13 e 6.14, utiliza-se uma malha com 512 x 512 células, para
simular a solugao para o Caso 2. Ambos os fluxos numéricos HLL e HLLD sao

utilizados. O valores copp = 0.3 e v = 5/3 também sao definidos nesta simulagao.
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(a) p, HLL (b) p, HLLD

(¢) p, HLL (d) p, HLLD

Figura 6.12 - Varidveis densidade e pressao para os fluxos HLL (a,c) e HLLD (b,d), res-
pectivamente, em uma malha com 512 x 512 células, para tempo ¢t = 0.1,

v=5/3, Ch/sz, =1leccpr =0.3.
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(a) vy, HLL (b) vy, HLLD

(¢) vy, HLL (d) v,, HLLD

(e) v,, HLL (f) v,, HLLD

Figura 6.13 - Componentes z, y, z da velocidade para os fluxos HLL (a,c,e) e HLLD (b,d,f),
respectivamente, em uma malha com 512 x 512 células, para tempo ¢t = 0.1,

v =5/3,cn/ct =1eccrp =0.3.
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(a) B,, HLL (b) B,, HLLD

(¢) B,, HLL (d) B,, HLLD

(e) B., HLL (f) B., HLLD

Figura 6.14 - Componentes z, y, z do campo magnético para os fluxos HLL (a,c,e) e HLLD
(b,d,f), respectivamente, em uma malha com 512 x 512 células, para tempo
t=01,v=5/3, cp/ci =1ecopr =0.3.
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Na Tabela 6.4, tem-se o erro na norma L! calculada pela diferenca dos valores de teste
e de referéncia. Para obter os valores de referéncia, simula-se a solucao do modelo
EGLM-MHD para Caso 2, com o cédigo MHD-FV |, para uma malha de 2048 x 2048
células, e utiliza-se essa solucao para obter uma aproximacao dos valores para uma
malha de 512 x 512 células.

Tabela 6.4 - Erro na norma L; calculada entre as solugoes de referéncia e aproximada,

para os fluxos HLL e HLLD. A solucdo de referéncia é calculada com o fluxo

HLLD.
Fluxo Variaveis
p p Vg Uy
HLL |2.17-1072]10.35-107% | 3.67-107%* | 2.83-107"
HLLD | 1.77-10792 | 833-107%2 | 2.12-107%2 | 2.27-10792
v, B, B, B,
HLL |812-107% ] 3.19-107°% | 11.55-107% | 11.23-107%
HLLD | 5.12-1079 | 1.67-107%2 | 8.04-107% | 8.02-107%

A solugao obtida em Dedner et al (2002) para essa condigao incial tipo Riemann 2D
foi calculada com um fluxo numérico diferente do utilizado nesse trabalho, mas no
mesmo tempo t = 0.1, com as mesmas condigoes iniciais e parametros. Além disso,
nao foi especificada pelo autor as isolinhas utilizadas na visualizagao da solucao. Por
esses motivos, a solucao obtida neste trabalho nao é, necessariamente, idéntica a
solugao obtida em Dedner et al (2002). No entanto, existe uma grande similaridade
entre as diferentes solucoes, o que é um ponto importante para a verificacao prelimi-
nar do cédigo MHD-FV para o caso 2D. As diferencgas existentes entre as solugoes
obtidas neste trabalho e em Dedner et al (2002) podem ser relacionadas & escolha
do fluxo numérico para obtencao da solucao e, também, ao tipo de malha utilizada,

bem como as isolinhas utilizadas na visualizacao.

No proximo capitulo sao apresentados os resultados obtidos utilizando um algoritmo
de multirresolucao adaptativa para os casos 1D e 2D e, também, um comparativo

entre as solugoes simuladas com e sem esse algoritmo.
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7 MULTIRRESOLUCAO (MR)

Num contexto multi-escala, a informacao é organizada em diferentes niveis de escalas
0 < j < J. De uma forma geral, em um certo nivel j, o dado discreto f; = (f;x) é
um conjunto de amostras f;; da fungao f. Na andlise wavelet, os detalhes de uma
representacao em dois niveis consecutivos j e 7 + 1 sao guardados nos coeficientes
wavelet d; = (d;;). O indice k estd associado com a localizagao espacial, onde as
amostras ou os detalhes sao obtidos. Por exemplo, essas amostras podem ser obtidas
por pontos (ou por médias celulares) em malhas hierdrquicas e os detalhes d;, sao
os erros obtidos no nivel j + 1, utilizando uma previsao dos valores f; de um nivel
menos refinado j. Nesse contexto, a principal ferramenta de multirresolucao é uma

transformada um-para-um entre niveis
fi < (5, d;).

Aplicando a transformada direta em uma informacao f;; em um nivel mais refinado
j+1, tem-se a informacao no nivel menos refinado a seguir f; e os detalhes (ou erros

de aproximagao) d;.

Nesta secao, é apresentado um resumo sobre o método de andlise multirresolugao
no contexto de interesse deste trabalho, baseado na revisao deste método apresen-
tada em Domingues et al (2011). Mais detalhes referentes a teoria de Wavelets sao
encontrados em Castilho et al (2012) Essa transformada satisfaz trés propriedades

fundamentais:

1. Localizagao: Localizacao significa que os cédlculos computacionais de uma en-
trada f; ou d; requerem o conhecimento de um ntumero finito de informacoes

vizinhas de f;,;.

2. Cancelamento de Polinémios: De forma a se ter uma boa compressao de da-
dos, os detalhes d; devem ser zero para polinomios até um certo grau. Isso significa
que, em regioes suaves, as amplitudes dos coeficientes wavelets sao despreziveis e
podem ser desconsideradas. Por outro lado, proximos a singularidades, os detalhes

sao importantes e assim esses coeficientes devem ser mantidos.

3. Estabilidade: Esta é uma propriedade crucial que garante que pequenas pertur-

bagoes introduzidas nos dados transformados em qualquer escala nao sao ampli-
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ficadas sem controle e aplicacoes iterativas da transformada multi-nivel

f; < 78 = (fy, do,...,ds_1).

Na analise wavelet, as transformadas MR direta e inversa sao normalmente associ-

adas a representacao de funcoes em espacos funcionais da forma

J-1

Vi=Vot > W, (7.1)

=0

em que V; denota o espaco gerado pelas fungoes escalas e W o espaco gerados pelas

funcoes wavelets. Funcgoes f € V; podem ser expandidas, ou como
f(z) = Z fre®@in(z),
k

com a funcao escala, que é uma representacao em um nivel, ou com as funcgoes

wavelets, que é uma representagao em multi-escala

f(&?) = Z fO,kq)O,k(x> + Z_: Z djﬁ‘lfj,k(l’).

=0 k

Os coeficientes wavelet e escala sao dados por
fj,k’ =< fa (I);k,k >, dj,k =< f7 ;,k >,

sendo definidos por produtos internos com fungoes duais escala e wavelet, @7, e U7,

respectivamente.

Nos métodos cldssicos, os valores de f; sao obtidos de uma informacao local de
amostras igualmente espacadas de uma grade Cartesiana X, e as informacoes entre
niveis das transformacoes sao obtidas de convolugoes com filtros passa-baixa e passa-
alta frequéncias (mais detalhes em Mallat (1999) e Cohen (2000)).

Neste trabalho considera-se uma analise multirresolucao usando uma outra abor-
dagem desenvolvida por Harten (1996) e Abgrall e Harten (1998). A formulagao
proposta por Harten é uma andlise multirresolucao baseada na representacao de da-

dos, com conceitos de discretizagao, projecao e predi¢ao. Esses conceitos sao mais
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detalhados neste capitulo, em que uma discretizacao por médias celulares é con-
siderada para uma malha uniforme em um intervalo e em malhas bidimensionais

Cartesianas. No Apéndice F, é apresentada uma discretizacao por valores pontuais.

Para a aplicacao dessa dissertacao, o ingrediente fundamental desse método é que os
coeficientes wavelet podem ser usados como indicadores da regularidade local, que
uma consequencia direta do cancelamento de polinomios. Neste contexto, o principio
é representar funcoes apenas pelas suas médias celulares correspondentes aos coefi-
cientes wavelet significantes. Para uma representacao de fungoes com singularidades
localizadas, é esperado ser necessario poucas células na malha adaptada nas regioes
suaves, e mais células nas regioes proximas as singularidades. Gera-se, entao, uma
representacao esparsa estruturada que é usada na solucao numérica de Equacgoes
Diferenciais Parciais (EDP) Evolutivas. Neste capitulo, um resumo dos principais
ingredientes desse método de representacao é apresentado, mais detalhes podem ser

obtidos em Domingues et al (2010).

No caso unidimensional, considera-se um intervalo unitério 2 = [0,1] em malhas
diddicas. Num contexto mais geral, é possivel estender essas idéias para dimensoes

superiores.
7.1 MR para médias celulares

Considere uma hierarquia de um intervalo unitario de malhas diddicas uniformes
X;. As malhas diddicas X; formam uma hierarquia de parti¢oes do intervalo [0, 1] =
UrQ; 1 pelas células disjuntas Q;, = (k277, (k+1)277), k = 0,---,2/ — 1, como
ilustrado na Figura 7.1. Considera-se, agora, a configuracao onde ao operador de
discretizagao D; : f — f; é definido por fungoes absolutamente integraveis f em

[0, 1] pelas médias celulares na partigao do nivel j
fik= Zj/ f(z) dz.
Q],k

Como cada célula €, é formada por duas células filhas, de mesmo tamanho, no
nivel j 4+ 1, ou seja,

Qe = Qjg1,26 U Q01 2611,
segue-se, entao, que o operador projecao Pjyi1-,; : fj41 — £, o qual fornece as

médias celulares exatas em um nivel j, a partir de valores em um nivel j + 1, é
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1=0
Qpgp=£%

Figura 7.1 - Hierarquia de parti¢oes de Q.Fonte: Domingues et al (2011).

definido por
1
fik = §[fj+1,2k: + fit1,2641)-

7.1.1 Predicao de médias celulares

O propésito do operador predicao Pj_, 41 : f; — f'j+1 ¢ estimar as médias celulares
no nivel 7 4+ 1, a partir do conhecimento dos valores correspondentes pertencentes
ao nivel menos refinado j. A maneira mais simples de prever as médias celulares é
por uma aproximacao constante, utilizando a média celular da célula mae (2, ;, para

prever as médias celulares das suas filhas €211 91 € 11 2841,

Fivi2k = Fivroers = Fins (7.2)

a qual é exata para funcoes constantes. Se a reproducao exata de polinomios de
ordem superior ¢ desejada, em adicao as média celular da célula mae €, deve-
se utilizar as médias celulares de algumas células vizinhas. Por exemplo, ao incluir
as médias celulares das duas células vizinhas mais préximas €241 € €21, para
1 <k <2/ —2, os valores previstos

1

fiv12601 = fix+ 3 (firer = fir—1),

- 1
fivroe = [ix— 3 (fire1 = fik—1)

resultam em ser exatos para polinomios quadraticos. Os operadores de projegao e

predicao sao ilustrados na Figura 7.2.

64



Projecao Predicédo

£ f
LIk jr12k+ .
I e HA | level j+1
3 EOD
v e level
bk b1 fix fj,]i+1

Figura 7.2 - Tlustragao dos operadores de projecao e predicao.
Fonte: Domingues et al (2011).

Similarmente ao tratamento da fronteira no caso dos valores pontuais, na primeira

célula do lado esquerdo, tem-se

~ 11 1 1
fitin = gfj,o - §fj,1 + gfj,%

~ 5 1 1
fit10 = gfj,o + 5fj,1 — gfj,Q,
e, no lado direito,
- 1 1 5
fir2121 = —gfj,y;:s + §fj,2142 + gfj,w;l,
~ 1 1 11
fit1,0i01-0 = gfj,m‘_s - §fj,2j—2 + gfj,m‘—y

Pode-se verificar que esse operador de predigao é derivado da interpolagao polinomial

da média celular, no sentido de
- i
fivr2ke1 = 2 / p(x)dx
Q12641

fioroe = 2j+1/ p(x)dz
Q1,2

em p(z) é o polinomio quadratico do qual as médias celulares das trés células mais

préximas do esténcil €;,,, com |m — k| < 1, coincidem com f;,

fim = 2j/Q p(z) dx.

J,m
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Esse procedimento pode ser estendido para derivar predicoes de ordem superior,
usando esténcis maiores, os quais incluem €2; e os 2L vizinhos mais préximos €,
|m—k| < L, L > 1. Primeiramente, define-se p(z) como o polinémio de grau 2L, tal
que as médias celulares no esténcil 2L de células €2 ,, coincidam com f;,, e, entao,
define-se fiy1x € fiq1.2k1 como as médias celulares de p(z) nas células filhas Q;41 o5

e 2;412x+1. Tal procedimento reproduz polinomios de grau M = 2L.
7.1.2 Transformada MR

Assim como no caso de discretizacao por valores pontuais, para construir a andlise
multirresolugao para médias celulares, deve-se manter os detalhes entre um nivel de
escala j e o préximo nivel acima 7 + 1 como sendo o erro de predicao em uma das

células filha. Por exemplo,

dj,k - fj+1,2k:+1 - fj+1,2k+1~
Dados f; e d;, f;11 pode ser recuperado, como indicado nos préximos algoritmos.
7.1.2.1 Andlise - f; — /% = (f;, dy,...,d;_;)

e Paraj=J—1,...,0, dado f;,1:
Faca a projecao: Py, : f41 — f;
Faca a predigao: Pj_,j.1: f; — f'j+1

Calcule os erros de predicao: d;i = fjt1,2641 — fijt+1, 2641

7.1.2.2 Sintese - £ = (fy, dy,...,d;1) — f;

e Para j =0,..., J—1, dados f;, d;:
Faca a predigao: Pj_ ;.1 : f; — f'jﬂ

Calcule f;;:

fiti2e41 = dj p+ fit1, 2641

Jivioe = 2[ik — fiv12001
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7.1.3 Contexto funcional

No presente caso de discretizacao de médias celulares, pode-se, também, definir a

decomposi¢ao de multirresolucao como nas Equacoes G.4 e G.5. Sendo
=2 / f(x)de =< [, >,
Q],k

* _ ] ~ s . .
em que <I>j,k = 2X0,,- O termo x¢ representa a funcao caracteristica do conjunto
C, a qual possui o valor 1, para z € C, e 0 caso contrario. A relacao de escala

mantém-se
*
k= 5 195 ok + P ok

Conclui-se, entao, que as wavelet duais W7, tais que

djk = fitr2e+1 — fjrronr =< f, V5, >

sao dadas por
* 1
\I}],k = 2J+ XQ]+1 2k+1 2j Z thQJ m?

* k g%
J+1,2k+1 § :hmq)j m?
em que h* sdo os coeficientes de predigao, tais que

fivroner =Y _hE fim.
m

A definicao das principais fungoes bésicas ®;; e ¥, baseia-se na convergéncia do

operador de predicao.

A predigao de uma média celular é convergente se, para qualquer sequéncia inicial
s; = (s;k), existe uma funcdo integravel s;(x), tal que suas médias celulares nos
niveis £ > j coincidem com a saida obtida com a subdivisao iterativa de média celular
se = Py_1_.4sp_1. Se essa propriedade é mantida, as func¢oes escala interpoladoras de
médias celulares @, (z) podem ser definidas pelas médias celulares da subdivisao

de sequéncias de delta de Dirac s;,, = 0(k —m). Nos espacgos funcionais,
V; = span {®;x(z), k=0,---,2/ — 1}
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a expansao
271

fiw) =" fix®in(x) € V; (7.3)

corresponde a reconstrucao por média celular de uma funcao integravel f, no sentido

de que D, f;(z) = f;, i.e., as médias celulares de f e f; coincidem no nivel j.

Utilizando os mesmos argumentos da definicao de interpolagao, obtém-se as relagoes

escala

Ojk(x) =Y cr(m) i1 m(@),

em que cx(m) sao as médias celulares de @, no nivel j + 1, as quais sdo obtidas
pelas predigoes da sequéncia delta §(k—m). As seguintes propriedades sdo mantidas

para essas fungoes escalas de médias celulares (DONOHO, 1993)

a) Para N > 0, ®,; é uniformemente continua, com regularidade de Holder
s = s(N) aumentada com grau de interpolacao N. Por exemplo, @, x(x) €
C*® com s > 0.678 e s > 1.272 para N = 2 e 4, respectivamente (de
fato, essa é uma consequéncia de uma féormula de comutacao ao expressar
a derivada da interpolacao de funcoes escala usando polinémios interpo-
ladores de grau M — 1, em termos das diferencas divididas das fungoes

escala para média celular para N = M — 2).

b) Distante das fronteiras, ®;,(z) = ¢(2/z — k), em que ¢ = @1 y41 530 as

funcoes escala spline Cohen-Daubechies-Feauveau (COHEN et al., 1992).
¢) Possuem suporte compacto, com tamanho |supp(®; ;)| = O(277), aumen-

tando com M.

Tendo-se que V; C Vji;, examina-se, entao, espacos complementares W}, tais que
Vigr = V; + W;, e wavelets W, ;. que geram essas diferengas. Como tal, é esperado
que a expansao multirresolucao de W, corresponda a zero média celular no nivel j

e coeficientes wavelet d;,, = §(k — m). Portanto, ¥;; deve ser dada pela expressao

‘I’Jk(f’?) = (I)]'+1,2k+1<37) - (I)j+1,2k(37>-

Para o caso particular de predigao por aproximagao constante, ®;;, = xq,, € 0s

espacos V; sao formados por fungoes constante por partes, gerando uma anélise
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multirresolugao de L?(2) tal que V; C Vji1, Uj>oV; é denso em L*(Q) e { P4, k =
0,---,2/—1} é uma base ortogonal para V; e a expansao (7.3) corresponde a proje¢ao
ortogonal de f em V;. Os espagos wavelet W; = span{V;, k=0,---,2/ — 1} sao
os complementos ortogonais de V; em Vi1, e U, x(x) sdo as chamadas wavelets de

Haar.

No geral, para predicao de médias celulares por polinomios de ordem superior M =
2L, os espacos V; também geram uma analise multirresolugao de L'(2), tal que V; C
Vit1, Uj>oVj, é denso em L'[0,1]. A sequéncia de aproximagoes f;(z) corresponde

as projecoes biortogonais de f em V; e

filler < Cllfl[m
Hf—fjHLl — 0, as j — oo.

Uma referéncia sobre propriedades de convergéencia de aproximagoes multirresolugao
é encontrada em Cohen (2000).

7.1.4 Indicador wavelet de regularidade local

No contexto de médias celulares, os coeficientes wavelet podem ser, também, uti-
lizados como indicadores de regularidade local. Assumindo que a func¢ao f(x) tem
suavidade C*, para algum s < M, dentro de um intervalo I;; suportando W7, (i.e.,
I, contém as células do esténcil utilizadas para a predicao de f;41.9x+1). Utilizando
os resultados cléssicos da aproximacao local de polinémios por polinémios e a pro-

priedade de cancelamento de polinomios, o coeficiente wavelet pode ser estimado

por
’dj,k| < inquHMﬂHf - QHL"O(Ij,k)H\I};,k”LI
S O2_$J|f Cs(Ij k)
em que [[W%,[| =1 e o tamanho de I;; é O(277). Portanto, para predicoes de alta

precisao, o alto decaimento dos coeficientes wavelet é garantido em regioes suaves.
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7.1.5 Compressao de dados

Dadas as médias celulares f; no nivel mais refinado J, depois da iteracao da trans-

formada MR, podem ser representadas como
£77% = (fo, do, - -+, dy_1).
A compressao de dados é obtida depois da etapa de truncamento

e _ 0 se |djx] <
ik = -
! d;i caso contrario.

A Figura 7.3 mostra que a solugao do modelo EGLM-MHD possui diferentes padroes
de regularidade de acordo com o tempo. As malhas adaptativas para cada tempo

ilustram suas caracterizacoes de regularidades locais.

Para as aplicagoes deste trabalho, no contexto do método dos volumes finitos, a idéia
principal é utilizar os coeficientes wavelet em uma representacao multirresolucao das
médias celulares da solucao, para construir malhas adaptativas: utiliza-se células
pouco refinadas nas regioes onde os coeficientes wavelet sao pequenos (e a solugao é

suave) e refina-se onde esses coeficientes sao significantes.
7.1.5.1 Estabilidade

Para esquemas convergentes de subdivisao, pode-se utilizar a expansao

“\4
,_.

fi(@) = f5 : Z )Vjk().

<
Il
o

Desde que o suporte de W, é uniformemente localizado em torno de Cj, tal que

||¥;xllrr < C277, 0 erro de truncamento L' no nivel j é

1271 271

Y - d) v de| < 63 [0l
0 k=0 k=0
S OGj.
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t=20.0 t = 0.005 t=0.1

Figura 7.3 - Operacao de truncamento. Varidveis p, v, e B, nos tempos t = 0.0, t = 0.05
et = 0.1, e a malha adaptativa referente ao sistema MHD para esses tempos
(de cima para baixo), para ¢ = 0.005. Solucao exata (azul) e aproximada
(vermelho). Solucao obtida no intervalo z € [—0.5,0.5].
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Consequentemente, a estabilidade L' do erro de truncamento ao longo dos niveis de

escala é estimado por
J—1

s = f5ll < CY e
=0

1
2

mente limitado por Ce, até uma mudanca na constante C'.

Seej1=¢€ e€; = 1€ = €277 conclui-se que o erro de truncamento é uniforme-

7.1.6 Malhas cartesianas em dimensoes superiores

Em dimensoes superiores, os esquemas MR para malhas cartesianas podem ser
obtidos por produtos tensoriais de esquemas 1D. Por exemplo, na geometria 2D,

considera-se a hierarquia de malhas cartesianas
G ={Qs} 7= (km) €S, Q=Uyes s, [Qs| ~277,

em que €2, € G; ¢ a uniao de quatro células em G;;,. Uma ilustracao ¢ apresentada

na Figura 7.4.

Q00 Q010
Q0,7 L0

0 000 G':?

0

Figura 7.4 - Hierarquia de malhas aninhadas.Fonte: Domingues et al (2011).

Por exemplo, para que a predi¢ao seja exata para polinomios quadraticos, distante

das fronteiras, as células vizinhas € x—1m), 2 k+1,m)> L (km—1) € 2 (kym+1) SO
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Figura 7.5 - Exemplo de uma malha adaptativa (direita) obtida com o truncamento dos
coeficientes wavelet de um campo de densidade (esquerda).
Fonte: Deiterding et al (2009).

consideradas e, para n,p € {0,1}, a formula de predicao (BIHARI; HARTEN, 1997)

dé-se por

1 1

Frov@ktnamen) = Figem) + g(_l)p(fj,(k,m+1) — fitem—1)) + g(—l)n(fj,(kﬂ,m) — fitk—1,m))

1

+ 6—4(—1)"p[(fj,(k+1,m+1) — fikrrm—1)) = (fi(e—1.m+1) = fi(h—1m—1))-

Agora, trés coeficientes wavelet devem ser considerados e as transformacoes bi-nivel
sao f;11 < {fj,dél), dé-g), dgg)}7 em que

d(l)

d(2)

d(3)

7, (k;m

j7(k7m

j’(k7m

) = fj+1,(2k,2m+1) - fj+1,(2k,2m+1)7
) = Jirterr2m) = fi+1et1,2m),

y T fj+1,(2k+1,2m+1) - fj+1,(2k+1,2m+1)-

Utilizando esse esquema MR de terceira ordem para médias celulares, a Figura 7.5

mostra uma malha adaptativa para a solu¢ao numérica de um problema de Riemann,

em que as células sao escolhidas de acordo com os coeficientes wavelet com magnitude

maior que um dado limiar de truncamento e. Mais detalhes sao encontrados em

Deiterding et al (2009).
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8 VF e MR: COMBINANDO 0OS METODOS

No conceito de adaptabilidade para EDP Evolutivas, os esquemas adaptativos de

MR para solugao numeérica sao escritos na forma

ou(zx,t)

o = Dule.t), t> 0w Q. (8.1)

em que D é um operador diferencial no espaco. A Equacao 8.1 é completa quando
tem-se condigoes inicial e de contorno para a mesma. Os métodos combinam es-
quemas tradicionais e estaveis, como volumes finitos ou diferencas finitas, com a
habilidade de caracterizacao da regularidade local das fungoes pertencente aos coe-
ficientes wavelet. Utilizando um ambiente apropriado, a idéia é representar solugoes
numéricas por médias celulares correspondentes aos coeficientes wavelet significa-
tivos. Em geral, pouca informacao é necessaria em cada passo de tempo. A malha
adaptativa é menos refinada onde a solucao é suave e mais refinada préximo as
irregularidades. Em cada célula da malha adaptativa, a discretizacao do operador
Du(z,t) é modificada utilizando o tamanho do passo proporcional a escala local de

cada célula.

Assume-se o esquema numérico de referéncia em uma formulacao explicita
n+1 __ n
urt =EU",

em que os vetores U" = U7} contém a informagao da solu¢ao numeérica em uma malha
uniforme no nivel J e tempo ¢,, E é o operador discreto de evolugao que inclui a
discretizacao das derivadas espaciais, a agao de um solver de EDO e a aplicacao das

condigoes de contorno.
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Assume-se o esquema numérico de referéncia em uma formulagao explicita, em que
os vetores contém as informagoes da solu¢ao numérica em uma malha uniforme no
nivel J, em que E é o operador de evolugao que inclui a discretizacao de derivadas
espaciais, e a aplicagao das condigoes de contorno. Em um método de multirresolucao
adaptativa, o objetivo é utilizar tal esquema de referéncia em uma abordagem mais
eficiente, levando em conta a informacao de regularidade local wavelet sobre a solugao
numérica. O primeiro passo nessa direcao é a representacao da solucao numérica em

uma malha esparsa. Para isso, trés estdgios bésicos sao utilizados

a) Refinamento: U}, < RUY

b) Evolugao: Ut «— By rUM

¢) Reajuste da malha & solugao:: U}t] 7;(7]%%

O operador de refinamento R é uma medida de precaugao para prevenir que alguns
gradientes se movam para as areas da malha menos refinadas entre os passos de
tempo. Como as regioes de suavidades ou irregularidades da solucao podem mudar
com o tempo, I'™ pode nao ser mais conveniente no préximo passo de tempo t,1.
Por esse motivo, antes de fazer a evolucao, a representacao da solucao deve ser
estendida para a malha I'"*, a qual espera-se que contenha I'*!. Entao, o operador
de evolugao Ej i é aplicado. O indice M R indica que a discretizacao das derivadas
espaciais é modificada utilizando um passo de tamanho proporcional a escala local
de cada célula. No ultimo estagio, o operador de truncamento é aplicado com o
intuito de reajustar algumas células em I'"), onde o refinamento é desnecessédrio

= : n+1
para uma representacao precisa de UMR .

Para a implementacao desse algoritmo adaptativo, as ferramentas bésicas sao prove-
nientes da andlise multirresolucao para médias celulares. Como descrito anterior-
mente, a informacao discreta da solucao é organizada em niveis ou resolugoes. A
cada nivel j, os coeficientes wavelet d; sao definidos como um erro de predicao
nas células filhas do determinado nivel de discretizacao. Usando coeficientes wavelet
como indicadores de regularidade, o principal ingrediente é o operador de trunca-
mento 7;: apenas a informagao correpondente aos coeficientes wavelet com valores
significantes, com magnitude maior que o limiar de truncamento €, devem ser man-
tidos na malha adaptativa. O operador de predicao é, também, utilizado para cal-

cular algumas informagoes necessarias que nao estao presentes na malha adaptativa
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computacional. Por exemplo, essas informacoes sao necessarias no operador de refi-
namento, para aproximar a solugao nos locais em I'""" \ T e, também, na aplica¢ao
de Ejyr, quando alguns esténcis necessdrios nao estao presentes em I'™". Detalhes

sobre a estabilidade desse método podem ser obtidas em Domingues et al (2010).

No caso especifico do modelo EGLM-MHD estudado, a malha adaptativa utilizada é
refinada onde qualquer uma das variaveis necessitem de uma melhor representacao,
i.e., a malha adaptativa utilizada é a uniao das malhas adaptativas individuais das
variaveis desse modelo. Neste trabalho também optou-se, por simplicidade, por ter

apenas um parametro € para todas as variaveis.
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9 MR ADAPTATIVA: VERIFICACAO E RESULTADOS

No contexto numérico da multirresolugao adaptativa, como apresentada no Capi-
tulo 7, utiliza-se um cédigo com o algoritmo adaptativo implementado. O cédigo
utilizado chama-se CARMEN;, implementado por Roussel (2003) na linguagem C*7.
J& implementados no cé6digo CARMEN tem-se as equagoes de Navier-Stokes e mais
cinco tipos de equagoes. Nesse codigo é possivel calcular qualquer um desses seis

modelos utilizando ou nao um algoritmo de multirresolucao adaptativa.

Na Figura 9.1, tem-se uma ilustragao do funcionamento do cédigo CARMEN.

Figura 9.1 - Algoritmo utilizado para obter a solu¢ao do modelo com o c6digo CARMEN.

O algoritmo de multirresolu¢ao implementado no cé6digo CARMEN utiliza uma es-

trutura de arvore com 2* nodos, em que L é o nivel mais refinado da malha, para que
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seja possivel criar uma malha adaptativa com varios niveis. Para adaptar a malha,
utiliza-se o parametro de truncamento ¢, a partir do qual decide-se onde é necessario
o refinamento local ou nao. A medida que o parametro € se aproxima de zero, o
refinamento da malha torna-se mais rigoroso e, de maneira andloga, quanto mais
esse € se afasta de zero, menos refinada a malha é. O parametro € deve ser escolhido
levando em conta a representacao da solucao que esta sendo obtida e, também, o
tempo computacional que esté sendo gasto para isso. Nesse contexto, é apresentada

a solucao do modelo EGLM-MHD para quatro diferentes valores de e.

Assim como para os resultados adaptativos, tem-se dois casos de estudo no contexto
adaptativo. O Caso 1, em que utiliza-se a condicao inicial tipo Riemann 1D e o
Caso 2, em que utiliza-se a condicao inicial tipo Riemann 2D. Para todos os casos

utiliza-se uma malha de 512 x 512 células, v = 5/3, ccp, = 0.3 et =0.1.
9.1 Condigao Inicial tipo Riemann 1D

Nesta secao sao apresentados os resultados referentes a verificacao desse método

para o Caso 1, similarmente ao apresentado no Capitulo 6, pag. 43.
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(a) p (b) p-zoom

(c)p (d) p-zoom

Figura 9.2 - Variaveis densidade p e pressao p simuladas utilizando o fluxo HLL,
corr, = 0.3 e uma malha adaptativa de 512 x 512 células, no tempo ¢t = 0.1,
v =5/3, cp/ 012) = 1. Sao comparadas as solugoes aproximadas com o valor e
igual a 0.01 (verde), 0.005 (vermelho) e 0.001 (preto), a solucao exata (azul

escuro) e a solu¢ao nao-adaptativa (azul claro).

Como esperado, na Figura 9.2 observa-se que a variavel densidade é melhor repre-
sentada para o menor valor de €. No caso do Riemann solver HLL, apenas é possivel
obter uma representacao satisfatoria da solucao para o limiar de truncamento mais
alto testado. Isso acontece porque o fluxo numérico HLL, como discutido no Capi-
tulo 5, nao é eficiente para aproximar a solu¢ao do modelo MHD, ou seja, nao con-
segue aproximar de forma eficiente os tipos de descontinuidades presentes na solugao.
Quando essas descontinuidades nao sao bem aproximadas, o algoritmo adaptativo

também nao representa a solu¢ao numérica de forma eficiente, mesmo para um e
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bem pequeno. O mesmo acontece para as outras varidveis que compoem a solugao.
Em particular, a componente z do campo magnético e y da velocidade, como nas
Figuras 9.3 e 9.4.

82



(a) v, (b) vz-zoom

(c) vy (d) vy-zoom

(e) v (f) v,-zoom

Figura 9.3 - Componentes do vetor velocidade simuladas utilizando o fluxo HLL,
corr, = 0.3 e uma malha adaptativa de 512 x 512 células, no tempo ¢t = 0.1,
v =5/3, ¢/ 012, = 1. Sdo comparadas as solucOes aproximadas com o valor €
igual a 0.01 (verde), 0.005 (vermelho) e 0.001 (preto), a solucdo exata (azul

escuro) e a solugao nao-adaptativa (azul claro).
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(a) By (b) By-zoom

(c) B, (d) By-zoom

Figura 9.4 - Componentes do vetor campor magnético simuladas utilizando o fluxo HLL,
corr, = 0.3 e uma malha adaptativa de 512 x 512 células, no tempo ¢t = 0.1,
v =5/3, cp/ 012) = 1. Sao comparadas as solugoes aproximadas com o valor e
igual a 0.01 (verde), 0.005 (vermelho) e 0.001 (preto), a solucao exata (azul

escuro) e a solu¢ao nao-adaptativa (azul claro).

Como o Riemann solver HLLD mostrou-se mais eficiente na aproximacao da solucao
do modelo EGLM-MHD, analisa-se, também, a representa¢ao multirresolugao rela-
cionada desse Riemann solver. Em particular, as varidaveis densidade p, compo-
nente z do campo magnético B, e y da velocidade v,, como mostra-se nas Fig-
uras 9.5, 9.6 € 9.7.
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Figura 9.5 - Varidveis densidade (a) e pressao (b) simuladas utilizando o fluxo HLLD,
corr = 0.3 e uma malha adaptativa de 512 x 512 células, no tempo ¢t = 0.1,
v =5/3, cp/ 012) = 1. Sao comparadas as solugoes aproximadas com o valor e
igual a 0.01 (verde), 0.005 (vermelho) e 0.001 (preto), a solucao exata (azul

escuro) e a solu¢ao nao-adaptativa (azul claro).
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Figura 9.6 - Componentes do vetor velocidade simuladas utilizando o fluxo HLLD, copr, =
0.3 e uma malha adaptativa de 512 x 512 células, no tempo ¢t = 0.1, v = 5/3,
ch /(3227 = 1. Sao comparadas as solugoes aproximadas com o valor € igual a
0.01 (verde), 0.005 (vermelho) e 0.001 (preto), a solugao exata (azul escuro)

e a solugao nao-adaptativa (azul claro).
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Figura 9.7 - Componentes do vetor campo magnético simuladas utilizando o fluxo HLLD,
corr = 0.3 e uma malha adaptativa de 512 x 512 células, no tempo ¢t = 0.1,
v =5/3, cp/ 012) = 1. Sao comparadas as solugoes aproximadas com o valor e
igual a 0.01 (verde), 0.005 (vermelho) e 0.001 (preto), a solucao exata (azul

escuro) e a solu¢ao nao-adaptativa (azul claro).

Nas Figuras 9.8 e 9.9, tem-se as malhas adaptativas utilizadas para aproximar a
solucao do modelo EGLM-MHD com os fluxos HLL e HLLD, para cada e utilizado.
Com a visualizacao das malhas adaptativas, a relacao entre o refinamento local da

malha e o valor de € escolhido fica mais evidente.
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Figura 9.8 - Malhas adaptativas referentes ao Caso 1, para os diferentes valores de € uti-

lizados, obtidas ao aproximar a solucao com o fluxo HLL.
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Figura 9.9 - Malhas adaptativas referentes ao Caso 1, para os diferentes valores de € uti-

lizados, obtidas ao aproximar a solugao com o fluxo HLLD.

Na Tabela 9.1, tem-se o tempo de CPU gasto para aproximar a solu¢ao do modelo
EGLM-MHD de acordo com o valor de ¢ escolhido e, também, o tempo gasto pelo
cédigo MHD-FV.
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Tabela 9.1 - Tempos de CPU, compressao de CPU e memoria para os diferentes valores
de € utilizados e para o caso nao-adaptativo do cédigo MHD-FV. As malhas

utilizadas tém 512 x 512 células, copr, = 0.3 e t = 0.1.

Tempo de CPU (min)
MR
Fluxo € FV
0.01 | 0.005 | 0.001
HLL | 11.63 | 13.63 | 17.65 | 65.08
HLLD | 16.17 | 18.15 | 20.37 | 65.00

Compressao de CPU (%)
MR
Fluxo € FV
0.01 | 0.005 | 0.001
HLL | 17.87 | 20.94 | 27.12 | 100
HLLD | 24.88 | 27.92 | 31.34 | 100

Compressao de memoria (%)

MR
Fluxo € FV
0.01 | 0.005 | 0.001
HLL | 23.05 | 26.60 | 34.10 | 100
HLLD | 27.13 | 30.11 | 33.31 | 100

A partir dos valores da Tabela 9.1, tem-se que o tempo de CPU referente a apro-
ximacao utilizando o algoritmo adaptativo é significativamente menor em relagao
ao tempo de CPU gasto pela aproximagao sem o algoritmo adaptativo (MHD-FV).
Para o menor valor de € utilizado, com o qual obtém-se uma representacao eficiente,
o tempo computacional utilizado chega a ser, em média, 50% menor. J4 no caso dos
valores € = 0.01 e e = 0.005, h&4 uma reducao de, em média, 70% no tempo de CPU.
Uma reducao do custo computacional com tal magnitude é de extrema importancia,
principalmente, quando se trabalha com uma malha de simulagdo muito grande e

esquemas numeéricos mais caros computacionamente.

Para completar a analise dos resultados, é importante avaliar o valor dos erros obti-

dos na simulacao da solucao do modelo EGLM-MHD. A comparacao da solucao
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exata ¢ feita, matematicamente, pelo erro na norma L!. Na Tabela 9.2, tem-se o
erro na norma L' entre as solucoes exata e aproximada, a partir dos valores obtidos
na simulacao da solu¢ao do modelo EGLM-MHD.
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Tabela 9.2 - Caso 1: Erro na norma L; calculado entre as solugoes exata e aproximada,
para os fluxos HLL e HLLD e diferentes valores de € e, também, para o caso
nao-adaptativo do cédigo MHD-FV.

MHD-FV

Variaveis

Fluxo

p

p

Vg

Uy

HLL

10.3-107%

17.2-107%

6.70-107%

7.08-107%

HLLD

7.43-107%

11.5-107%

5.99-107%

5.28 - 107

Uy

B,

B,

B.

HLL

7.49.10793

4.16 - 10797

9.91-10703

10.5- 1079

HLLD

4.01-107%

4.16 - 10797

7.76-107%

6.26 - 107

e = 0.001

Fluxo

Variaveis

P

p

Vg

Uy

HLL

11.1-1079

18.5-1079

7.80-107%

7.26-107%

HLLD

8.23-107%

12.9-107%

7.12-107%

5.55-107%

Uy

B,

B,

B.

HLL

7.70 - 1079

0.00

10.6 - 10793

11.2-1079

HLLD

4.28 1079

5.86 - 10712

8.59-107%

6.94-107%

e = 0.005

Fluxo

Variaveis

P

p

Vg

Uy

HLL

11.8-107%

20.6 - 1079

8.01-107%

7.53-107%

HLLD

8.28 - 1079

1.30- 10792

7.14-107%

5.54-107%

Uy

B,

B,

B,

HLL

8.89-107%

6.64 - 1071

10.9-1079

12.8-1079

HLLD

4.41-107%

2.73-10711

8.59-107%

7.09-107%

e =0.01

Fluxo

Variaveis

p

p

Vg

Uy

HLL

13.1-107%

23.4-107%

8.63-107%

8.05-107%

HLLD

8.75-107%

14.0-107%

7.61-107%

5.78 -107%

Vz

B,

B,

B.

HLL

10.3-107%

1.95-1071°

11.4-107%

14.9-1079

HLLD

4.82-107%

2.15-1071¢

8.90-107%

7.68-107%
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De um modo geral, comparando proporcionalmente os erros computados e o ganho
em CPU, tem-se um ganho em todos os casos estudados. Os valores dos erros na
norma [ para a solucdo do modelo EGLM-MHD foram obtidos a partir dos va-
lores da solucao exata e da solugao numérica com o algoritmo de multirresolugao,
para verificar o quanto a solucao adaptativa se aproxima da solugao exata para um

determinado e.

A representacao multirresolucao para € = 0.005 da solucao aproximada pelo fluxo
numérico HLLD ¢é mais satisfatéria. Comparada com a solugao aproximada pelo
cdédigo MHD-FV, a solucao aproximada pelo CARMEN mostrou-se mais vantajosa

em todos os aspectos que foram analisados nessa secao.

O préximo resultado de verificagao deste trabalho é a abordagem numérica de multir-
resolucao adaptativa para a condicao inicial tipo Riemann 2D, como apresentado na

secao seguinte.
9.2 Condigao Inicial tipo Riemann 2D

Nesta secao, é abordado o Caso 2 para o modelo EGLM-MHD, como apresentado
no Capitulo 6. Utilizando a condigao inicial tipo Riemann 2D da Tabela 6.3, uma
malha de 512 x 512 células no intervalo [—1, 1] x [—1,1], ccpr = 0.3, para t = 0.1,

obtém-se a solucao numérica do modelo EGLM-MHD.
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9.2.1 Resultados: Fluxo HLL

(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"20

Figura 9.10 - Varidvel densidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2. Utiliza-se
uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo [—1, 1] x [—1,1],
corr = 0.3, v =5/3, ch/cfo =let=0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"2

Figura 9.11 - Varidvel pressao aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2. Utiliza-se
uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo [—1, 1] x [—1,1],
ccrp = 03,7 =5/3, cp/ci =1et=0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"2

Figura 9.12 - Componente = da velocidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2.
Utiliza-se uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo [—1, 1] x
[—1,1), ccrr = 0.3,y =5/3, en/ci =1 et =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"2

Figura 9.13 - Componente y da velocidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2.
Utiliza-se uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo [—1, 1] x
[—1,1), ccrr = 0.3,y =5/3, en/ci =1 et =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"2

Figura 9.14 - Componente z da velocidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2.
Utiliza-se uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo [—1, 1] x
[—1,1), ccrr = 0.3,y =5/3, en/ci =1 et =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"2

Figura 9.15 - Componente & do campo magnético aproximada com o fluxo HLL para o
Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], corr = 0.3, y =5/3, ep/ci =1 e t =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"2

Figura 9.16 - Componente y do campo magnético aproximada com o fluxo HLL para o
Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], corr = 0.3, y =5/3, ep/ci =1 e t =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"2

Figura 9.17 - Componente z do campo magnético aproximada com o fluxo HLL para o
Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], corr = 0.3, y =5/3, ep/ci =1 e t =0.1.
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9.2.2 Resultados: Fluxo HLLD

(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"20

Figura 9.18 - Varidvel densidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso 2. Utiliza-se
uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo [—1, 1] x [—1,1],
corr = 0.3, v =5/3, ch/cfo =let=0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"2

Figura 9.19 - Varidvel pressao aproximada com o fluxo HLLD para o Caso 2. Utiliza-se
uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo [—1, 1] x [—1,1],
ccrp = 03,7 =5/3, cp/ci =1et=0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"2

Figura 9.20 - Componente x da velocidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso 2.
Utiliza-se uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo [—1, 1] x
[—1,1), ccrr = 0.3,y =5/3, en/ci =1 et =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"2

Figura 9.21 - Componente y da velocidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso 2.
Utiliza-se uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo [—1, 1] x
[—1,1), ccrr = 0.3,y =5/3, en/ci =1 et =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"2

Figura 9.22 - Componente z da velocidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso 2.
Utiliza-se uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo [—1, 1] x
[—1,1), ccrr = 0.3,y =5/3, en/ci =1 et =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"2

Figura 9.23 - Componente x do campo magnético aproximada com o fluxo HLLD para o
Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], corr = 0.3, y =5/3, ep/ci =1 e t =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"2

Figura 9.24 - Componente y do campo magnético aproximada com o fluxo HLLD para o
Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], corr = 0.3, y =5/3, ep/ci =1 e t =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001 (d) e=1-10"2

Figura 9.25 - Componente z do campo magnético aproximada com o fluxo HLLD para o
Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 512 x 512 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], corr = 0.3, y =5/3, ep/ci =1 e t =0.1.

A seguir, as malhas adaptativas referentes a simulacao do Caso 2, para os valores de
€ iguais a 0.01, 0.005, 0.001 e 1-10~2°, obtidas ao utilizar os fluxos HLL e HLLD.
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(a) e =0.01 (b) € =0.005
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Figura 9.26 - Malhas adaptativas referentes ao Caso 2, para os diferentes valores de ¢

utilizados, obtidas ao aproximar a solugdo com o fluxo HLL.
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(a) e =0.01 (b) € =0.005
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Figura 9.27 - Malhas adaptativas referentes ao Caso 2, para os diferentes valores de ¢

utilizados, obtidas ao aproximar a solucao com o fluxo HLLD.

Nas Figuras 9.26 e 9.27, principalmente para ¢ = 0.01 e ¢ = 0.005, é possivel observar
onde o algoritmo adaptativo localiza as estruturas presentes na solucao do modelo
EGLM-MHD. Fazendo um comparativo entre os fluxos HLL e HLLD, para esses
valores de € citados, observa-se, também, que existe uma localizacao de estruturas
na malha para o fluxo HLLD superior a localizacao dessas estruturas para o fluxo
HLL, como esperado. Fazendo, assim, com que o fluxo HLLD necessite de um valor

de € menor para obter a representagao dessa solucao.

Na Tabela 9.3, faz-se um comparativo entre os tempos de CPU, compressao de

CPU e compressao de memoria de cada caso adaptativo, juntamente com o caso

nao-adaptativo (MHD-FV).
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Tabela 9.3 - Tempos de CPU, compressao de CPU e memoria para os diferentes valores
de € utilizados e para o caso nao-adaptativo do cédigo MHD-FV. As malhas

utilizadas tém 512 x 512 células, copr, = 0.3 e t = 0.1.

Tempo de CPU (min)
MR
Fluxo € FV
0.01 | 0.005 | 0.001 | 1-1072°
HLL | 9.27 | 11.03 | 13.52 33.78 | 44.82
HLLD | 11.53 | 13.65 | 15.78 | 40.68 | 43.87
Compressao de CPU (%)
MR

Fluxo € FV
0.01 | 0.005 | 0.001 | 1-1072°
HLL | 20.68 | 24.61 | 30.16 | 75.37 100
HLLD | 26.28 | 31.11 | 35.97 | 92.73 100
Compressao de memoria (%)
MR

Fluxo € FV
0.01 | 0.005 | 0.001 | 1-1072°
HLL | 24.22 | 28.07 | 34.50 | 84.78 100
HLLD | 25.89 | 29.42 | 34.34 | 85.02 100

Para o Caso 2, nao existe uma solucao exata para fins de comparacgao. Por isso,
calcula-se uma solucao de referéncia dois niveis mais refinada que a utilizada nesse
caso, ou seja, obtém-se uma solucao numérica para uma malha com 2048 x 2048
células (ver Apéndice F). A partir dessa solucao de referéncia, obtém-se a solucao
dois niveis menos refinada, 512 x 512, e faz-se a comparacao com o teste simulado
nesse trabalho (Caso 2). Na Tabela 9.4, calcula-se o erro L' entre a solugdo de

referéncia e a solucao teste para o Caso 2.
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Tabela 9.4 - Erro na norma L; calculada entre as solugoes exata e aproximada, para os

fluxos HLL e HLLD e diferentes valores de €. A solucao de referéncia é calcu-

lada com o fluxo HLLD.

e = 0.001
Fluxo Varigveis - 107
p p Vg Uy
HLL | 20.0-107% | 102.3-107% | 33.5-107% | 27.1-107%
HLLD | 16.4-1079 | 80.2-107% | 16.7-107% | 20.8-107%
v, B, B, B,
HLL | 7.32-107% | 29.2-107% | 10.5-107% | 10.3-107%
HLLD | 3.63-1079 | 12.7-107% | 6.54-107% | 6.43-107%
e = 0.005
Fluxo Variaveis
p p Uz Yy
HLL | 20.9-107% | 106.0-107% | 34.3-107% | 28.6- 107
HLLD | 17.3-1079 | 85.6-107% | 1.83-107% | 22.9-107%
v, B, B, B,
HLL | 7.94-107% | 30.0-107% | 11.1-107% | 11.0-107%
HLLD | 4.54-1079 | 14.4-107% | 7.55-107% | 7.42-107%
e =0.01
Fluxo Variaveis
p p Uz Yy
HLL | 21.4-1079 ] 109.4-107% | 34.8-107% | 29.5-107%
HLLD | 18.1-107% | 90.1-107% | 20.4-107% | 24.3-107%
v, B, B, B,
HLL |825-107% | 30.6-107% | 11.2-107% | 11.5-107%
HLLD | 5.38-107% | 16.7-107% | 7.99-107% | 8.40-107%

Observa-se, na Tabela 9.4, que & medida que € aumenta, o erro L' da solucao apro-
ximada com o fluxo HLL se aproxima do erro do HLLD. Para ¢ = 0.01, na maioria
das varidveis, o erro na norma L' para o caso HLL é menor que o erro na norma L!

para o caso HLLD.

Nos estudos realizados, a divergéncia de B se manteve estabilizada. No caso da
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condigao incial tipo Riemann 1D, ela foi zero utilizando o cédigo MHD-FV | e proxima
ao zero da maquina para no codigo carmen (O(oco/~*V)). No caso da condi¢ao inicial
tipo Riemann 2, em ambos os cddigos o valor da divergéncia de B estabilizou-
ze na ordem de 107°. Esses valores da divergéncia elevados devem-se ao modelo
implementado ser somente 2D. Para melhorar esses resultados de divergéncia no
caso 2D, é necessario a implementacao de um modelo 3D, usualmente chamado
2,5D.
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10 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

O estudo feito para esse trabalho envolveu uma abordagem de multirresolucao adap-
tativa, a qual nao havia ainda sido estudada no contexto do modelo EGLM-MHD,
utilizando uma discretizagao em volumes finitos. Foram testadas duas diferentes
condigoes iniciais do tipo Riemnann e a solugao desse modelo foi aproximada com

dois diferentes tipos de fluxos numéricos, o HLL e o HLLD.

Para o caso analisado, o algoritmo de multirresolugao adaptativa mostrou-se eficiente
em termos de representacao da solucao e custo computacional para ambos os casos
testados nesse trabalho. O refinamente da malha em uma simulagao numérica uti-
lizando um algoritmo de multirresolucao, principalmente para o fluxo HLLD, é uma
alternativa atraente e competitiva no contexto da magnetohidrodinamica. Como
pode-se verificar, a malha adaptativa, para o fluxo HLLD, localiza de maneira mais
eficiente as estruturas presentes na solucao do modelo EGLM-MHD, ao ser com-
parado com o fluxo HLL. A simulacao da solucao pode, ainda, vir a se tornar mais
acurada, e o algoritmo adaptativo pode vir a localizar as estruturas presentes na
solucao de maneira ainda mais eficiente, desde que sejam utilizados fluxos numéri-
cos que aproximam a solucao do modelo ainda melhor do que os utilizados nesse

trabalho, o que é um outro desafio nesse contexto.

Este trabalho foi um ponto de partida para a utilizacao do algoritmo multirresolu-
¢ao adaptativa em um modelo MHD, discretizado pelo método dos volumes finitos.
Por ser um codigo inicial neste contexto MHD adaptativo, ainda ha como otimizar
esse cddigo e é necessario continuar sua verificagdo em outros casos, a fim de obter
solugoes aproximadas em um tempo de CPU ainda mais eficiente do que os obti-
dos. Com todos os resultados e evidéncias apresentadas, conclui-se, entao, que o
algoritmo multirresolugao adaptativa pode vir a ser uma alternativa competitiva, se

comparada a outros métodos adaptativos mais conhecidos.
Trabalhos Futuros

A partir deste trabalho, existem diversas possibilidades de trabalhos futuros. Algu-

mas delas sao apresentadas a seguir.

e Desenvolver cédigo para calcular o modelo EGLM-MHD tridimensional

com a abordagem adaptativa;
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Estudar do comportamento da divergéncia do campo magnético B dentro

da abordagem de multirresolucao adaptativa;

Implementar diferentes fluxos numéricos, a fim de melhorar a solugao apro-

ximada e a adaptatividade da malha;

Implementar e verificar a solucao do modelo EGLM-MHD com invariancia
de Galileu (DEDNER et al., 2002) para o caso adaptativo;

Simular a solugao utilizando outros tipos de condigoes iniciais, como as

apresentadas em Wesenberg(2003);

Implementar codigo resistivo.
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APENDICE A - TERMOS DO SISTEMA EGLM-MHD

No Capitulo 3, pag. 121, apresenta-se um sistema hiperbélico de EDPs pela Equacgao
Al

oV B(U) = S(U), (A1)
em que U ¢é o vetor de varidveis em sua forma conservativa,
F(U) = (F(U),,F(U),,F(U),) é o fluxo fisico e S(U) é um vetor de ter-
mos de fonte. Neste apéndice, os termos U, F(U) e S(U) sao expandidos de acordo

com o modelo EGLM-MHD, de forma que sua compreensao seja facilitada.

Expandindo os termos de U, S(U) e F(U), obtém-se
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APENDICE B - EGLM-MHD: AUTOVALORES E AUTOVETORES

Os autovalores e autovetores do modelo EGLM-MHD, como apresentados no
Capitulo 3, podem ser calculados utilizando o programa de livre distribuicao de
matematica simbélica GNU/Mazima®. Neste trabalho, utilizou-se uma interface gra-
fica do GNU/Mazima chamada wrMazima?® para fazer esse célculo. Neste trabalho,
os valores dos autovalores obtidos com o wxMazxima foram verificados e condizentes
com as literaturas de Dedner et al (2002) e Powell 1994. No caso dos autovetores,
essa verificagao nao foi possivel devido a normalizagao feita nos autovalores presentes

em Powell (1994).
B.1 Ca&lculo simbdlico

A seguir, sao descritas as etapas desenvolvidas para obtencao dos autovalores e
autovetores utilizando o wzMazima. Os valores (%i-) e (%o0-) denotam os valores
de entrada e saida (input e output, em inglés), respectivamente, e o simbolo (-) é
o nimero que indica a ordem de calculo de cada entrada e a relaciona com sua

respectiva saida.

Como entrada inicial, deve-se escrever a matriz com a qual se deseja obter os auto-
valores e autovetores. Nesse exemplo, utiliza-se a matriz A, como na Equacao 3.5,
apresentada na pag. 13. Posteriormente, também utiliza-se a matrix B, como na
Equagao 3.11, apresentada na pag. 15, para o calculo dos autovalores da matriz
A, — B,, a qual é relacionada ao modelo EGLM-MHD.

(%i1) Ax : matrix([vx,0,0,rho,0,0,0,0,0],
[0,vx, (1-gama) *Bx , gama*p, 0,0, (gama-1) * (vx*Bx+vy*By+vz*Bz) ,0,0],
[0,0,0,0,0,0,ch*ch,0,0],
[0,1/rho,0,vx,0,0,-Bx/rho,By/rho,Bz/rho],
[0,0,0,0,vx,0,-By/rho,-Bx/rho,0],
[0,0,0,0,0,vx,-Bz/rho,0,-Bx/rho],
[0,0,1,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,By,-Bx,0,-vy,vx,0],
[0,0,0,Bz,0,-Bx,-vz,0,vx]);

Thttp://maxima.sourceforge.net/
2http:/ /wxmaxima.sourceforge.net /
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N

Para calcular os autovetores a direita, ou seja, calcular os vetores rj, ¢ €
{1,---,9}, do sistema A,r; = M\rj, utiliza-se o comando eigenvectors(Az).
Ja para o caso dos autovetores a esquerda, ou seja, os vetores l; do sistema

1; A, = ;)\, basta calcular os autovetores da matriz AT, que é a matriz transposta
de A,.

-—> eigenvectors(Ax);
-—> Axt : transpose(Ax);
-—> eigenvectors(Axt) ;

Caso seja necessario, pode-se utilizar os seguintes comandos para fatorar e expandir

o resultado obtido a fim de simplifica-lo.

-—> factor(results);

-—> expand(results) ;

Esse mesmo processo pode ser feito para calcular os autovalores e autovetores das
matrizes A, e A, — B,. Basta fazer as modificacoes necessarias ao entrar com a

matriz no programa.
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APENDICE C - CONDICAO DE CONTORNO

Nesse apéndice sao apresentadas as condigoes de contorno e evolugao temporal uti-
lizadas para o calculo do modelo EGLM-MHD nos c6digos MHD-FV e CARMEN.

C.1 Condicao de Contorno

A condicao de contorno utilizada é conhecida como condi¢ao de Neumann. A mesma
¢ utilizada em ambos os cédigos MHD-FV e CARMEN. Em uma matriz de dados,
essa condicao consiste em espelhar o valor das linhas e colunas nas extremidades
da matrix para as células virtuais utilizadas no cédigo. Para ilustrar a condicao de

contorno, considera-se uma matriz 1', 6 x 6, qualquer

a1 G12 @13 di4 Q15 Q16
g1 Q22 (23 Q24 QA25 (2
az1 Q32 a3z AaAz4 Aaz5 (36
41 G4z (43 Q44 Q45 G4p
51 Q32 (As53 As4 G55 (56

g1 de2 Qg3 dea Qg5  Uee

A borda da matriz T', marcadas com a cor vermelha, sao espelhadas nas extremidades
da matriz maior, ou seja, apés aplicar a condicao de contorno de Neumann, obtém-se

a matriz
a1 G12 @13 di4 A1 Q16

ajp a;x a2 aiz A4 G153 G QAie
21 Q21 Qg2 A23 A4 G25 G26 26
31 (31 G32 Aag3 A34 G35 (36 UA36
41 Q41 Q42 (A43 Q44 Q45 G466 O46
as1 @51 Gs2 (453 0Os4 G55 (56  As6

Qg1 Ae1 Qg2 A3 Qs Ae5 A6 Uee

a1 G2 A3 Ae4  Ae5 66
A matriz T, é utilizada para obter a solucao do modelo EGLM-MHD e tem dimen-
soes 8 x 8, pois sao acrescentadas as células virtuais, para os calculos nas extremida-
des. No entanto, essas células servem apenas como um auxilio especificamente para

esse calculo, nao sofrendo a evolugao temporal. A aplicacao da condi¢ao de contorno
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é essencial para uma simulagao numeérica, principalmente quando se deseja calcular

a solugao nas extremidades da malha.
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APENDICE D - CARMEN: EVOLUCAO TEMPORAL

Como ja foi dito ao longo deste trabalho, para discretizacado do modelo EGLM-
MHD ¢ utilizada a formulacao classica do método dos volumes finitos em sua forma
conservativa, como apresentado no Capitulo 4. Considerando uma lei de conservacao
para (z,t) € Q x [0, +00), Q € RY, na forma

oy =D(U,VU), (D.1)
ot

em que 2 é o dominio, com condigao inicial u(x,0) = ug(z) e condigao de contorno
apropriada. O operador D(U,VU) = —V - F(U,VU) + S(U), formado pela di-
vergencia do fluxo e pelos termos fonte. A funcao fluxo contém termos advectivos e
difusivos da forma F(U,VU) = f(U) — vVU, com a constante de difusdo v > 0.

Considera-se uma partigdo do dominio computacional ©Q como (Q)ger, I' =

{1, , knaz}. Integrando a Equacdo D.1 em (), tem-se
/%dx - /D(U(x,t),VU(x,t))dm, (D.2)
7% Q
ou seja,
Oug(t) =
= Dy(t D.3

em que U(t) é a média celular da célula . No caso da evolugao temporal utilizada
no cédigo CARMEN, tem-se o esquema Runge-Kutta 2 (RK2), o qual é explicito
e de segunda ordem (ROUSELL et al., 2003). Denotando por At o passo de tempo e

uy = ug(t,), em que t, = nAt, o esquema RK2 utilizado tem a forma

up = up+ AtDy, (D.4a)
1 _
ittt = 3 [ap +uy, + Dy . (D.4b)

Denotando por U™ o vetor (i)er, o operador discreto de evolucio temporal E(At)

é definido por
T — B(AY) - O", (D.5)
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em que

_ At _

E(At) =1+ > [D+ DI+ AtD)], (D.6)
e I denota o operador identidade.
Considera-se um tempo fixo t,,, mas o indice n é omitido nos préximos passos. para

o caso 2D, ,, é um retangulo com volume de tamanho || = Axg Ayy,. A

Equacao D.7 pode ser escrita como

Qpm(t) =
— T = Dpm(t), D.7
oll) — D) (D.7)
O operador Dj, é escrito como
Dy = L (Frt1/2.m — Fic1jom) — L (Frms12 — Fim-12) + Sem (D.8)
Axy, Ay,

Para a parte advectiva da funcao fluxo, utiliza-se o esquema de Roe com uma in-
terpolacao ENO de segunda ordem, enquanto que, para a parte difusiva, utiliza-se
um esquema centrado com precisao de segunda ordem. Em ... mostra-se que o es-
quema global resultante, o qual é nao-linear, é de segunda ordem no espaco. O fluxo

numérico ¢ aplicado nas duas direcoes x e y.

. B L ak:Jrl m — Ukm

Fk 2,m fR <u+ m’ u m) - ;7 D-9a
+1/2, k+1/2, k+1/2, Agng/Q ( )

R B L Uy, m+1 = Up,m

P _ fR <u+ T > — e D.9b
m+1/2 km+1/20 “km+1/2 Aym+1/2 ( )

em que AZjiq1/0 = %(Axk) + Axpi1) € AyYpmyije = %(Aym) + AYpmsr). O termo [
denota, para a parte advectiva, a solucao aproximada de Roa para o problema de

Riemann dados os valores de U a esquerda (—) e a direita (+).
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APENDICE E - IMPLEMENTACOES

Neste capitulo sao apresentados detalhes das implementacoes do modelo EGLM-
MHD desenvolvidas ao longo deste trabalho, para ambos os cédigos MHD-FV e
CARMEN.

E.1 Cédigo MHD-FV

A implementacao do cédigo MHD-FV ¢ inspirado na implementagao do cédigo
MHD desenvolvido por Pierro (2009) em Fortran 90, o qual é baseado em
Dedner et al (2002).

O c6digo MHD-FV foi implementado na linguagem C**. Com esse cédigo é possivel
simular a solu¢ao do modelo EGLM-MHD para quatro diferentes condicoes iniciais
1 Condicao inicial tipo Riemann 1D, como em Dedner et al (2002);
2 Condigao inicial tipo Riemann 1D, como em Miyoshi e Kusano (2005), diregao x;
3 Condigao inicial tipo Riemann 2D, como em Dedner et al (2002);

4 Condigao inicial tipo Riemann 1D, como em Miyoshi e Kusano (2005), direcao y.

e dois diferentes fluxos numéricos: o HLL e o HLLD.

Para compilar o codigo MHD-FV | acessa-se o diretorio do codigo pelo terminal e
utiliza-se o comando g++ MHD_FV.cpp -o MHD-FV. Para roda-lo, no mesmo diretério

utiliza-se o comando ./MHD-FV.

O codigo MHD-FV possui a seguinte rotina para a simulacao da solu¢ao do modelo
EGLM-MHD

1 Escolher condicao inicial, fluxo numérico e parametros da simulacao;

2 Criar a malha das variaveis (depende da condicao inicial);

3 Aplicar condigao de contorno applyBCAbsorptionNeumann;

4 Calcular fluxo fisico computeFlux;

5 Calcular fluxo numérico RiemannSolver;
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6 Corrigir fluxo numérico de acordo com a correcao de divergéncia livre

fluxCorrectionX, fluxCorrectiony;

7 Evoluir as varidveis para no tempo ¢, 1, utilizando a fungao de evolugao temporal

conservationStep;

8 Corrigir as variaveis no tempo ¢, computeCorrection.

A condicao inicial entra no cédigo a partir dos arquivos data_1D.dat, data_1Db.dat
e data_2Dprim.dat, de acordo com a condicao inicial desejada. Os parametros da
simulagao sao escolhidos dentro do préprio cédigo, como no trecho a seguir.

#define IMAX 202

#define JMAX 202

#define IM (IMAX-2)

#define JM (JMAX-2)

#define VAR 9 //(density, pression, psi, vx, vy, vz, Bx, By, Bz);
#define TVAR 18

#define T4VAR 36

#define KTEMPMAX 20000

#define IMAX2 23104

#define IC_case 3

#define epsilon 1le-8

double longX = (double)1.0, longY = (double)0.5, CFL = (double)0.3,
gama = (double)5.0/(double)3.0, gravity = (double)9.8;

A fungao computeFlux calcula o fluxo fisico referente ao modelo EGLM-MHD, nas
direcoes = e y. O fluxo numérico é calculado pela funcao RiemannSolver. O fluxo
a ser utilizado depende do parametro a ser definido no inicio do cédigo, como pode
ser visto no trecho a seguir. O Caso 1 refere-se ao fluxo HLL e o Caso 2, ao fluxo
HLLD.

switch(SchemeNb)
{
case 1:
for(int kvar=0;kvar<VAR; kvar++)
{

if (slopeLeft>0)F[0] [kvar] = F[0] [kvar];
if (slopeRight>=0 && slopelLeft<=0)F[0] [kvar] =
( slopeRight*F[0] [kvar]-slopeLeft*F[1] [kvar]
+ slopeLeft*slopeRight*(vec[1] [kvar]-vec[0] [kvar]))
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}
break;

/ (slopeRight-slopeleft) ;
if (slopeRight<0)F[0] [kvar] = F[1] [kvar];

case 2:

for(int kvar=0;kvar<VAR; kvar++){

//Flux Function - Equation 66

break;

//F_L
if (slopeLeft>0)F[0] [kvar] = F[0] [kvar]
//F-star left // FL=FLstar
else if(slopeLeftStar>=0 && slopeLeft<=0){F[0] [kvar] = F[0] [kvar]
+ slopeleft*(Ustar[0] [kvar] - vec[0] [kvar]);}
//F-star-star left
else if (slopeM>=0 && slopelLeftStar<=0){F[0] [kvar] = F[0] [kvar]
+ slopelLeftStar*Ustarstar [0] [kvar]
- (slopeLeftStar - slopeLeft)*Ustar[0] [kvar]
- slopeleft*vec[0] [kvar];}
//F-star-star right
else if (slopeRightStar>=0 && slopeM<=0){F[0] [kvar] = F[1] [kvar]
+ slopeRightStar*Ustarstar[1] [kvar]
- (slopeRightStar - slopeRight)*Ustar[1] [kvar]
- slopeRight*vec[1] [kvar];}
//F-star right
else if (slopeRight>=0 && slopeRightStar<=0){F[0] [kvar] = F[1] [kvar]
+ slopeRight*(Ustar[1] [kvar] - vec[1] [kvar]l);}
//F_R
else if (slopeRight<0)F[0] [kvar] = F[1] [kvar];

Para calcular os estados intermediarios do fluxo, existem algumas condi¢oes a serem
satisfeitas, as quais dependem de um certo valor chamado epsilon, o qual deve
ser definido no inicio do cédigo, como apresentado em um trecho nesta secao. Um
exemplo das condicionais existentes no célculo dos pode ser vista no trecho a seguir,
retirado da funcao stateUstar.

if ((half*mf*mf/min((half*B1*Bl), (half*Br*Br))) < (epsilon*epsilon))

{

for(int k=0;k<VAR;k++){
Ustarstar[0] [k] = Ustar[0][k];
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Ustarstar[1] [k] = Ustar[1][k];
}

Yelsed{

//density - Equation 49
rholss = rhols;

rhorss = rhors;

A solugao aproximada obtida apds a simulagao feita com o codigo MHD-FV é escrita
nos arquivos primitiveIT.out e PrimDiv_varN.out, em que IT e N denotam o

nimero da iteracao e o numero referente a variavel, respectivamente.
E.2 Cédigo CARMEN

O cédigo CARMEN foi implementado por Roussel (2003) em C**, possibilitando
que a simulagao de seis modelos diferentes fossem realizadas utilizando um algoritmo

de multirresolucao adaptativa ou uma malha sem adaptatividade.

Como parte deste trabalho, tem-se a implementagao do modelo EGLM-MHD no
cédigo CARMEN, com objetivo de simular a solu¢ao do modelo EGLM-MHD, uti-
lizando o algoritmo adaptativo ja implementado. O modelo EGLM-MHD passou a
ser a Equagao 7 no cédigo CARMEN. Para tal, o c6digo CARMEN foi modificado
de acordo com os seguintes passos

1 Escolheu-se o modelo de Navier-Stokes como base para a implementacao;

2 Adicionou-se as variaveis do modelo;

3 Adicionou-se arquivo com a condic¢ao inicial;

4 Adicionou-se os parametros referentes ao modelo e o calculo do passo de tempo;
5 Adicionou-se as variaveis ao arquivo de saida;

6 Implementou-se fungao fluxo fisico;

7 Implementou-se fungoes para calcular o fluxo numérico;

— HLL:
i. Implementou-se fun¢ao para calcular o fluxo HLL.

— HLLD:
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i. Implementou-se funcao para calcular o fluxo HLLD;

ii. Implementou-se fungao para calcular estados intermediarios U* e U**.
8 Implementou-se funcao para corre¢ao do fluxo numérico;

9 Implementou-se fungao para correcao parabdlica-hiperbdlica nas varidveis no

tempo t,41.

Para o cédigo CARMEN, foram implementadas as condigdes iniciais:

1 Condicao inicial tipo Riemann 2D, como em Dedner et al (2002);
2 Condigao inicial tipo Riemann 1D, como em Miyoshi e Kusano (2005), dire¢ao z;

3 Condigao inicial tipo Riemann 1D, como em Miyoshi e Kusano (2005), dire¢ao y.

e dois diferentes fluxos numéricos: o HLL e o HLLD.

Para compilar o cédigo CARMEN, acessa-se o diretorio do cédigo pelo terminal e
utiliza-se o comando make. Para rodéa-lo, no mesmo diretorio utiliza-se o comando
./carmen. Nesse c6digo, a solugao inicial é implementada no arquivo carmen.ini e, os
parametros, no arquivo carmen.par. No arquivo carmen.par sao definidos parametros
como o fluxo numérico a ser utilizado, o modelo a ser simulado, o tempo fisico, a
condicao incial, a constante CFL, o dominio, o nivel multirresolucao utilizado, o
parametro de truncamento € e a constante . A seguir, tem-se uma parte do arquivo

carmen.par.

// Carmen parameter file

// Generated by Carmen Editor

// 1) Time integration ———--—————————————————————
SteplNb = 2;

SchemelNb = 1;

PhysicalTime = 0.1000000e-00;

CFL = 3.00000e-01;

ConstantTimeStep = false;

// 2) Solved equations —————=———=————————— - -
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EquationType = 7;

// 3) Geometry ——————————=————

Dimension = 2;

XMin[1] = 0.000000e+00;
XMax[1] = 1.000000e+00;
XMin[2] = 0.000000e+00;
XMax[2] = 1.000000e+00;

// 4) Multiresolution —-——————-—-———"———————————

Multiresolution = true;
ScaleNb = 7;
Tolerance = 8.000000e-3;

// 5) Physics ———————————————————
Gamma = 1.66666666666666e+00;

Os arquivos de saida sao criados a partir dos arquivos PrintGrid.h, PrintGrid. cpp
e PrintIntegral.cpp. As fung¢oes que calculam os fluxos fisicos, fluxos numéricos
e correcoes de fluxo fazem parte da biblioteca carmen.h. As fungoes que calculam
os fluxos numéricos, SchemeHLL.cpp e SchemeHLLD. cpp, retornam o valor Result,
referente ao valor obtido com os fluxos e as correcoes de fluxo, as quais sao calculadas
pela funcao fluxCorrection. A seguir, tem-se trechos de ambos os cédigos de fluxo

numeérico.

E.2.1 Fluxo HLL

// -—— HLL Riemann Solver ---

for(int i=1;i<=QuantityNb;i++)
{
//F_L
if (SL>0.)
Result.setValue(i, FL.value(i));
else if (SR>=0.)
Result.setValue(i, (SR*FL.value(i) - SL*FR.value(i)
+ SRxSLx(RightAverage.value(i) - LeftAverage.value(i)))/(SR-SL));
else if (SR<0.)
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Result.setValue(i, FR.value(i));

fluxCorrection(Result, LeftAverage, RightAverage, AxisNo);

return Result;

E.2.2 Fluxo HLLD

// --—— HLLD Riemann Solver ---

for(int i=1;i<=QuantityNb;i++)

{

//Flux Function - Equation 66
//F_L
if (SL>0.)

Result.setValue(i, FL.value(i));
//F-star left // FL=FLstar
else if (SLS>=0.)

Result.setValue(i, FL.value(i) + SL*(U.value(i,1) - LeftAverage.value(i)));
//F-star-star left
else if (SM>=0.)

Result.setValue(i, FL.value(i) + SLS*U.value(i,3)

- (SLS - SL)*U.value(i,1) - SLxLeftAverage.value(i));

//F-star-star right
else if (SRS>=0.)

Result.setValue(i, FR.value(i) + SRS*U.value(i,4)

- (SRS - SR)#*U.value(i,2) - SR*RightAverage.value(i));

//F-star right
else if (SR>=0.)

Result.setValue(i, FR.value(i) + SR*(U.value(i,2) - RightAverage.value(i)));
//F_R
else if (SR<0.)

Result.setValue(i, FR.value(i));

}

fluxCorrection(Result, LeftAverage, RightAverage, AxisNo);
return Result;

Utilizando os valores obtidos com o fluxo numérico, calcula-se a divergéncia do
fluxo, valor que é utilizado para fazer a evolugao temporal, como apresentada no

Apéndice C. Apéds a evolucao temporal, utiliza-se as variaveis no tempo t,, .1 e faz-se
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a correcao de divergéncia livre nessas varidveis e atualiza os valores na arvore. A

variavel StepNb é definida como 2, pois utiliza-se um Runge-Kutta 2.

E.2.3 Evolucao temporal

for (StepNo = 1; StepNo <= StepNb; StepNo++)
{
// --- Compute divergence —---

Root->computeDivergence () ;

// --- Runge-Kutta step ---
Root->RungeKutta();

// --- Divergence-free correction ---

if (EquationType == 7) Root->computeCorrection();

// -—— Refresh tree structure ---
RefreshTree(Root) ;
}

Depois do processo de evolugao temporal, é realizado o processo de multirresolugao
adaptativa, de acordo com o € escolhido para a simulacao. Para isso, utiliza-se a
funcao Remesh (Mesh). Apds o processo de adaptacao da malha, cria-se os arquivos
de saida e o arquivo carmen.prf, com as informacoes da simulagao, como é possivel
observar no seguinte trecho do arquivo main. cpp.

// -—- Time evolution procedure ---
if (Multiresolution)

TimeEvolution(Mesh) ;

else
TimeEvolution(FMesh) ;
// -—— Remesh ---

if (Multiresolution) Remesh(Mesh);

// -—— Check CPU Time ——-
CPUTime.check();

// —--- Write information every (Refresh) iteration ---
if ((IterationNo-1)%Refresh == 0)
{

// - Write integral values -

if (rank==0) PrintIntegral("Integral.dat");
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if (Cluster == 0)
ShowTime (CPUTime); // Show time on screen
//else
if (rank==0) Performance("carmen.prf"); // Refresh file "carmen.prf"

3

As saidas referentes a simulagao sao escritas nos arquivos Average.dat e Mesh.dat,
referentes as médias celulares das varidaveis calculadas e a malha adaptativa, respec-

tivamente.
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APENDICE F - SOLUCAO DE REFERENCIA PARA O CASO 2

Neste Apéndice sao apresentadas as solugoes de referéncia obtidas com os codigos
MHD-FV e CARMEN. A solugao de referéncia é calculada para uma malha de
2048 x 2048, utilizando-se dos mesmos parametros utilizados para obter as solucoes

teste, como apresentadas nos Capitulos 6 e 9.

As solugoes de referéncia calculadas com o cédigos MHD-FV e CARMEN tém os
parametros ccpr, = 0.3, v =5/3,t = 0.1, ch/cf) = 1 e condicao incial tipo Riemann

2D, como apresentada na Tabela 6.3.
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F.1 Solucao de Referéncia - MHD-FV

(a) p, HLL (b) p, HLLD

(¢) p, HLL (d) p, HLLD

Figura F.1 - Varidveis densidade e pressao para os fluxos HLL (a,c) e HLLD (b,d), res-
pectivamente, em uma malha com 2048 x 2048 células, para tempo ¢ = 0.1,

Y= 5/3, Ch/CZ =1le CCFIL — 0.3.
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(a) vy, HLL (b) vy, HLLD

(¢) vy, HLL (d) v,, HLLD

(e) v,, HLL (f) v,, HLLD

Figura F.2 - Componentes z, y, z da velocidade para os fluxos HLL (a,c,e) e HLLD (b,d,f),
respectivamente, em uma malha com 2048 x 2048 células, para tempo ¢t = 0.1,

¥ =5/3, cn/ct =1eccrp =0.3.
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(a) B,, HLL (b) B,, HLLD

(¢) B,, HLL (d) B,, HLLD

(e) B., HLL (f) B., HLLD

Figura F.3 - Componentes z, y, z do campo magnético para os fluxos HLL (a,c,e) e HLLD
(b,d,f), respectivamente, em uma malha com 2048 x 2048 células, para tempo
t=0.1,y=5/3, ea/ci =1eccrr = 0.3.
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F.2 Solucao de Referéncia - CARMEN

F.2.1 Resultados: Fluxo HLL

(a) e =0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.4 - Varidvel densidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2. Utiliza-se
uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo [—1,1] x [—1,1],
ccrr =03,7=5/3, cp/ci =1et=0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.5 - Varidvel pressao aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2. Utiliza-se uma
malha adaptativa com 2048 %2048 células no intervalo [—1, 1] x[—1, 1], corr, =
0.3,7y=5/3,cp/ci =1et=0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.6 - Componente x da velocidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2.
Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo [—1, 1] x
[—1,1], ccrr = 0.3, y=5/3, en/ci =1 et =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.7 - Componente y da velocidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2.
Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo [—1, 1] x
[—1,1], ccrr = 0.3, y=5/3, en/ci =1 et =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.8 - Componente z da velocidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2.
Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo [—1, 1] x
[—1,1], ccrr = 0.3, y=5/3, en/ci =1 et =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.9 - Componente z do campo magnético aproximada com o fluxo HLL para o
Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], copr = 0.3, y =5/3, ep/ci =1 e t =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.10 - Componente y do campo magnético aproximada com o fluxo HLL para o
Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], ccrr = 0.3,y =5/3, ey /ci =1 e t =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.11 - Componente z do campo magnético aproximada com o fluxo HLL para o
Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], ccrr = 0.3,y =5/3, ey /ci =1 e t =0.1.
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F.2.2 Resultados: Fluxo HLLD

(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.12 - Varidvel densidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso 2. Utiliza-se
uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo [—1,1] x [—1, 1],
corr = 0.3, v =5/3, ch/c?) =let=0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.13 - Variavel pressao aproximada com o fluxo HLLD para o Caso 2. Utiliza-se
uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo [—1,1] x [-1, 1],
ccrp =0.3,7=5/3, cp/ct =1et=0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.14 - Componente = da velocidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso
2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], ccrr = 0.3,y =5/3, ey /ci =1 e t = 0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.15 - Componente y da velocidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso
2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], ccrr = 0.3,y =5/3, ey /ci =1 e t = 0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.16 - Componente z da velocidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso
2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], ccrr = 0.3,y =5/3, ey /ci =1 e t = 0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.17 - Componente z do campo magnético aproximada com o fluxo HLLD para o
Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], ccrr = 0.3,y =5/3, ey /ci =1 e t =0.1.
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(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.18 - Componente y do campo magnético aproximada com o fluxo HLLD para o
Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], ccrr = 0.3,y =5/3, ey /ci =1 e t =0.1.

159



(a) e = 0.01 (b) € =0.005

(c) € = 0.001

Figura F.19 - Componente z do campo magnético aproximada com o fluxo HLLD para o
Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 x 2048 células no intervalo
[—1,1] x [-1,1], ccrr = 0.3,y =5/3, ey /ci =1 e t =0.1.
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APENDICE G - MR PARA VALORES PONTUAIS

Considere a hierarquia de um intervalo unitario de malhas diddicas uniformes
X;={wjp=k277, k=0,---,27}

com espacamento 277, Como mostrado na Figura G.1, isso significa que para ir de
X, para uma malha mais refinada X, deve-se adicionar a X; novos pontos médios
(2k + 1)2797! entre os pontos antigos k277 e (k + 1)277, reduzindo pela metade o

tamanho do passo.

Figura G.1 - Malha diddica em um intervalo. Fonte: Domingues et al (2011).

Nessa geometria, em cada nivel j, o operador de discretizacao D; : f — f; associa
uma fungao continua f(z), em um intervalo [0, 1], a um vetor f;, o qual é formado

pelos valores amostrados f;; = f(x;) dos pontos em X;.

Para fazer o intercambio de informagoes entre dois niveis consecutivos j e j + 1, os

operadores de projecao e predicao sao necessarios:

Piyisy o £ — f;

Pisjar o £ —=fn

O operador de projecao parte do nivel j+1 para o nivel j fazendo apenas decimacao,
i.e.,

fj,k = fj—l—l, 2k -

O operador de predicao é mais sutil, pois, utilizando o conhecimento dos valores

amostrados em X, obtém-se os valores estimados fj1, ~ fj+1,, para os locais com
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indice impar em X, ;.
G.0.3 Interpolando Predigoes

As principais propriedades requeridas para o operador interpolador de predi¢ao sao

1 Nos pontos antigos, os dados sao preservados: fji1.2x = fj+1,2k-

2 O célculo de fji12k41 requer apenas as amostras f;,, em uma vizinhanga fechada

Zj41,26+1- (Localizagao)

3 A predicao é exata para polinémios de um grau prescrito. (Reprodugao de

polinémios)

Um interesse particular surge, considerando as predicoes obtidas por interpolagoes
feitas com polinomios de Lagrange. O exemplo mais simples é dado por uma inter-

polacao linear

; Jik + Jiks1

fi+12641 = % (G.1)
Geralmente, para esquemas de ordem M, a idéia é definir fj+172k+1 pela estimativa em
Tj+1,2k+1 do polinomio p(z) de grau M —1, o qual interpola f;,, nos M pontos z;,, €
X, que estao o mais perto possivel de x1; 954+1. Esta claro que tal procedimento

reproduz polinomios de grau M — 1. O esquema ¢ ilustrado na Figura G.2, para

M =2.

Distante da fronteira do intervalo, e até mesmo para M = 2L, tem-se o esquema
cléssico de subdivisao iterativa (DESLAURIERS; DUBUC, 1989), em que o esténcil
interpolador é centrado em torno de xji1 k41, Ou seja, Tj.,, —L < m < L. Para
exemplificar, considera-se o caso de interpolacao cibica (M = 4). No meio do inter-

valo, tem-se a formula

3 9 1 ‘
fit1,26+1 = 1_6(fj,k + fikt1) — 1_6(fj,k71 + fikt2), 0<k <2

Préximo a fronteira da esquerda, em x4, escolhe-se o esténcil interpolador

Tjm, m=0,1,2 e 3, resultando em
~ 5 15 5 1
fit11 = 1—6fj,0 + Efj,l — 1—6fj,2 + 1_6fj,3> (G.2)
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e, na fronteira a direita, em ;44 95+1_1, escolhe-se o esténcil interpolador x;9j_,,

m =20,1,2 e 3 e inverte-se a féormula para obter

~ 1 5 15 5
fi412011 = 1_6fj,2j73 — Efj,m‘ﬁ + 1_6fj,2ij + 1_6fj,23'- (G.3)

Figura G.2 - Predigao utilizando a interpolagao linear. Essa operagao insere valores apro-

ximados em/entre os valores antigos.

G.1 Transformada MR

A andlise multirresolucao para valores pontuais é construida utilizando interpolacgao
de predigoes. A diferenca de informacao entre um nivel j e o nivel acima j + 1
ocorre nos pontos novos 41, ak+1 € Xj41 \ X;. Portanto, para medir esses detalhes,
os coeficientes d; sao definidos como erros de predicao em tais localidades, como

indicado na Figura G.3.

Se esse procedimento for feito J vezes, do nivel J —1 ao nivel 0, obtém-se os detalhes
d; e o sinal f; no nivel menos refinado da hierarquia, como mostra a Figura G.4. Na
Figura G.5, a estrutura do processo reverso ¢ mostrada, a qual se inicia por f; e d;,

j=0,---J—1, erecupera f;.
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X e

Figura G.3 - Coeficiente wavelet como sendo o erro de predicdo no caso linear.
Fonte: Domingues et al (2011).

J J-1 J-2

Figura G.4 - Estrutura do algoritmo de andlise. Fonte: Domingues et al (2011).

G.1.1 Andlise - f; — Y2 = (f;, do,...,d;_1)
Para j =J—1,...,0, dado f;;:

a) Faca a projegao: Pjii;: 11 — £

b) Faga a predi¢ao: Pj_ ;1 : £ — f'jH

c¢) Calcule erros de predicao: d;; = fij+1,26+1 — fej+1, 26+1
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0 2! v f]-] fJ

Figura G.5 - Estrutura do algoritmo de sintese. Fonte: Domingues et al (2011).

G.1.2 Sintese - /7 = (fy, dy,...,d;_;) — £

Para j =0,..., J—1, dado f;, d;:

a) Facga a predigao: Pj_,;41: f; — f'jH

b) Calcule f;
fiv1,26 = ik

fit1,26+1 = dj 1+ fi41, 2641

G.2 Indicador wavelet de regularidade local

Como erros de interpolagao, os coeficientes wavelet contém informacoes acerca da
regularidade local de uma funcao analisada f(z). Por exemplo, denotando por I; o
menor intervalo contendo o esténcil de interpolagao usado para calcular j}+1’2k+1, a
teoria de aproximacao por interpolagao polinomial declara que , paral < s < M —1,

existe uma constante K = K (s, M) tal que a estimativa
dji] < K27CTD max | (g
el g

vale para funcoes f € C*(I;y), tendo derivada limitada de ordem s + 1.

Esse resultado pode ser usado para estimar o grau de regularidade de uma funcao em
uma certa localidade, analisando a taxa de decaimento de magnitude dos coeficiente

wavelet associados aos pontos em tal regiao.
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G.3 Contexto funcional

Para discretizacgoes por valores pontuais, pode-se definir as decomposi¢oes de multir-
resolucao do ponto de vista funcional, como descrito na Equacao 7.1. Os valores

pontuais da malha podem ser interpretados como

Fie = f(zj0) =< f, ;k >,

em que @7, ¢ a distribuigao delta em z;j. Pela definicao de wavelet dual W7, tal
que

djk = [it12e41 — fjrron =< f, V5, >

o que implica em

* ok k Fx*
TR IR R LK o
m
em que h* sao os coeficientes da predicao interpoladora, tal que

fit1,2641 = Z hfnfjm
m

Por exemplo, nas localidades centrais ao intervalo, tem-se h* = {1/2, 1/2} para a

interpolagao linear e h% = {—1/16, 9/16, 9/16, —1/16} para a interpolagao ctibica.

A definicao das funcoes bésicas principais ®;; e W;; baseia-se na convergen-
cia do operador de predicao. Uma predicao interpoladora ¢é dita convergente se,
para qualquer sequéncia inicial s; = (s;), existe uma funcdo continua s;(z), tal
que sj(xer) = Sek, para £ > j, em que s, é definida pela subdivisdo iterativa
s¢ = Py_1.,480_1. Essa propriedade vale para predigoes feitas por interpolagao uti-
lizando polinomios de Lagrange de grau M — 1. Permite-se que a funcao basica
O, ;(x) seja definida por um esquema de subdivisao iterativa de uma sequéncia de
deltas de Dirac s;,, = d(k —m), o que significa que ®;;(z) satisfaz a propriedade
de interpolacao, .e.,
Q; 1 (zjm) =k —m).

A relagao de escala

Pjp(z) = Z ck(m)®j1,m (),

em que ¢x(m) = D;,(xj41,m), ¢ uma consequéncia do fato de que as fungdes, em

ambos os lados, coincidem em Xj;;. Observa-se que os coeficientes de escala sao
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ck(2m) = d(m — k) e ¢x(2m + 1) = h}*. Além disso, as seguintes propriedades sao
vélidas, como em Donoho (1992),
e A regularidade aumenta com grau de interpolacao M — 1.

e Distante das fronteiras, ®;(z) = ¢(2/2 — k), em que ¢ = @) é a funcao

fundamental Dubuc-Deslauriers.

e &, (x) tem um suporte compacto, com tamanho do suporte |[supp(®; )| =

O(277) aumentando com M.

Definindo os subespacos funcionais
V; = span{®, ,(v), k =0,---,2/} C C[0,1],

por construgao, tem-se V; C Vj4q. Para fungdes f € C|0, 1], considera-se a sequéncia

de aproximacoes

Fi@) =" fiu®in(),

a qual corresponde aos operadores de interpolagao de f em Vj. Pode-se provar que

1Fillo < Cllflloos

Nf = fille — 0, asJ — 0.

Considera-se as wavelets U, ;(x) = ®;412%41(x) como as fungoes escala associadas

a0s pontos ;412641 € Xj11 \ Xj € ao espaco
W; = span{¥;(z), k=0,--- 20— 1},

o qual é formado pelas funcoes em Vji; que desaparecem em X;. Portanto, isso
resulta que Vjy; é a soma direta dos espagos V; e W;. E desde que as diferencas entre
duas reconstrugoes consecutivas f;1(z) — fj(x) tendem a zero em X; e coincidem
com d;i = fijt12641 — f;’+1’2k+1 em X,i1 \ Xj, tem-se a representagao bi-nivel da

soma direta por

Viln = Vi +Wj,
Z Jit1k@jrn = Z Jir®jix + Z AV k-
k 2 2
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Jk

Dk W
IWT

¥
Vis x
W.
i
Figura G.6 - Decomposicao bi-nivel para analise multirresolucao in-
terpoladora para j = 4, associada a predicdo linear.

Fonte: Domingues et al (2011).

A Figura G.6 ilustra a decomposicao bi-nivel para analise multirresolucao interpo-

ladora para j = 4, associada a predicao linear.

Aplicando essa decomposicao iterativamente, as transformadas multirresolucao di-

reta (andlise) e inversa (sintese) sdo associadas a representacao multirresolucao
J-1
Vi = W+ E W, (G.4)
J=0

Z fJ,k(I)J,k(x) = Z fO,kq)O,k(fE) + z_: Z d]}k\lfj’k(fb). (G5)
k k

j=0 k

G.4 Compressao de dados

Dados os valores pontuais f; no nivel mais refinado .J, depois da etapa de andlise da

transformada MR, eles podem ser representados como

f(J]V[R = <f07 dOa"' ) dJ—l)-
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Dados o limiar de truncamento €;, a compressao de dados ¢ obtida pelo operador de

truncamento
0 se |dj,k’ S Gj,

d;r caso contrario.

€ _
j7k_

As duas principais propriedades do operador predicao, chamadas localizacao e re-
producao polinomial, tém uma consequéncia imediata no tamanho dos coeficientes
wavelet nas regioes suaves. Por exemplo, para funcoes como as mostradas na

Figura G.7, é esperado que a representagao multirresolucao comprimida
MR,
£ = (fy, di, ... ,d5_;)

tenha um nimero reduzido de termos que nao desaparecem.

(a) (b)

MR level

6 Tt ++ b ++

0.4 -0.2 0 0.2 0.4

Figura G.7 - A func@o f(x) (a) e a posigao dos coeficientes wavelet significantes |d; ;| >
1-1073 (b).

Para o método de Representacao de Pontos Esparcos (SPR), no contexto dos méto-
dos de diferencas finitas, a idéia principal é utilizar os coeficientes wavelet em uma
representacao multirresolucao de valores pontuais da solucao para construir malhas
adaptativas: utilizar células menos refinadas nas regioes onde os coeficientes wavelet
sao pequenos (e a solucdo é suave) e refinar onde esses coeficientes sao significantes.

Essa técnica ¢ introduzida por Holmstrom (1997).
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G.5 Estabilidade

Existe um outro aspecto-chave na compressao wavelet: depois da aplicacao da trans-

. .. MR
formada MR inversa no dado comprimido f; ™

, como fazer a comparacao dos va-
lores reconstruidos f$ com os valores originais? Nota-se que uma perturbagao nos
coeficientes wavelet no nivel j é transmitida para niveis mais altos apds sucessivas
predicoes. Tais perturbagoes poderiam ser amplificadas incontrolavelmente por esse

processo?

No contexto da convergéncia de esquemas de subdivisao, o resultado de estabilidade
¢ mantido (ver Harten (1996), Segao 3.C)

J-1
£ = £5lle < C Y e
§=0

G.5.1 Analise MR para valores pontuais em dimensoes superiores

Em dimensoes superiores, os esquemas de multirresolu¢ao para malhas cartesianas
podem ser obtidos ao fazer os produtos tensoriais dos esquemas unidimensionais.
Por exemplo, no dominio quadrado [0, 1] x [0, 1], iniciando-se a partir de X, que é

o nivel menos refinado, a hierarquia de malhas uniformes X;, j > 1 ¢
Xj={zjpm=(k27,m27),0<k<2,0<m<2}

Como indicado na Figura G.8, o refinamento diddico X’*!, ¢ obtido pela inclusao
de novos pontos médios (2kALH, (2m + 1)ALTY), ((2k + 1)AIT 2mAI*h) e ((2k +

DA, (2m 4+ 1)AJF). Para a discretizagao
Fintem) = S (5 (m))
tem-se o operador de projecao

Fiem) = fit1,2k,2m)-

A aplicacao do produto tensorial da interpolacao de predicao correponde a inter-
polagao 1D na direcao x para calcular fjii 2rt+1,.2m) € na direcao y para calcular

fj+1,(2k72m+1). Finalmente, fjﬂ,(gkﬂgmH) é obtida pela interpolacao 1D na direcao
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G o< ® D

Figura G.8 - Malhas diddicas uniformes: o simbolo o representa os pon-
tos em X;, enquanto e representa os pontos em X;iq \ Xj.
Fonte: Domingues et al (2011).

x dos, ja calculados, valores interpolados fj1,(2s,.2m+1)- Entao, os coeficientes wavelet

sao definidos como erros de predigao (interpolagao)
dV o= — fi
Go(kym) — Ji+1,(2k,2m+1) j+1,(2k,2m+1)

2 -
E,()k,m) = fj+1,(2k+1,2m) - fj+1,(2k+1,2m)

3) = [ _ f
§,(kym) — Ji+1,(2k+1,2m+1) J+1,(2k+1,2m+1)

As tranformadas MR em 2D herdam da abordagem 1D as propriedades de cancela-
mento de polindomios por coeficientes wavelet, localizacao e estabilidade, e os coefi-
cientes wavelet podem ser usados como indicadores de regularidade. Esse principio
¢ utilizado na construcao da SPR das fungoes 2D: apenas os valores pontuais corres-

pondentes aos coeficientes wavelet significantes sao mantidos na malha adaptativa.
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