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Aos amigos Vitor Moura e Cledeńılson, pela ajuda inicial neste trabalho, amizade e

pelos bons momentos desta jornada.
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RESUMO

A simulação de fenômenos do plasma espacial se dá, basicamente, por três tipos de
modelagem: part́ıculas, h́ıbrida e magnetohidrodinâmica. Esses tipos de modelagem
diferem basicamente quanto à simplificação do problema e à abrangência da área
de estudo. Neste trabalho, estuda-se o modelo magnetohidrodinâmico (MHD) ideal
conservativo com multiplicadores de Lagrange generalizados estendidos (EGLM).
Esse modelo considera o plasma como um fluido não-colisional e utiliza correções
de divergência livre para que a equação de fluxo magnético seja bem resolvida nu-
mericamente. Em várias aplicações desse tipo de modelo, como, por exemplo, nos
estudos das ciências espaciais, ocorrem fenômenos como descontinuidades e choques
localizados na solução. Para que esses tipos de comportamentos sejam bem mod-
elados, é necessário um refinamento maior da malha de simulação numérica nos
locais onde ocorrem. Nos métodos tradicionais, esse refinamento é realizado global-
mente na malha, i.e., refina-se toda a malha, mesmo onde não há necessidade de
refinamento. Por outro lado, nos métodos adaptativos, utiliza-se uma malha que se
adapta automaticamente à solução que se deseja obter, em cada passo de tempo.
Ao utilizar a técnica de análise multirresolução adaptativa, basicamente, os coe-
ficientes wavelet são utilizados como indicadores de regularidade local da solução
numérica e definem como se dará os refinamentos hieráquicos da malha. Ao mesmo
tempo, ao utilizar essa técnica é posśıvel obter, em qualquer momento, a solução do
modelo no ńıvel mais refinado da malha, utilizando os algoritmos de reconstrução
no contexto da análise de multirresolução. Neste trabalho, é utilizada a abordagem
de multirresolução adaptativa, combinada ao método dos volumes finitos, para si-
mular numericamente o modelo MHD com multiplicador de Lagrange generalizado
estendido, a fim de verificar essa nova abordagem nesse contexto f́ısico.
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ADAPTIVE MULTIRESOLUTION ANALYSIS IN THE CONTEXT
OF NUMERICAL RESOLUTION OF IDEAL

MAGNETOHYDRODYNAMICS MODEL

ABSTRACT

The space plasma simulation is basically related to three models: particles-in-cell,
hybrid and magnetohydrodynamics. The main difference between these models is the
scale of the physical phenomena. In this work, we study the conservative ideal mag-
netohydrodynamics model (MHD) using the extended generalized Lagrange multi-
plier (EGLM). In this model, the plasma is considered a non-collisional fluid and it
has divergence-free corrections for the magnetic flux equation, because we need this
equation to be correctely-solved numerically. In several applications of this model,
e.g., the space sciences studies, there are different types of phenomena, such as dis-
continuities and shocks. Thus, it is even more important to refine the simulation
mesh to well-model those types of behaviour locally. On the traditional methods of
refining, the mesh refinement is done globally, i.e., it refines the entire mesh, even
where it does not need to be refined. On the other hand, in adaptive methods it uses
a mesh that adapts itself to the solution we want to obtain, in every time step. Using
the adaptive multiresolution analysis technique, the wavelet coefficients are basically
used as indicators of local regularity of the numerical solution and they define how
the hierarchical refinement will be done. Moreover, when using this technique, it
is possible to obtain, at any moment, the solution in a more refined level by using
the multiresolution algorithms. In this work, we use the multiresolution approach,
with the finite volume method, to represent the solution of the extended generalized
Lagrangian multiplier MHD model and we want to verify this new approach in this
physical context.
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6.5 Variáveis ρ e vy estimadas com o fluxo HLLD . . . . . . . . . . . . . . . 48
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9.2 Variáveis ρ e p aproximadas com o fluxo HLL para o Caso 1. . . . . . . . 81
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MHD-FV – Código que calcula solução do modelo EGLM-MHD em volumes finitos
MR – Multirresolução
R – direita, do inglês right

xxi





LISTA DE SÍMBOLOS
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Vj – espaço gerado pelas funções escala em um ńıvel j
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2.2.4 Correção Hiperbólica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3 Multiplicador de Lagrange Generalizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.4 Extensão do Multiplicador de Lagrange Generalizado . . . . . . . . . . . 9
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5 FLUXOS NUMÉRICOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

5.1 Ondas Elementares como Solução de um Problema de Riemann . . . . . 29

5.1.1 Onda de choque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

5.1.2 Onda de contato . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

5.1.3 Onda de rarefação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

5.2 O Problema de Riemann e o Fluxo Godunov . . . . . . . . . . . . . . . . 32

xxv



5.2.1 Fluxo Harten-Lax-Van Leer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5.2.1.1 Algoritmo HLL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

5.2.2 Fluxo Harten-Lax-Van Leer-Descontinuidades . . . . . . . . . . . . . . 35

5.2.2.1 Algoritmo HLLD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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1 INTRODUÇÃO

No contexto da resolução numérica de modelos f́ısicos, é comum a utilização de uma

abordagem adaptativa. Ao ser utilizada em um problema f́ısico, esse tipo de abor-

dagem pode diminuir o custo computacional de uma simulação, pois esse tipo de

método evita cálculos e o uso de memória desnecessários. A modelagem adaptativa

tem sido bastante utilizada na áreas de pequisas relacionadas às Ciências Espaci-

ais, em diferentes abordagens. A adaptatividade auxilia na resolução de problemas

em escala local e, ao mesmo tempo, interage com escalas globais de forma con-

sistente. Neste trabalho, opta-se pela utilização da abordagem adaptativa no con-

texto da análise multirresolução, aplicando-a a um modelo da magnetohidrodinâmica

(MHD). Esse tipo de modelo é utilizado na modelagem numérico-computacional de

fenômenos relacionados à f́ısica do plasma espacial.

No modelo MHD, o plasma é descrito por um sistema de quatro equações diferenciais

parciais: três de fluido e uma de campo magnético . Essas equações, quando estão

em sua forma conservativa, descrevem a conservação de massa, momento, energia e

a evolução do campo magnético. O modelo MHD é uma extensão da dinâmica de

fluidos, a qual descreve o comportamento de fluidos eletricamente condutores. No

caso do modelo MHD, tem-se a inclusão dos efeitos da força eletromagnética. Esse

sistema de equações descreve a evolução de quantidades macroscópicas e, por isso,

é utilizado quando não há interesse no movimento individual de part́ıculas. Para

outros propósitos, existem outros tipos de modelos que descrevem o comportamento

do plasma. Uma revisão desse tema encontra-se em Ledvina et al (2008).

O objeto de estudo deste trabalho é um modelo MHD Ideal em sua forma con-

servativa. Para encontrar a solução desse modelo é necessário conhecer o fluxo

em questão. O fluxo depende da solução do modelo, a qual ainda não é con-

hecida. A fim de aproximá-lo, foram desenvolvidos diferentes métodos numéricos,

os quais são chamadas de fluxos numéricos. Neste trabalho são testados dois difer-

entes tipos de fluxos numéricos: o Harten-Lax-Van Leer (HLL) e o Harten-Lax-

Van Leer-Descontinuidades (HLLD) (HARTEN et al., 1983; MIYOSHI; KUSANO, 2005).

Fisicamente, existe uma restrição relacionada ao campo magnético, a qual age no

comportamento do plasma. Essa restrição garante que o campo magnético seja livre

de divergência, i.e., livre comportamentos como fontes e sorvedouros. No entanto,

no contexto numérico-computacional, essa restrição pode não ser obedecida, necessi-

tando, assim, de um ajuste para que ela seja satisfeita. Esse tipo de ajuste é chamado
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correção de divergência livre e, neste trabalho, é utilizada uma correção chamada

parabólica-hiperbólica (DEDNER et al., 2002).

O modelo MHD ideal, juntamente com a correção de divergência livre parabólica-

hiperbólica, tem uma discretização temporal expĺıcita. Esse tipo de discretização

permite o uso do algoritmo de multirresolução adaptativa por médias celulares, jun-

tamente com o método de volumes finitos. No algoritmo adaptativo é definido o

ńıvel de refinamento local que deve ser utilizado para representar a solução do mo-

delo. Diferentemente do mesh refinement, o algoritmo adaptativo de multirresolução

utiliza estruturas mais localizadas, a fim de reproduzir com mais precisão o compor-

tamento da solução, mais detalhes em Deiterding et al (2009).

Para este trabalho, implementa-se um código para simular o modelo MHD com

multiplicador de Lagrange generalizado estendido (EGLM), utilizando o método

dos volumes finitos, chamando MHD-FV. Neste mesmo código, também são imple-

mentados os fluxos HLL e HLLD. Esse mesmo modelo é implementado no código

adaptativo CARMEN, também com os fluxos HLL e HLLD. No Apêndice E, são

apresentados detalhes dessas implementações.

Contribuições Originais da Dissertação

A principal contribuição desse trabalho é testar se o modelo EGLM-MHD, dis-

cretizado por um esquema de volumes finitos, pode ser representado eficientemente

por uma forma adaptativa no contexto wavelet de multirresolução.

Desafios da Dissertação

Os principais desafios desse trabalho são a implementação e verificação das equações

MHD, juntamente com a correção de divergência livre parabólica-hiperbólica em

um modelo de volumes finitos para referência, com os dois fluxos numéricos HLL e

HLLD , num código adaptativo. Nesse contexto, a abordagem adaptativa é focada

no problema bidimensional do modelo EGLM-MHD.

Organização dos Caṕıtulos

No Caṕıtulo 2, é descrito o modelo MHD utilizado nesse trabalho. Já no Caṕıtulo 3,

introduzem-se os conceitos de leis de conservação hiperbólicas e a solução exata de

um modelo MHD. No Caṕıtulo 4 o método dos volumes finitos é apresentado e ex-
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plicitado. Os fluxos numéricos são apresentados no Caṕıtulo 5 e os resultados para a

abordagem de volumes finitos são apresentados no Caṕıtulo 6. No Caṕıtulo 7 é ap-

resentada a análise multiresolução adaptativa por médias celulares e, no Caṕıtulo 8,

a combinação desse algoritmo com o método dos volumes finitos. No Caṕıtulo 9 são

apresentados os resultados obtidos utilizando o algoritmo adaptativo de multirreso-

lução. No Caṕıtulo 10, as conclusões e trabalhos futuros.
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2 MODELO MAGNETOHIDRODINÂMICO

Existem diferentes tipos de modelo MHD, os quais foram utilizados para descrever

diferentes tipos de fenômenos que envolvem o plasma. Um desses modelos é o MHD

Ideal, quando um fluido não é resistivo. Também existem modelos mais sofisticados

como, por exemplo, o MHD Multi-espécie, quando cada espécie possui sua própria

equação de continuidade, e MHD Multi-fluido, quando cada espécie é tratada como

um fluido diferente. Maiores detalhes sobre os tipos de modelo MHD são encontrados

no paper de revisão de Ledvina et al (2008).

2.1 Modelo Magnetohidrodinâmico Ideal

As equações que governam o modelo MHD Ideal formam um conjunto de equações

diferenciais parciais, as quais determinam inteiramente a f́ısica de um fluido condu-

tor. Em particular, o modelo é apenas aplicado quando são assumidas as seguintes

condições:

1. os componentes do plasma não estão distantes do equiĺıbrio termodinâmico local;

2. o plasma possui uma função de distribuição Maxwelliana;

3. o fluxo de calor não é importante;

4. a condição de neutralidade da carga é válida;

5. a componente de alta frequência do campo elétrico pode ser negligenciada.

Há duas formas de escrever as variáveis em um modelo MHD: a forma primitiva,

que utiliza diretamente as variáveis originais ou primitivas como pressão e veloci-

dade, e a forma conservativa, que utiliza variáveis conservativas, como energia e

momento. A abordagem primitiva não é adequada para simulações quando há de-

scontinuidades nas variáveis, podendo gerar oscilações ou mesmo alterar a f́ısica do

problema em estudo. Na abordagem conservativa é posśıvel desenvolver esquemas

numéricos conservativos da energia total do sistema para que, com isso, seja pos-

śıvel obter informações corretas em relação a choques e saltos nas descontinuidades

(LEVEQUE, 1990). Nesse trabalho, é utilizada a forma conservativa do modelo MHD

ideal. Do ponto de vista numérico, a forma conservativa das equações do modelo

MHD ideal é utilizada para o cálculo do fluxo numérico e, também, para evoluir a

solução no tempo.
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O modelo MHD ideal, na sua forma conservativa (BITTENCOURT, 2004), é descrito

pelo sistema de equações diferenciais parciais

∂ρ

∂t
+∇ · ρu = 0, Continuidade (2.1a)

∂E

∂t
+∇ ·

[(
E + p+

B.B

2

)
u−B (u.B)

]
= 0, Energia/pressão (2.1b)

∂ρu

∂t
+∇ ·

[
ρuu + I

(
p+

B.B

2

)
−BB

]
= 0, Momento (2.1c)

∂B

∂t
+∇ · (uB−Bu) = 0, Campo Magnético (2.1d)

em que ρ é a densidade, p é a pressão, u é o vetor velocidade, B é o vetor campo

magnético e I é o tensor unitário de ordem 2. A energia E dada pela lei constitutiva

E =
p

γ − 1
+ ρ

u.u

2
+

B.B

2
, (2.2)

em que γ é uma constante adiabática.

Com adição da restrição f́ısica

∇ ·B = 0, Eq. Fluxo Magnético, (2.3)

garante-se que o sistema será livre de divergência. Essa restrição não é naturalmente

obtida. Em geral, nas simulações numéricas, pode-se gerar resultados discordantes

da f́ısica representada. Esse problema é bem abordado em Brackbill e Barnes (1980).

Há várias posśıveis abordagens para esse problema, algumas delas estão relacionadas

às correções do campo magnético. Neste trabalho utiliza-se este tipo de abordagem,

mais detalhes estão na próxima seção.

2.2 Correções Numéricas de Divergência Nula

A divergência é uma propriedade de um campo f́ısico, que pode ser obtida por

um operador vetorial que mede a magnitude de comportamentos como fonte ou

sorvedouro em um campo vetorial. Fisicamente, o modelo MHD é um sistema livre

de divergência no campo magnético, não possuindo esses tipos de comportamento.

Normalmente, nas simulações numéricas, ∇ · B não é exatamente zero à medida

que o tempo evolui. Com isso, erros são introduzidos no sistema, fazendo com que
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a condição inicial em cada iteração seja violada e causando problemas relacionados

à estabilidade da simulação e à obtenção de resultados não-f́ısicos (TóTH, 2000;

DEDNER et al., 2002).

Para evitar que esses erros numéricos ocorram, deve-se utilizar técnicas que intro-

duzam correções ao modelo. No contexto deste trabalho, para fazer a correção da

restrição imposta pela Equação de Fluxo Magnético 2.3, introduz-se uma nova função

escalar ψ ao problema. Isto é feito inserindo ψ na Equação 2.1d, o que resulta na

correção de divergência livre da seguinte forma

∂B

∂t
+∇ · (uB−Bu) +∇ψ = 0, (2.4)

D(ψ) +∇ ·B = 0, (2.5)

em que D é um operador diferencial linear.

Observa-se que, dessa forma, se a divergência nula é válida, tem-se D(ψ) ≡ 0,

implicando em ψ constante. Assim, obtém-se ∇ψ ≡ 0, ou seja, o modelo f́ısico não

é alterado. Aplicando os operadores de divergência (∇·), (D∇·) na Equação 2.4, de

evolução temporal
(
∂
∂t

)
e o Laplaciano (∆) na Equação 2.5, obtém-se as seguintes

equações

∂

∂t
∇ ·B + ∆ψ = 0, (2.6a)

∂

∂t
D(∇ ·B) + ∆D(ψ) = 0, (2.6b)

∂

∂t
D(ψ) +

∂

∂t
∇ ·B = 0, (2.6c)

∆D(ψ) + ∆∇ ·B = 0. (2.6d)

Substituindo as Equações 2.6d em 2.6b e 2.6c em 2.6a, tem-se

∂

∂t
D(∇ ·B)−∆∇ ·B = 0, (2.7)

∂

∂t
D(ψ)−∆ψ = 0. (2.8)

Conclui-se, então, que ∇ ·B e ψ satisfazem a mesma equação, independente da

escolha de D, como pode ser observado nas Equações 2.7 e 2.8. A escolha desse ope-
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rador diferencial dá origem a quatro tipos de correção: eĺıptica, parabólica, hiper-

bólica e parabólica-hiperbólica (DEDNER et al., 2002). As mais populares entre essas

correções são as correções parabólica-hiperbólica e eĺıptica. A seguir são descritas

resumidamente essas quatro correções.

2.2.1 Correção Parabólica-Hiperbólica

A correção parabólica-hiperbólica proposta em Dedner et al (2002) é feita

escolhendo-se o seguinte operador D

D(ψ) :=
1

c2
h

∂ψ

∂t
+

1

c2
p

ψ (2.9)

o qual é uma combinação dos operadores parabólico e hiperbólico. Em que ch e cp são

os coeficientes associados aos operadores hiperbólico e parabólico, respectivamente.

Substituindo o operador dado pela Equação 2.9 em 2.5, obtem-se

∂ψ

∂t
+ c2

h∇ ·B = −c
2
h

c2
p

ψ Correção Parabólica-hiperbólica (2.10)

A correção parabólica-hiperbólica possui tanto a propagação, como a dissipação de

erros ao longo do tempo.

Nas correções parabólica e hiperbólica há uma propagação de erros numéricos,

tornando-as menos populares, porém com baixo custo computacional. Com o in-

tuito de obter uma correção mais acurada do que essas, é introduzida a correção

parabólica-hiperbólica como proposta em Dedner et al (2002). Essa correção pode

ser vista como sendo um caminho do meio entre as correções eĺıpticas, parabólicas

e hiperbólicas, tanto do ponto de vista de custo computacional como de precisão

numérica. Além disso, essa correção parabólica-hiperbólica permite que se utilize

esquemas expĺıcitos temporais para a resolução numérica desse sistema, o que os

qualifica para o uso de métodos de multirresolução adaptativos, como são descritos

no Caṕıtulo 7, que são de interesse nesta dissertação.

2.2.2 Correção Eĺıptica

A correção eĺıptica garante que ∇ · B = 0, o que a torna a correção mais popu-

lar entre as citadas neste caṕıtulo. Entretanto, para a resolução de um problema

eĺıptico é necessário o uso de esquemas impĺıcitos, o que implica em um alto custo
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computacional e impossibilita a utilização do método adaptativo de multirresolução.

2.2.3 Correção Parabólica

A correção parabólica é baseada na conhecida Equação do Calor. Se condições de

contorno adequadas são utilizadas, a correção parabólica faz com que os erros locais

de divergência sejam dissipados e suavizados.

2.2.4 Correção Hiperbólica

A correção hiperbólica é baseada na conhecida como Equação de Propagação (ou

Equação da Onda). Com a correção hiperbólica, os erros locais de divergência são

propagados para a fronteira com velocidade finita ch > 0.

2.3 Multiplicador de Lagrange Generalizado

A correção parabólica-hiperbólica, juntamente com o Sistema de Equações 2.1, for-

mam o chamado Multiplicador de Lagrange Generalizado das Equações de MHD

(GLM-MHD):

∂ρ

∂t
+∇ · ρu = 0, (2.11a)

∂E

∂t
+∇ ·

(
(E + p+

B.B

2
)u−B(u.B)

)
= 0, (2.11b)

∂ψ

∂t
+ c2

h∇ ·B = −c
2
h

c2
p

ψ, (2.11c)

∂ρu

∂t
+∇ ·

(
ρuu + I(p+

B.B

2
)−BB

)
= 0, (2.11d)

∂B

∂t
+∇ · (uB−Bu + ψI) = 0, (2.11e)

Para correções mistas, como a correção parabólica-hiperbólica considerada neste

estudo, o sistema GLM-MHD é hiperbólico e suas variáveis ρ, E, ρu e B se mantém

conservadas.

2.4 Extensão do Multiplicador de Lagrange Generalizado

Uma outra formulação do modelo MHD ideal com correções de divergência livre pode

ser obtida a partir das equações do modelo GLM-MHD e de Euler. Nas equações

de fluido, a influência do campo magnético aparece como sendo uma força externa
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chamada força de Lorentz. A força de Lorentz é descrita como

FL = J×B, (2.12a)

= (∇×B)×B, (2.12b)

= ∇ ·
[
BB− 1

2
B2I

]
−B(∇ ·B), (2.12c)

em que J é o vetor densidade de corrente elétrica. Considerando a Equação de Euler

de conservação de momento, juntamente com a força de Lorentz, tem-se

∂ρu

∂t
+∇ · (ρuu + Ip) = J×B, (2.13)

Substituindo J×B pelo termo obtido na Equação 2.12c, obtém-se

∂ρu

∂t
+∇ · (ρuu + Ip) = ∇ ·

[
BB− 1

2
B2I

]
−B(∇ ·B), (2.14)

a qual é a Equação de conservação de momento do modelo em questão. De maneira

similar, obtém-se o termo fonte −B ·(∇ψ) para a Equação de Energia 2.1b (DEDNER

et al., 2002). Dessa forma, tem-se o seguinte sistema MHD em forma conservativa

∂ρ

∂t
+∇ · ρu = 0, (2.15a)

∂E

∂t
+∇ ·

(
(E + p+

B.B

2
)u−B(u.B)

)
= −B · (∇ψ), (2.15b)

∂ψ

∂t
+ c2

h∇ ·B = −c
2
h

c2
p

ψ, (2.15c)

∂ρu

∂t
+∇ ·

(
ρuu + I(p+

B.B

2
)−BB

)
= −B(∇ ·B), (2.15d)

∂B

∂t
+∇ · (uB−Bu + ψI) = 0, (2.15e)

o qual é chamado de Extensão do Sistema GLM-MHD (EGLM). Essa formulação

do modelo MHD ideal foi a escolhida para ser utilizada neste trabalho. No próximo

caṕıtulo, introduzem-se os conceitos de leis de conservação hiperbólicas, expandindo

a discussão para o caso EGLM-MHD.

10



3 LEIS DE CONSERVAÇÃO

Leis de conservação podem ser traduzidas por sistemas de Equações Diferenciais

Parciais (EDPs) evolutivas, com condições iniciais e condições de contorno, em que

existem variáveis que se mantém conservadas na evolução temporal. Essas equações

são normalmente não-lineares e com uma estrutura particularmente simples. Essas

leis são baseadas em prinćıpios f́ısicos como, por exemplo, conservação de momento,

massa e energia. Neste trabalho, tem-se interesse em leis de conservação hiperbólicas

(LEVEQUE, 1990). De forma genérica, uma lei de conservação hiperbólica pode ser

escrita como
∂U

∂t
+∇ · F(U) = S(U), (3.1)

em que U é o vetor de variáveis em sua forma conservativa,

F(U) = (F (U)x, F (U)y) é o fluxo f́ısico e S(U) é um vetor de termos de

fonte.

Normalmente, as funções de fluxo são não-lineares, fazendo com que o sistema de

EDPs também seja não-linear. Geralmente, não é posśıvel obter soluções exatas

desses tipos de equações, apenas soluções numéricas aproximadas por esquemas.

Neste trabalho, o sistema de leis de conservação hiperbólica de grande importância

é o modelo EGLM-MHD.

3.1 Modelo EGLM-MHD

O modelo EGLM-MHD, dado como nas Equações 2.15, apresentado na pág. 10,

é uma lei de conservação hiperbólica. Nesse caso, os vetores U, F(U) e S(U), de

acordo com a Equação A.1, são descritos a seguir.

U =


ρ

E

ψ

ρu

B

 , S(U) =



0

−B · (∇ψ)

−c
2
h

c2
p

ψ

−B(∇ ·B)

0


, (3.2)
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F(U) =



ρu

(E + p+
B.B

2
)u−B(u.B)

c2
hB

ρuu + I(p+
B.B

2
)−BB

uB−Bu + ψI


. (3.3)

A forma expandida desses vetores são apresentadas no Apêndice A. Utilizando a

forma matricial do modelo MHD, pode-se calcular os autovalores do sistema. Para

calculá-los, é preciso transformar o sistema da forma conservativa para a forma

primitiva. Ou seja, ao invés de utilizar as variáveis conservadas momento ρu e energia

E, utilizam-se as variáveis primitivas velocidade u e pressão p. Além disso, o sistema

não permanece mais na forma de leis de conservação. Na próxima seção, esse modelo

MHD é escrito em sua forma primitiva.

3.2 Forma Primitiva

Neste trabalho, é de interesse o estudo dos autovalores do modelo EGLM-MHD.

Para isso, conforme apresentado em Dedner et al (2002), utiliza-se o modelo GLM-

MHD, como descrito pelo Sistema 2.11 na Seção 2.3. Ao omitir o termo fonte − c2h
c2p
ψ,

referente à equação da correção de divergência parabólica-hiperbólica, é posśıvel

escrevê-lo como uma equação diferencial homogênea. Em duas dimensões no espaço,

pode-se escrever o sistema GLM-MHD homogêneo em sua forma primitiva como

∂W

∂t
+ Ax(W)

∂W

∂x
+ Ay(W)

∂W

∂y
= 0 (3.4)
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em que W = (ρ, p, ψ, vx, vy, vz, Bx, By, Bz) é o vetor de variáveis primitivas e as

matrizes são

Ax(W) =



vx 0 0 ρ 0 0 0 0 0

0 vx (1− γ)Bx γp 0 0 (γ − 1)u ·B 0 0

0 0 0 0 0 0 c2
h 0 0

0 1
ρ 0 vx 0 0 −Bx

ρ
By
ρ

Bz
ρ

0 0 0 0 vx 0 −By
ρ −Bx

ρ 0

0 0 0 0 0 vx −Bz
ρ 0 −Bx

ρ

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 By −Bx 0 −vy vx 0

0 0 0 Bz 0 −Bx −vz 0 vx



(3.5)

e

Ay(W) =



vy 0 0 0 ρ 0 0 0 0

0 vy (1− γ)By 0 γp 0 0 (γ − 1)u ·B 0

0 0 0 0 0 0 0 c2
h 0

0 0 0 vy 0 0 −By
ρ −Bx

ρ 0

0 1
ρ 0 0 vy 0 Bx

ρ −By
ρ

Bz
ρ

0 0 0 0 0 vy 0 −Bz
ρ −By

ρ

0 0 0 −By Bx 0 vy −vx 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 Bz −By 0 −vz vy



. (3.6)

A partir das matrizes Ax(W) e Ay(W), é posśıvel calcular os autovalores referente

ao sistema GLM-MHD.

3.2.1 Autovalores

Ao calcular os autovalores da matriz Ax ou Ay (DEDNER et al., 2002), obtém-se nove

autovalores
λh− = −ch, λf− = vk − cf , λa− = vk − ca,
λs− = vk − cs, λe = vk, λs+ = vk + cs,

λa+ = vk + ca, λf+ = vk + cf , λh+ = ch,

(3.7)
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em que k = x ou k = y e as velocidades cs ≤ ca ≤ cf são dadas por

ca = |bk|, (3.8a)

cf =

√
1

2
(a2 + b2 +

√
(a2 + b2)2 − 4a2b2

k), (3.8b)

cs =

√
1

2
(a2 + b2 −

√
(a2 + b2)2 − 4a2b2

k), (3.8c)

com

bk :=

√
B2
k

ρ
, b2 :=

|B|2

ρ
, a :=

√
γp

ρ
. (3.9)

Os autovalores λa, λs e λf representam, respectivamente, as ondas de Alfvén e as

ondas magneto-acústicas lenta (slow, em inglês) e rápida (fast, em inglês). Os termos

ca, cs e cf são as velocidades de Alfvén, magneto-acústica lenta e rápida, e estão

associadas a esses autovalores. Já o autovalor λe, está relacionado à onda de entropia.

Essas ondas são conhecidas como curvas caracteŕısticas. Essas curvas descrevem

a propagação através do plasma e são associadas aos autovalores do sistema. As

curvas caracteŕısticas são de grande importância neste contexto e são descritas no

Caṕıtulo 5. Na Figura 3.1, essas curvas caracteŕısticas são apresentadas em uma

estrutura de leque de Riemann (Riemann fan, em inglês).

Figura 3.1 - Leque de Riemann: Curvas caracteŕısticas referentes aos autovalores do sis-
tema GLM-MHD. Em que λf , λa, λs são, respectivamente, as ondas magneto-
acústicas rápidas, de Alfvén, magneto-acústicas lentas e λe é a onda rela-
cionada à entropia

Para calcular os autovalores do modelo EGLM-MHD, deve-se criar uma analogia ao
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que foi feito para o modelo GLM-MHD, ou seja, também deve-se escrevê-lo como

uma equação diferencial homogênea. A diferença, nesse caso, é que o modelo EGLM-

MHD possui termos fonte nas equações de energia e momento, ou seja, o vetor S(U).

Deve-se supor, então, que existam duas matrizes Bx(W) e By(W), as quais repre-

sentam o vetor S(U) nas direções x e y, tais que o sistema EGLM-MHD possa

ser escrito como uma equação diferencial homogênea. Então, omitindo o termo fonte

− c2h
c2p
ψ, referente à equação da correção de divergência parabólica-hiperbólica, a forma

primitiva desse modelo pode ser escrita como

∂W

∂t
+ (Ax (W)−Bx(W))

∂W

∂x
+ (Ay(W)−By(W))

∂W

∂y
= 0, (3.10)

em que

Bx(W) =



0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 (1− γ)Bx 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −Bx
ρ

0 0

0 0 0 0 0 0 −By
ρ

0 0

0 0 0 0 0 0 −Bz
ρ

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0


, (3.11)

By(W) =



0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 (1− γ)By 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −Bx
ρ

0

0 0 0 0 0 0 0 −By
ρ

0

0 0 0 0 0 0 0 −Bz
ρ

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0


, (3.12)

As matrizes (Ax(W) − Bx(W)) e (Ay(W) − By(W)) possuem os mesmos auto-

valores obtidos a partir das matrizes Ax(W) e Ay(W), conforme observado em

Dedner et al (2002). Conclui-se, então, que o modelo EGLM-MHD possui as mes-

mas curvas caracteŕısticas que o modelo GLM-MHD.
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O cálculo dos autovetores do modelo EGLM-MHD pode ser indispensável, depen-

dendo do esquema numérico que se deseja utilizar para calcular o vetor F(U), como,

por exemplo, o esquema numérico HLLEM (WESENBERG, 2003). Neste trabalho,

como pode ser visto no Caṕıtulo 5, não é necessária a utilização dos autovetores

associados aos autovalores desse sistema, pois são utilizados os esquemas numéricos

HLL e HLLD.

3.3 Solução Exata e Verificação

Nessa seção é apresentada a solução exata de um modelo MHD. Para fins de teste,

a condição inicial utilizada nesse exemplo é uma condição tipo Riemann, a qual é

baseada na formulação de um problema de Riemann.

3.3.1 Condição Inicial tipo Riemann

Em meados do século XIX, Riemann estudou um problema de um tubo com dois

gases. Se o efeito das paredes do tubo são desprezadas, esse problema torna-se

essencialmente unidimensional. Este tipo de problema de valor inicial ficou então

conhecido como Problema de Riemann. Matematicamente, chama-se Problema de

Riemann 1D associado à uma lei de conservação ∂u
∂t

+A∂u
∂x

= 0 ao seguinte problema

de valor inicial

u(x, 0) =

ul, se x ≤ 0

ur, se x > 0
(3.13)

Análoga ao problema de Riemann, a condição utilizada neste exemplo é chamada

condição inicial tipo Riemann (LEVEQUE, 1990).

3.3.2 Solução Exata

Sob certas circunstâncias, a solução exata do modelo MHD ideal pode ser calculada

utilizando um programa chamado Exact Riemann Solver for Ideal MHD1, que utiliza

o algoritmo descrito em Torrilhon (2003). Um exemplo é a condição inicial tipo

Riemann, descrita na Tabela 3.1. Essa condição inicial é similar à condição tipo

Riemann 1D utilizada em Dai e Woodward (DAI; WOODWARD, 1995), exceto pela

constante na variável Bz, que é definida por
√

2π ao invés de
√

4π. Essa condição

inicial tipo Riemann 1D também é utilizada em Li (2005).

1https://web.mathcces.rwth-aachen.de/mhdsolver/
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Tabela 3.1 - Condição inicial tipo Riemann.

ρ p vx vy vz Bx By Bz

x ≤ 0 1.08 0.95 1.2 0.01 0.5 2.0/
√

4π 3.6/
√

4π 2.0/
√

2π

x > 0 1.0 1.0 0.0 0.0 0.0 2.0/
√

4π 4.0/
√

4π 2.0/
√

2π

A condição inicial tipo Riemann, em um intervalo [−0.5, 0.5], é ilustrada na

Figura 3.2.

Figura 3.2 - Condição inicial tipo Riemann no intervalo [−0.5, 0.5]. Os valores Ul e Ur

são, respectivamente, os valores à esquerda e à direita.

Nas Figuras 3.3 e 3.4, é apresentada a solução exata do modelo MHD ideal, conforme

Torrilhon (2002), para t = 0.1, variáveis densidade (ρ), pressão (p), componentes x,

y e z da velocidade (vx, vy, vz) e componentes y e z do campo magnético (By, Bz),

utilizando a condição inicial da Tabela 3.1. A solução exata também é descrita pelas

Equações 3.14–3.21.

Esse resultado é muito importante no contexto deste trabalho, pois é utilizado na

verificação dos resultados apresentados pelo modelo EGLM-MHD. Nesse contexto,

para diferenciá-lo de um outro caso de Riemann que é utilizado, ele é denotado de

condição inicial tipo Riemann 1D.
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(a) ρ (b) p

(c) vx (d) vy

(e) vz (f) By

Figura 3.3 - Gráficos da solução exata de um modelo MHD ideal, para as variáveis densi-

dade ρ, pressão p, componentes x, y, z da velocidade vx, vy, vz e componente

y do campo magnético By, no tempo t = 0.1, utilizando γ = 5/3.
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Figura 3.4 - Gráficos da solução exata de um modelo MHD ideal, para a variável compo-

nente z do campo magnético Bz, no tempo t = 0.1, utilizando γ = 5/3.

ρ =



1.0800, se − 0.500 ≤ x < −0.1040,

1.4626, se − 0.1040 ≤ x < 0.0276,

1.6459, se 0.0276 ≤ x < 0.0576,

1.4832, se 0.0576 ≤ x < 0.0888,

1.2914, se 0.0888 ≤ x < 0.2348,

1.0000, se 0.2348 ≤ x < 0.5000,

(3.14)

p =



0.9500, se − 0.500 ≤ x < −0.1040,

1.6026, se − 0.1040 ≤ x < 0.0276,

1.9526, se 0.0276 ≤ x < 0.0888,

1.5481, se 0.0888 ≤ x < 0.2348,

1.0000, se 0.2348 ≤ x < 0.5000,

(3.15)

vx =



1.2000, se − 0.500 ≤ x < −0.1040,

0.6139, se − 0.1040 ≤ x < 0.0276,

0.5763, se 0.0276 ≤ x < 0.0888,

0.5299, se 0.0888 ≤ x < 0.2348,

0.0000, se 0.2348 ≤ x < 0.5000,

(3.16)
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vy =



0.0100, se − 0.5000 ≤ x < −0.1040,

0.1011, se − 0.1040 ≤ x < 0.0147,

0.2460, se 0.0147 ≤ x < 0.0276,

0.0482, se 0.0276 ≤ x < 0.0888,

−0.1938, se 0.0888 ≤ x < 0.1026,

−0.0854, se 0.1026 ≤ x < 0.2348,

0.0000, se 0.2348 ≤ x < 0.5000,

(3.17)

vz =



0.5000, se − 0.5000 ≤ x < −0.1040,

0.5716, se − 0.1040 ≤ x < 0.0147,

0.3484, se 0.0147 ≤ x < 0.0276,

0.2440, se 0.0276 ≤ x < 0.0888,

0.1162, se 0.0888 ≤ x < 0.1026,

−0.0604, se 0.1026 ≤ x < 0.2348,

0.0000, se 0.2348 ≤ x < 0.5000,

(3.18)

Bx =
2√
4π

, (3.19)

By =



1.0155, se − 0.5000 ≤ x < −0.1040,

1.4064, se − 0.1040 ≤ x < 0.0147,

1.5816, se 0.0147 ≤ x < 0.0276,

1.4083, se 0.0276 ≤ x < 0.0888,

1.6069, se 0.0888 ≤ x < 0.1026,

1.4837, se 0.1026 ≤ x < 0.2348,

1.1284, se 0.2348 ≤ x < 0.5000,

(3.20)

Bz =



0.7979, se − 0.5000 ≤ x < −0.1040,

1.1050, se − 0.1040 ≤ x < 0.0147,

0.8351, se 0.0147 ≤ x < 0.0276,

0.7436, se 0.0276 ≤ x < 0.0888,

0.8485, se 0.0888 ≤ x < 0.1026,

1.0491, se 0.1026 ≤ x < 0.2348,

0.7979, se 0.2348 ≤ x < 0.5000,

(3.21)

No Caṕıtulo 4 é apresentado o método dos volumes finitos, o qual é utilizado para

discretizar o modelo EGLM-MHD e possibilitar sua simulação ao longo do tempo.
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4 MÉTODO DOS VOLUMES FINITOS (VF)

Como visto no Caṕıtulo 3, problemas de valor inicial e de contorno para leis de con-

servação não possuem, em geral, solução exata. Por isso, é preciso utilizar esquemas

numéricos para calcular uma solução aproximada. Para utilizar esses esquemas é pre-

ciso discretizá-los utilizando métodos numéricos. Existem alguns métodos numéricos

como, por exemplo, o método das diferenças finitas e o método dos volumes finitos.

Nesse trabalho, o interesse volta-se para o método dos volumes finitos. Esse método

é baseado na forma integral das leis de conservação, ao contrário, por exemplo, do

método das diferenças finitas, que é baseado em equações diferenciais. Melhor do

que as aproximações por pontos de grade que pertencem ao domı́nio, o método dos

volumes finitos utiliza células para representar uma quantidade U. O domı́nio do

problema é particionado em células de grade e o valor de U é aproximado em cada

célula pela média de U na célula.

Na próxima seção, o método é exposto com maiores detalhes. Maiores explicações

acerca do assunto e referências podem ser encontradas em Leveque (2002).

4.1 Formulação Geral do Método

A partir de uma lei de conservação hiperbólica unidimensional homogênea, o método

dos volumes finitos é deduzido a seguir.

Considere a equação

∂U

∂t
+
∂F(U)

∂x
= 0, (4.1)

em que F(U) é a função fluxo e U é o vetor 9-dimensional de quantidades conser-

vadas. Nesse estudo, o interesse é apenas nos vetores F(U) e U referentes ao modelo

EGLM-MHD, como definidos na Seção 3.1, Caṕıtulo 3. Aplicando a forma integral

das leis de conservação na Equação 4.1, para quaisquer x1 e x2 do domı́nio, x1 < x2,

tem-se

d

dt

x2∫
x1

Udx = F(U)|x1 − F(U)|x2 . (4.2)
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O prinćıpio geral da forma integral das leis de conservação é relacionado à taxa

de variação de U em um volume (ou célula). Essa taxa é igual ao fluxo inter-

celular, ou seja, o fluxo que passa na fronteira entre duas células da malha. Em

uma dimensão, as células Ci de um determinado domı́nio são segmentos de reta

Ci = (xi−1/2, xi+1/2), i ∈ N, como esquematizado na Figura 4.1. Para cada Ci per-

Figura 4.1 - Células pertencentes à uma malha unidimensional de volumes finitos.

tencente à malha, considera-se o valor Qn
i como uma aproximação para o valor médio

de U no i-ésimo intervalo para o tempo tn, n ∈ N e tn < tn+1. Considerando que

malha utilizada é regular, ou seja, todas as células pertencentes à ela possuem o

mesmo tamanho, tem-se que

Qn
i ≈

1

∆x

xi+1/2∫
xi−1/2

U dx ≡ 1

∆x

∫
Ci

U dx. (4.3)

Os valores Qi são chamados médias celulares. Quando utilizam-se médias celu-

lares, pode-se utilizar propriedades importantes das leis de conservação ao derivar

um método numérico. Mais particularmente, é posśıvel garantir que um método

numérico seja conservativo no sentido de imitar a solução exata do problema. Isso

acontece, porque o somatório
∑N

i=1 Q
n
i ∆x aproxima a integral de U e, caso seja uti-

lizado um método que está na forma conservativa, esse somatório muda somente de

acordo com o fluxo nas fronteiras. A massa total dentro do domı́nio computacional

é preservada ou, pelo menos, varia corretamente desde que as condições de contorno

sejam devidamente aplicadas. Dada a média celular Qn
i no intervalo Ci, aproxima-se

o valor de Qn+1
i utilizando a forma integral descrita na Equação 4.2, ou seja,
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Figura 4.2 - Médias celulares e o fluxo intercelular.

d

dt

∫
Ci

Udx = F(U)|xi−1/2
− F(U)|xi+1/2

. (4.4)

Integrando a Equação 4.4 no intervalo entre tn a tn+1, rearranjando seus termos e

dividindo-os por ∆x, obtem-se

1

∆x

∫
Ci

U|tn+1 dx =
1

∆x

∫
Ci

U|tn dx

− 1

∆x

 tn+1∫
tn

F(U)|xi−1/2
dt−

tn+1∫
tn

F(U)|xi+1/2
dt

 . (4.5)

Reescrevendo a Equação 4.5, utilizando a Equação 4.3, tem-se

Qn+1
i = Qn

i −
∆t

∆x
(F n

i−1/2 − F n
i+1/2), (4.6)

em que F n
i±1/2 são as aproximações dos fluxos médios nas interfaces celulares quando

x = xi±1/2 no tempo t = tn, ou seja,

F n
i±1/2 ≈

1

∆x

 tn+1∫
tn

F(U)|xi±1/2
dt

 . (4.7)

Em problemas hiperbólicos, como o modelo MHD, a informação é propagada com

velocidade finita. Dessa forma, é rasuável supor que os fluxos F n
i±1/2 tratados neste
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trabalho podem ser obtidos em função dos valores de Qn
i−1, Qn

i e Qn
i+1, i.e.,

F n
i+1/2 = F(Qn

i , Q
n
i+1),

F n
i−1/2 = F(Qn

i−1, Q
n
i ),

(4.8)

em que F é uma função de fluxo numérico. Logo, a Equação 4.6 pode ser reescrita

como

Qn+1
i = Qn

i −
∆t

∆x
[F(Qn

i−1, Q
n
i )−F(Qn

i , Q
n
i+1)]. (4.9)

A Equação 4.9 se parece com a aproximação por diferenças finitas para a evolução

temporal da lei de conservação descrita pela Equação 4.1. Isso acontece para esse caso

particular em que utiliza-se uma lei de conservação unidimensional para dedução do

método dos volumes finitos. No geral, esse tipo de situação não acontece. Ambos os

métodos podem ser utilizados com o intuito de discretização de equações diferenciais,

mas é importante ressaltar que, por mais que haja esse tipo de similaridade para

o caso unidimensional, esses dois métodos são completamente distintos e possuem

formulação bastante diferentes. O método dos volumes finitos possui uma formulação

que funciona muito bem para o objetivo deste trabalho, já que é baseado em leis de

conservação (LEVEQUE, 2002). Por isso, optou-se por sua utilização neste trabalho

de mestrado.

Dois aspectos de extrema importância em análise numérica são a estabilidade e a

consistência dos esquemas numéricos utilizados. Sem essa abordagem, não é posśıvel

garantir a convergência de um esquema numérico.

Seja ∆x o comprimento de cada célula da malha na direção x. Para um método

numérico ser convergente, é preciso que sejam satisfeitas duas condições quando

∆x→ 0:

• Consistência, quando a discretização feita converge para a equação ori-

ginal;

• Estabilidade, no sentido de que os pequenos erros obtidos em cada espaço

de tempo não cresçam rapidamente.
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4.2 A Condição Courant-Friedrichs-Lewy

A condição Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) está intimamente ligada com a estabili-

dade de um esquema numérico. Ela foi uma consequência dos trabalhos de Courant,

Friedrichs e Lewy, como pode ser visto em Courant et al (1967), sobre métodos das

diferenças finitas para EDPs, a fim de provar a existência de soluções. A idéia era

definir sequências de soluções aproximadas dessas equações, provar a sua convergên-

cia à medida que a malha era refinada e mostrar que seu limite satisfazia as EDPs.

Nesse processo de demonstração da convergência dessa sequência, eles notaram que é

necessária uma condição de estabilidade para qualquer que seja o método numérico.

Essa condição é necessária e deve ser satisfeita por todo método dos volumes finitos,

caso seja esperada a estabilidade e a convergência de uma solução de uma equação

diferencial em que sua malha é refinada. Ao ser satisfeita, ela condiciona que um

método deve ser utilizado no sentido de que há chances da informação ser propagada

com as velocidades f́ısicas corretas, como determinadas pelos autovalores do sistema.

Matematicamente, a condição CFL para o caso bidimensional pode ser expressa pela

desigualdade

ν ≤ C (4.10)

em que ν é chamado número de Courant e C é uma constante adimensional que de-

pende da equação que será resolvida. Em um sistema hiperbólico, existe, geralmente,

um conjunto de m velocidades de onda dadas pelos autovalores λ1, λ2, · · · , λm. Nesse

caso, o número de Courant é definido como

ν = ∆t
min{∆x,∆y} max

p
|λp|,

em que p ∈ {1, · · · ,m} e ∆t é o passo de tempo da respectiva iteração.

É importante ressaltar que a condição CFL é necessária, porém não suficiente para

garantir a estabilidade de um método. Existem esquemas numéricos que obedecem

a essa condição e, ainda assim, são instáveis.

4.3 Fluxos

O fluxo F(U) é calculado de uma maneira intercelular, ou seja, utiliza-se células

vizinhas e calcula-se o fluxo entre essas células. No caso bidimensional, esse fluxo

intercelular é calculado nas direções x e y. Na Figura 4.3, tem-se as células C, CL, CR,
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CU e CD, as quais correspondem, respectivamente, à célula que está sendo calculada

e às células à esquerda, direita, acima e abaixo dela. O fluxo é calculado na interface

entre a célula C e suas adjacentes.

Figura 4.3 - Célula C, para a qual está sendo calculado o fluxo, e suas células vizinhas

CL, CR, CU e CD. O fluxo intercelular é calculado a partir da célula C e suas

vizinhas, dependendo da direção desejada.

Para o fluxo na direção x (horizontal), utiliza-se as médias celulares de CL e CR.

Analogamente, na direção y (vertical) utiliza-se as médias celulares das células CU

e CD. No caso bidimensional, como neste trabalho, o fluxo é calculado em ambas as

direções x e y, independente da condição inicial utilizada. Esses valores dos fluxos

direcionais são utilizados na evolução temporal da solução do modelo EGLM-MHD.

4.4 Evolução Temporal

Para aproximar a solução U no tempo tn+1, utiliza-se uma evolução temporal ex-

pĺıcita, a qual depende da solução aproximada e dos fluxos intercelulares no tempo

tn. No contexto de volumes finitos deste trabalho, para o caso bidimensional, a

evolução temporal é feita utilizando o método de Euler de primeira ordem, isto é,

Utn+1 = Utn − ∆t

∆x
(Fx(UR,U)− Fx(U,UL))− ∆t

∆y
(Fy(UD,U)− Fy(U,UU)) ,

(4.11)
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em que Fx, Fy e ∆x, ∆y são, respectivamente, os fluxos intercelulares e os espaça-

mentos das células nas direções x e y, e ∆t é o passo de tempo. Como foi apresentada,

a evolução temporal da solução utilizada neste trabalho depende diretamente do

fluxo intercelular para calcular o valor da solução aproximada, para um tempo tn+1

qualquer. Portanto, quanto mais numericamente eficiente a aproximação desse fluxo

é, melhor a aproximação da solução a ser obtida. Neste trabalho, os seguintes fluxos

são testados ao longo da implementação: o Harten-Lax-Van Leer (HLL) (HARTEN

et al., 1983) e o Harten-Lax-Van Leer-Descontinuidade (HLLD) (MIYOSHI; KUSANO,

2005). Esses fluxos numéricos são apresentados e discutidos detalhadamente no Caṕı-

tulo 5.
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5 FLUXOS NUMÉRICOS

Os Fluxos numéricos, ou Riemann solvers, são conhecidos como sendo uma impor-

tante ferramenta no contexto da resolução de esquemas numéricos para leis de con-

servação. Por esse motivo, com o passar do tempo muitas atenções se voltaram para

a comunidade de dinâmica de fluido computacional com o objetivo de desenvolver

Riemann solvers mais eficientes. Para o modelo MHD foram desenvolvidos diversos

tipos de Riemann solvers (WESENBERG, 2003). Em particular, o Harten-Lax-Van

Leer (HLL) (HARTEN et al., 1983) e o HLL-Discontinuities (HLLD) (MIYOSHI; KU-

SANO, 2005) são os utilizados neste trabalho.

5.1 Ondas Elementares como Solução de um Problema de Riemann

Um problema de Riemann para um sistema hiperbólico não-linear m×m, com dados

UL e UR, é um problema de valor inicial
Ut + F(U)x = 0,

U(x, 0) = U(0)(x) =

UL, x < 0,

UR, x > 0.

(5.1)

A solução de similaridade U(x, t) da Equação 5.1 consiste em m+1 estados contantes

separados por m ondas, como representado pelo gráfico x−t na Figura 5.1. Para cada

autovalor λi, existe uma famı́lia de ondas. Para sistemas lineares com coeficientes

constantes, cada onda é uma descontinuidade com velocidade Si = λi e define um

campo linearmente degenerado.

Para sistemas não-lineares, as ondas podem ser descont́ınuas, como ondas de choque

e de contato, ou ondas suaves de transição, como as de rarefação. Os tipos posśıveis

de ondas presentes na solução de um problema de Riemann dependem crucialmente

das condições de fechamento. Supondo que estados iniciais UL, UR sejam conecta-

dos por uma única onda, ou seja, a solução do problema de Riemann consiste em

uma única, e não-trivial, onda. A suposição é inteiramente justificada pelo fato de

sempre ser posśıvel resolver um problema de Riemann com dados genéricos e, então,

selecionar estados constantes em cada um dos lados de uma determinada onda como

sendo os dados iniciais para um problema de Riemann. Se a onda é descont́ınua,

então ela é uma onda de choque ou uma onda de contato.
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Figura 5.1 - Estrutura da solução de um problema de Riemann para um sistema linear de
leis de conservação.
Fonte: Toro (1999).

5.1.1 Onda de choque

Para uma onda de choque, os dois estados constantes UL e UR são conectados por

um único salto de descontinuidade em um campo não-linear genúıno e as seguintes

condições procedem:

• As condições de Rankine-Hugoniot

F(UR)− F(UL) = Si(UR −UL). (5.2)

• A condição de entropia

λi(UL) > Si > λi(UR). (5.3)

A Figura 5.2-a representa uma onda de choque com velocidade Si. A caracteŕıstica
dx
dt

= λi em ambos os lados da onda vai em direção à onda de choque, o que ilustra

o caráter compresśıvel de um choque.

5.1.2 Onda de contato

Para uma onda de contato, os dois estados UL e UR são conectados por um único

salto de descontinuidade com velocidade Si, em um campo linearmente degenerado
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Figura 5.2 - Ondas elementares como solução de um problema de Riemann: onda de
choque da velocidade Si (a), discontinuidade de contato da velocidade Si
(b) e onda de rarefação (c).
Fonte: Toro (1999).

i e as seguintes condições procedem:

• As condições de Rankine-Hugoniot

F(UR)− F(UL) = Si(UR −UL). (5.4)

• A constância dos invariantes de Riemann generalizados em toda a onda

dω1

κ
(i)
1

=
dω2

κ
(i)
2

=
dω3

κ
(i)
3

= · · · = dωm

κ
(i)
m

. (5.5)

• A condição da caracteŕıstica paralela

λi(UL) = λi(UR) = Si. (5.6)

Na Figura 5.2-b é representada uma descontinuidade de contato. As caracteŕısticas

em ambos os lados da onda são pararelas a ela.

5.1.3 Onda de rarefação

Para uma onda de rarefação, os dois estados UL e UR são conectados por uma

transição suave, em um campo genuinamente não-linear e as seguintes condições

procedem:
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• A constância dos invariantes de Riemann generalizados em toda a onda

dω1

κ
(i)
1

=
dω2

κ
(i)
2

=
dω3

κ
(i)
3

= · · · = dωm

κ
(i)
m

. (5.7)

• A divergência das caracteŕısticas

λi(UL) < λi(UR). (5.8)

Na Figura 5.2-c é representada uma onda de rarefação. As caracteŕısticas nos lados

direito e esquerdo da onda divergem, assim como as caracteŕısticas na onda.

5.2 O Problema de Riemann e o Fluxo Godunov

Neste trabalho, o interesse volta-se para dois tipos de Riemann solver: HLL e HLLD.

O HLL é um Riemann solver mais simples de ser implementado e, por esse motivo,

é utilizado nesse trabalho com o intuito inicial de teste e verificação. Já o HLLD,

o qual é baseado no HLL, é utilizado por ser um fluxo eficiente na obtencão da

solução, pois faz uma aproximação mais acurada, principalmente onde há descon-

tinuidades (MIYOSHI; KUSANO, 2005). A vantagem de utilizar tipos diferentes de

Riemann solvers é que torna-se posśıvel testar a eficiência de cada um para esse

modelo MHD. Ambos os fluxos são comentados nas próximas seções.

5.2.1 Fluxo Harten-Lax-Van Leer

O fluxo numérico HLL foi, primeiramente, apresentado em Harten et al (1983). Eles

apresentaram, neste trabalho, o seguinte Riemann solver (na direção x)

Ũ(x, t) =


UL,

x
t
≤ SL,

UHLL, SL ≤ x
t
≤ SR,

UR,
x
t
≥ SR,

(5.9)

em que UHLL é o vetor de estado constante dado por

UHLL =
SRUR − SLUL + FL − FR

SR − SL
, (5.10)

e SL e SR são as velocidades de propagação das ondas. A Figura 5.3 mostra a
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estrutura da solução aproximada do problema de Riemann, chamado Riemann solver

HLL. Nota-se que essa aproximação consiste em um único estado constante. Todos

Figura 5.3 - Leque de Riemann: região estrela está limitada pelas duas ondas SL e SR. A
solução dessa região consiste no estado UHLL.
Fonte: Toro (1999).

os estados intermediários separados por ondas intermediárias são aglomerados em

um único estado UHLL. O fluxo correspondente a esse estado é o FHLL e o caso de

interesse para seu cálculo é caso subsônico, em que SL ≤ 0 ≤ SR. Tem-se, então,

FHLL = FL + SL(UHLL −UL), (5.11)

ou

FHLL = FR + SL(UHLL −UR). (5.12)

Utilizando as Equações 5.9, 5.11 e 5.12, obtém-se o fluxo HLL

FHLL =
SRFL − SLFR + SRSL(UR −UL)

SR − SL
, (5.13)

O fluxo intercelular correspondente para o método de aproximação Godunov é dado

por
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FX
HLL =


FL, se SL > 0,

FHLL, se SL ≤ 0 ≤ SR,

FR, se 0 ≥ SR.

(5.14)

Dado um algoritmo para calcular as velocidades SL e SR, tem-se uma aproximação

do fluxo intercelular para ser usado na forma conservativa. Neste trabalho, utiliza-se

os seguintes valores

SL = min(uL − cL, uR − cR), SR = max(uL + cL, uR + cR), (5.15)

os quais são conhecidos como Limitadores de Davis. Os valores uL, uR representam

as velocidades na direção x e cL, cR velocidades magnetoacústicas. Nesse caso, cL, cR

são iguais a cf , como definido na Equação 3.8c, pág. 14. Existem outras expressões

que podem ser utilizadas para calcular esses valores, além dos limitadores de Davis.

Uma outra forma é apresentada para o Riemann solver HLLD.

5.2.1.1 Algoritmo HLL

a) Calcular as velocidades de propragação SL e SR de acordo com a

Equação 5.15.

b) Calcular o fluxo HLL de acordo com a Equação 5.14, utilizando as variáveis

em sua forma conservativa.

De maneira análoga ao que foi apresentado, assim como discutido no Caṕıtulo 4, é

posśıvel obter o fluxo FY
HLL, referente à direção y. Nesse caso, utiliza-se os valores

acima e a baixo da célula em questão.

Uma desvantagem do Riemann solver HLL é o fato dele possuir uma configuração

de duas ondas. Esse tipo de configuração funciona bem para sistemas hiperbólicos

de duas equações. No entanto, para sistemas com mais equações como o modelo

EGLM-MHD, essa configuração de duas ondas não aproxima a solução da mesma

maneira, como consequência das descontinuidades de contato e, também, ondas de

choque.
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5.2.2 Fluxo Harten-Lax-Van Leer-Descontinuidades

O Riemann solver HLLD, descrito em Miyoshi e Kusano (2005), pode ser visto como

uma extensão do Riemann solver HLL. Ao contrário do HLL, onde utiliza-se uma

configuração de duas ondas (ou um estado intermediário), o HLLD é formulado

utilizando uma configuração de cinco ondas para ser calculado, retornando uma

solução aproximada não linear, de forma que se obtenha uma aproximação mais

precisa da solução desejada. Dessa forma, tem-se quatro estados intermediários U∗L,

U∗∗L , U∗∗R e U∗R, divididos pelas ondas SL, S∗L, SM , S∗R e SR. A escolha da onda SM

neste fluxo numérico é para estimar a velocidade normal média a partir do estado

intermediário HLL, como na Equação 5.10,

SM =
(SR − vxR)ρR vxR − (SL − vxL)ρL vxL − pTR + pTL

(SR − vxR)ρR − (SL − vxL)ρL
. (5.16)

Na Figura 5.4, tem-se o Leque de Riemann com uma configuração de cinco ondas,

SL, S∗L, SM , S∗R e SR, que limitam os quatro estados U∗L, U∗∗L , U∗R e U∗∗R . As ondas SL

e SR estão relacionadas às velocidades cf , assim como no HLL. Já as ondas S∗L, S∗R
e SM estão relacionadas às velocidades de Afvén ca e ao autovalor λe, apresentado

na pág. 14, respectivamente.

Figura 5.4 - A regiões U∗L, U∗R, U∗∗L e U∗∗R estão limitadas pelas duas ondas SL e SR.

Fonte Adaptada: Miyoshi e Kusano (2005).
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Em todo o Leque de Riemann, a velocidade é assumida como constante, ou seja,

v∗xL = v∗∗xL = v∗∗xR = v∗xR = SM . (5.17)

Em adição à Equação 5.17, a pressão total é mantida como constante

p∗TL = p∗∗TL = p∗∗TR = p∗TR = p∗T . (5.18)

A partir da escolha da onda SM , obtém-se a igualdade como na Equação 5.18. De

forma expĺıcita, p∗T pode ser escrita como

p∗T =
(SR − vxR)ρR pTL − (SL − vxL)ρL pTR

(SR − vxR)ρR − (SL − vxL)ρL
+

ρL ρR(SR − vxR)(SL − vxL)(vxR − vxL)

(SR − vxR)ρR − (SL − vxL)ρL
.

(5.19)

Dados SM e p∗T , os estados U∗α = (ρ∗α, p
∗
α, v

∗
xα , v

∗
yα , v

∗
zα , B

∗
xα , B

∗
yα , B

∗
zα), com α = L ou

α = R, vizinhos aos estados Uα, são obtidos a partir dos saltos ao longo de Sα,

Sα



ρ∗α

E∗α

ρ∗αSM

ρ∗αv
∗
yα

ρ∗αv
∗
zα

B∗yα
B∗yα


−



ρ∗αSM

(E∗α + p∗T )SM −Bx(u
∗
α ·B∗α)

ρ∗αS
2
M + p∗T −B2

x

ρ∗αv
∗
yαSM −BxByα

ρ∗αv
∗
zαSM −BxBzα

B∗yαSM −Bxv
∗
yα

B∗yαSM −Bxv
∗
zα


=

Sα



ρα

Eα

ραSM

ραvyα

ραvzα

Byα

Byα


−



ραvxα

(Eα + pT )vxα −Bx(uα ·Bα)

ραv
2
xα + pT −B2

x

ραvyαSM −BxByα

ραvzαSM −BxBzα

Byαvxα −Bxvyα

Byαvxα −Bxvzα


.

(5.20)
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A partir da Equação 5.20, deriva-se as variáveis dos estados U∗α.

ρ∗α = ρα
Sα − vxα
Sα − SM

, (5.21a)

v∗yα = vyα −BxByα

SM − vxα
ρα(Sα − vxα)(Sα − SM)−−B2

x

, (5.21b)

v∗zα = vzα −BxBzα

SM − vxα
ρα(Sα − vxα)(Sα − SM)−−B2

x

, (5.21c)

B∗yα = Byα

ρα(Sα − vxα)2 −B2
x

ρα(Sα − vxα)(Sα − SM)−B2
x

, (5.21d)

B∗zα = Bzα

ρα(Sα − vxα)2 −B2
x

ρα(Sα − vxα)(Sα − SM)−B2
x

, (5.21e)

Finalmente deduz-se a equação referente a E∗α, a qual depende das variáveis dos

estados U∗α deduzidas nas Equações em 5.21,

E∗α =
(Sα − vxα)Eα − pTαvxα + p∗TSM +Bx(uα ·Bα − u∗α ·B∗α)

Sα − SM
. (5.22)

De forma similar, é posśıvel obter as equações referentes aos estados U∗∗α =

(ρ∗∗α , p
∗∗
α , v

∗∗
xα , v

∗∗
yα , v

∗∗
zα , B

∗∗
xα , B

∗∗
yα , B

∗∗
zα). A partir da condição de salto da equação de

continuidade ao longo de um arbitrário S, em que SL < S < SM ou SM < S < SR

ρ∗∗α = ρ∗α, (5.23)

por causa da Relação 5.17.

As velocidades de propragação das ondas de Alfvén nos estados intermediários são

estimadas por

S∗L = SM −
|Bx|√
ρ∗L

S∗R = SM −
|Bx|√
ρ∗R
. (5.24)

Deve-se considerar as condições de salto para as componentes tangenciais da veloci-
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dade e do campo magnético, ao longo de SM

SM


ρ∗Lv

∗∗
yL

ρ∗Lv
∗∗
zL

B∗∗yL
B∗∗yL

−


ρ∗Lv
∗∗
yL
SM −BxB

∗∗
yL

ρ∗Lv
∗∗
zL
SM −BxB

∗∗
zL

B∗∗yLSM −Bxv
∗∗
yL

B∗∗yLSM −Bxv
∗∗
zL

 =

SM


ρ∗Rv

∗∗
yR

ρ∗Rv
∗∗
zR

B∗∗yR
B∗∗yR

−


ρ∗Rv
∗∗
yR
SM −BxB

∗∗
yR

ρ∗Rv
∗∗
zR
SM −BxB

∗∗
zR

B∗∗yRSM −Bxv
∗∗
yR

B∗∗yRSM −Bxv
∗∗
zR

 .

(5.25)

A partir da Equação 5.25, se Bx 6= 0, obtém-se as seguintes relações

v∗∗yL = v∗∗yR ≡ v∗∗y , (5.26a)

v∗∗zL = v∗∗zR ≡ v∗∗z , (5.26b)

B∗∗yL = B∗∗yR ≡ B∗∗y , (5.26c)

B∗∗zL = B∗∗zR ≡ B∗∗z . (5.26d)

Caso Bx = 0, é imposśıvel resolver a Equação 5.25. Essas relações mostram que v∗∗y ,

v∗∗z , B∗∗y e B∗∗z por três estados intermediários, como pode ser visto na Figura 5.4.

Portanto, substituindo as Equações 5.23, 5.24, 5.26b e 5.26c em leis de conservação

integrais ao longo do leque de Riemann,

(SR − S∗R)U∗R+(S∗R − SM)U∗∗R + (SM − S∗L)U∗∗L

+(S∗L − SL)U∗L − SRUR + SLUL + FR − FL = 0,
(5.27)

deriva-se que

v∗∗y =
v∗yL +

√
ρ∗Rv

∗
yR

+ (B∗yR −B
∗
yL

)sign(Bx)√
ρ∗L +

√
ρ∗R

, (5.28a)

v∗∗z =

√
ρ∗Lv

∗
zL

+
√
ρ∗Rv

∗
zR

+ (B∗zR −B
∗
zL

)sign(Bx)√
ρ∗L +

√
ρ∗R

, (5.28b)

B∗∗y =

√
ρ∗LB

∗
yR

+
√
ρ∗RB

∗
yL

+
√
ρ∗Lρ

∗
R(v∗yR − v

∗
yL

)sign(Bx)√
ρ∗L +

√
ρ∗R

, (5.28c)

B∗∗z =

√
ρ∗LB

∗
zR

+
√
ρ∗RB

∗
zL

+
√
ρ∗Lρ

∗
R(v∗zR − v

∗
zL

)sign(Bx)√
ρ∗L +

√
ρ∗R

, (5.28d)
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em que sign(Bx) é 1, para Bx > 0, e −1, para Bx < 0. Por fim, tem-se a energia no

estado U∗∗,

E∗∗α = E∗α ∓
√
ρ∗α(u∗α ·B∗α − u∗∗α ·B∗∗α )sign(Bx). (5.29)

Dessa forma, deriva-se os estados U∗α e U∗∗α , possibilitando o cálculo dos fluxos

correspondentes F∗α e F∗∗α .

O fluxo HLLD, em uma célula da malha, é dado pela equação

FX
HLLD =



FL, se SL > 0,

F∗L, se SL ≤ 0 ≤ S∗L,

F∗∗L , se S∗L ≤ 0 ≤ SM ,

F∗∗R , se SM ≤ 0 ≤ S∗R,

F∗R, se S∗R ≤ 0 ≤ SR,

FR, se SR < 0,

, (5.30)

em que FK é o fluxo f́ısico e

F∗K = FK + SK (U∗K −UK)

F∗∗K = FK + S∗K U∗∗K − (S∗K − SK) U∗K − SK UK

, (5.31)

com K = R ou K = L, denotando direita e esquerda (do inglês left e right). Além

disso, tem-se os limitadores

SM =
(SR − vxR)ρRvxR − (SL − vxL)ρLvxL − pTL + pTR

(SR − vxR)ρR − (SL − vxL)ρL
, (5.32)

SL = min(uL, uR)−min(cL, cR), SR = max(uL, uR) + max(cL, cR),(5.33a)

em que pT é a pressão total, dada por pT = p + B·B
2

. Esses valores relacionados ao

fluxo HLLD são calculados dessa forma para a direção x. Para as outras direções,

o cálculo do fluxo é feito de forma análoga. Detalhes da construção desse fluxo

numérico são encontrados em Miyoshi e Kusano (2005), onde são especificadas as

variáveis dos estados intermediários e a obtenção das mesmas. O fluxo numérico

HLLD também é calculado direcionalmente neste trabalho. Essa generalização é

análoga à feita para o fluxo HLL.
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5.2.2.1 Algoritmo HLLD

a) Calcular as velocidades SL, SR, S∗L e S∗R de acordo com a Equação 5.33.

b) Calcular os estados U∗L, U∗R, U∗∗L e U∗∗R de acordo com Miyoshi e Ku-

sano (2005).

c) Calcular o fluxo HLLD de acordo com a Equação 5.30, utilizando as vari-

áveis em sua forma conservativa.

O estudo de dois tipos de fluxos numéricos neste trabalho tem o objetivo de comparar

a eficiência de ambos os fluxos para simular a solução do modelo EGLM-MHD. Além

do refinamento da malha, a escolha do fluxo é extremamente importante para se

obter uma melhor aproximação da solução. Para ilustrar a importância da escolha

do fluxo numérico, apresenta-se um exemplo na Figura 5.5, onde tem-se uma solução

numérica de um modelo MHD simulada para diferentes fluxos.

Nesse exemplo, é utilizada a condição inicial 2D denominadaAdvection of Bz, como

em Wesenberg (2003), e os fluxos numéricos DW, descrito em Dai e Woodward

(DAI; WOODWARD, 1995), HLL e HLLEM, descrito em Wesenberg (2003). A difer-

ença entre as soluções para cada fluxo numérico é viśıvel, reforçando o que foi dito

anteriormente, a qualidade da solução depende, também, do fluxo numérico utilizado

para apróximá-la.
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Figura 5.5 - Componente z do campo magnético, com 0.0 < t ≤ 1.0, para os fluxos numéri-

cos DW, HLL e HLLEM (de cima para baixo), com malhas triangulares var-

iando de 256 a 65536 triângulos (da esquerda para a direita).

Fonte: Wesenberg (2003).

Nos próximos caṕıtulos são apresentados a abordagem multirresolução adaptativa

utilizada e os resultados obtidos com e sem essa abordagem, utilizando os Riemann

solvers HLL e HLLD, como descritos nesse caṕıtulo.
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6 FV: VERIFICAÇÃO E RESULTADOS

O código utilizado neste trabalho chama-se MHD-FV, o qual foi implementado em

C++ ao longo deste trabalho, e inspirado no código desenvolvido em Fortran90 por

Pierro (2009), baseado nas idéias apresentadas em Dedner et al (2002). O código

MHD-FV calcula o modelo EGLM-MHD utilizando uma discretização por volumes

finitos. Também foram implementados nesse código, os Riemann solvers HLL e

HLLD. Para que seja posśıvel obter a solução do modelo, utiliza-se um algoritmo

como apresentado na Figura 6.1.

Figura 6.1 - Algoritmo utilizado para obter a solução do modelo com o código MHD-FV.

A Figura 6.1 descreve de forma simples como o algoritmo utilizado funciona para um

determinado tempo tn. A condição inicial, é a entrada necessária para realizar todos
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os cálculos. Os ćırculos em azul são os processos necessários para o cálculo da solução

numérica.As setas, em preto, indicam o fluxo de dados que está entrando dentro de

um determinado processo. O śımbolo ⊕ representa um ou exclusivo, ou seja, um

dos dois fluxos de dados será escolhido, mas nunca os dois. Ao final do algoritmo,

obtém-se os valores das variáveis do modelo para o tempo tn+1. Enquanto o tempo

final não for atingido, os valores obtidos entram no processo Cálculo do Fluxo F́ısico

e todo o algoritmo é repetido novamente, como é posśıvel observar na figura.

Após a implementação do código, com os dois diferentes Riemann solvers HLL e

HLLD, iniciou-se a etapa de verificação, para garantir que a solução obtida nu-

mericamente está se aproximando corretamente da solução esperada. Nessa etapa,

são testadas duas condições iniciais conhecidas como tipo Riemann 1D e tipo Rie-

mann 2D, como as utilizadas em Li (2005) e Dedner et al (2002). A CPU utilizada

tem as seguintes especificações: processador Intel(R) Core(TM) i7 2.67GHz; 8Mb de

memória cache; e 8Gb de memória RAM. Já o ambiente operacional utilizado é o

GNU/LINUX (Ubuntu 12.04) e o compilador g++ 4.6.3.

6.1 Caso 1: Condição Inicial tipo Riemann 1D

6.1.1 Verificação

Dois testes básicos são utilizados para a verificação do funcionamento dos fluxos.

Em um deles, obtém-se a solução do modelo EGLM-MHD na direção x, mantendo

constante as variáveis na direção y. No outro, faz-se um procedimento similar con-

siderando o eixo y com as variações e mantendo-se as variáveis constantes em x. Um

esquema das variações das variáveis nesse caso é apresentado na Figura 6.2.

44



(a) (b)

Figura 6.2 - Condição inicial tipo Riemann 1D: esquema das variações das variáveis. (a)

variando em x e contante em y; (b) contante em x e variando em y.

No caso da condição inicial tipo Riemann 1D, fez-se a verificação comparando a

solução aproximada obtida com uma solução exata1 (TORRILHON, 2003), como a

apresentada no Caṕıtulo 3. É importante ressaltar que, mesmo utilizando condições

iniciais tipo Riemann 1D, o código calcula a solução bidimensional do modelo, ou

seja, o fluxo é calculado nas direções x e y. Neste experimento, utiliza-se a condição

inicial tipo Riemann 1D proposta em Li (2005) (Tabela 3.1), juntamente com a

condição de contorno Absorption Neumann, como descrita no Apêndice C.

Para fins de ilustração, na Figura 6.3 são apresentadas as soluções aproximadas obti-

das com os fluxos HLL, HLLD e Roe em Miyoshi e Kusano (2005). Neste exemplo,

é utilizada uma condição inicial tipo Riemann 1D similar à utilizada neste trabalho,

como na Tabela 3.1, exceto que lá os valores Bx = 4/
√

4π e Bz = 2/
√

4π, a malha

unidimensional possui 800 pontos, cCFL = 0.8 e t = 0.2.

1https://web.mathcces.rwth-aachen.de/mhdsolver/
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(a) ρ (b) vy

Figura 6.3 - Resultados do Caso 1 unidimensional obtidos para uma condição inicial

tipo Riemann 1D com os fluxos HLL e HLLD. As variáveis densidade (a)

e componente y da velocidade (b) foram estimadas com uma malha de

800 pontos de grade no intervalo [−0.5, 0.5], com cCFL = 0.8 e t = 0.2.

Fonte: Miyoshi e Kusano (2005).

A condição inicial utilizada em Miyoshi e Kusano (2005) difere por duas variáveis e

há uma diferença de parâmetros, mas existe uma similaridade com a solução apro-

ximada obtida neste trabalho, como pode ser visto nas Figuras 6.4 e 6.5. O maior

interesse nessa comparação é o comportamento dos Riemann solvers para essas va-

riáveis.
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100× 100 200× 200 600× 600

(a) ρ

(b) vy

Figura 6.4 - Variáveis densidade (a) e componente y da velocidade (b) estimadas com o

fluxo HLL para o tempo t = 0.08, cCFL = 0.3 e para malhas de 100 × 100,

200×200 e 600×600 células. Soluções exata (azul) e aproximada (vermelho).

Nas figuras apresentadas, tem-se a solução aproximada (vermelho) e exatas (azul)

das variáveis densidade (ρ) e componente y da velocidade (vy), calculadas com ma-

lhas regulares com número de células diferentes (100 × 100, 200 × 200 e 600 × 600

células.) para os fluxos numéricos HLL e HLLD.
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100× 100 200× 200 600× 600

(a) ρ

(b) vy

Figura 6.5 - Variáveis densidade (a) e componente y da velocidade (b) estimadas com o

fluxo HLLD para o tempo t = 0.08, cCFL = 0.3 e para malhas de 100× 100,

200×200 e 600×600 células. Soluções exata (azul) e aproximada (vermelho).

Pelas Figuras 6.4 e 6.5 é posśıvel notar as diferenças entre a solução das variáveis

densidade ρ e componente y da velocidade vy para diferentes tamanhos de malha.

À medida que a malha é mais refinada, pode-se concluir que a solução tende a ser

melhorada. No entanto, a qualidade de uma aproximação numérica não está apenas

relacionada ao refinamento da malha, mas, também, ao esquema numérico que é

utilizado para aproximar a solução. Para ilustrar esse tipo de abordagem, utilizando

os exemplos anteriores, compara-se as duas variáveis para os dois diferentes tipos de

fluxos numéricos implementados.

6.1.2 Resultados

Na Figura 6.6 é posśıvel visualizar de forma clara o comportamento de ambos os

fluxos numéricos para diferentes tamanhos de malhas. Observa-se, então, que mesmo

em uma malha bem menos refinada, o fluxo numérico HLLD se mostra mais eficiente,

no sentido de aproximação da solução numérica do modelo MHD. Desse forma, fica
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claro que a escolha do esquema numérico é de grande importância, devendo ser feita

de acordo com o problema e o objetivo em questão.

(a) ρ (b) vy

Figura 6.6 - Variáveis densidade (a) e componente y da velocidade (b) para malhas de

100 × 100 (superior), 200 × 200 (centro) e 600 × 600 (inferior) células no

tempo t = 0.08 e cCFL = 0.3. Soluções exata (azul), aproximada com o fluxo

HLL (verde) e aproximada com o fluxo HLLD (vermelho).
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Nas Figuras 6.7, 6.8 e 6.9, apresenta-se a solução numérica do modelo EGLM-MHD

obtida com os fluxos HLL e HLLD para todas as variáveis no caso da condição inicial

do tipo Riemann 1D. Essa solução aproximada é obtida para uma malha regular de

512× 512 células, em um tempo t = 0.1 e cCFL = 0.3.

(a) ρ (b) ρ-zoom

(c) p (d) p-zoom

Figura 6.7 - Densidade (a) e pressão (c), e seus respectivos zoom’s (b) e (d): solução exata

(azul), HLL (verde) e HLLD (vermelho) para o tempo t = 0.08, cCFL = 0.3,

γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e uma malha com 512× 512 células.
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(a) vx (b) vx-zoom

(c) vy (d) vy-zoom

(e) vz (f) vz-zoom

Figura 6.8 - Componente x (a), y (c) e z (f) da velocidade e seus respectivos zoom’s (b),

(d) e (f): solução exata (azul), HLL (verde) e HLLD (vermelho) para o tempo

t = 0.08, cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e uma malha com 512× 512 células.
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(a) By (b) By-zoom

(c) Bz (d) Bz-zoom

Figura 6.9 - Componentes y (a) e z (c) do campo magnético, e seus respectivos zoom’s (b)

e (d): solução exata (azul), HLL (verde) e HLLD (vermelho) para o tempo

t = 0.08, cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e uma malha com 512× 512 células.

A Tabela 6.1 mostra o erro na norma L1 calculada entre as soluções exata e apro-

ximada, para os fluxos HLL e HLLD. O erro na norma L1 é calculado como na

Equação 6.1.

eL1 =
1

NxNy

DxDy ΣNx
i=1Σ

Ny
j=1(Uref −Unum), (6.1)

em que Nx e Ny são as quantidades de células nas direções x e y; Dx e Dy são os

domı́nios x e y; e Uref e Unum são as soluções de referência e numérica.

Analisando os dados da tabela, percebe-se uma melhora no erro de aproximação

para todas as variáveis, exceto para a variável Bx, a qual é constante. Constatando,
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numericamente, a eficiência de cada fluxo ao aproximar a solução.

Tabela 6.1 - Erro na norma L1 calculada entre as soluções exata e aproximada, para os

fluxos HLL e HLLD.

Fluxo
Variáveis

ρ p vx vy

HLL 10.3 · 10−03 17.2 · 10−03 6.70 · 10−03 7.08 · 10−03

HLLD 7.43 · 10−03 11.5 · 10−03 5.99 · 10−03 5.28 · 10−03

vz Bx By Bz

HLL 7.49 · 10−03 4.16 · 10−07 9.91 · 10−03 10.5 · 10−03

HLLD 4.01 · 10−03 4.16 · 10−07 7.76 · 10−03 6.26 · 10−03

Uma importante etapa de verificação do código MHD-FV é a aproximação da solução

na direção y, como ilustrado na Figura 6.2. A condição inicial para esse caso é descrita

na Tabela 6.2 e utilizada de acordo com os valores de y

Tabela 6.2 - Condição inicial tipo Riemann 1D - Direção y

ρ p vx vy vz Bx By Bz

y ≤ 0 1.08 0.95 0.01 1.2 0.5 3.6/
√

4π 2.0/
√

4π 2.0/
√

2π

y > 0 1.0 1.0 0.0 0.0 0.0 4.0/
√

4π 2.0/
√

4π 2.0/
√

2π

e os valores vx, vy e Bx, By trocam de posição entre si (vx por vy e Bx por By), para

que seja posśıvel verificar se os resultados na direção y são iguais aos da direção x.

Feito isso, os resultados obtidos são idênticos, verificando, assim, o código MHD em

volumes finitos.

A verificação do código MHD-FV em ambas as direções x e y para o caso da condição

inicial tipo Riemann 1D, possibilitou o ińıcio da etapa de verificação e resultados

para a condição inicial tipo Riemann 2D.

53



6.2 Caso 2: Condição Inicial Tipo Riemann 2D

Após as validações do código para a condição incial 1D, inicia-se os testes para

obtenção da solução do modelo EGLM-MHD para a condição inicial tipo Riemann

2D, o qual é um caso mais interessante. Para fins de comparação e verificação, a

condição inicial utilizada foi a proposta em Dedner et al (2002).

Tabela 6.3 - Condição inicial tipo Riemann 2D

Quadrante ρ p vx vy vz Bx By Bz
1 1.0304 2.2874 1.4127 -1.0146 -1.0691 0.3501 0.5078 0.1576

2 1.0000 2.4323 1.7500 -1.0000 0.0000 0.5642 0.5078 0.2539

3 1.8887 7.6110 0.1236 -0.9224 0.0388 0.5642 0.9830 0.4915

4 0.9308 2.1583 1.5639 -0.4977 0.0618 0.3501 0.9830 0.3050

A Tabela 6.3 da condição inicial tipo Riemann 2D foi adaptada para os valores das

quantidades primitivas, ao contrário da tabela apresentada em Dedner et al (2002),

que apresenta os valores na forma conservativa. O conceito da condição inicial tipo

Riemann 2D é análogo ao da condição inicial tipo Riemann 1D, mas nas duas direções

x e y, particionando-se o domı́nio. Na Figura 6.10, tem-se uma ilustração para a

condição inicial tipo Riemann 2D.

Figura 6.10 - Condição inicial tipo Riemann 2D em um domı́nio [−1, 1]×[−1, 1]. Os valores

1, 2, 3 e 4 denotam os quadrantes, os quais são especificados na Tabela 6.3

.
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A solução de referência é calculada utilizando-se uma malha com 2048× 2048 célu-

las. Para ilustrar a solução encontrada em Dedner et al (2002), é apresentada na

Figura 6.11 a variável densidade.

ρ

Figura 6.11 - Solução para uma condição inicial tipo Riemann 2D, para a variável den-

sidade (a), no tempo t = 0.1. A solução foi aproximada utilizando o Rie-

mann solver DW (DAI; WOODWARD, 1995) em um domı́nio [−1, 1]× [−1, 1].

Fonte: Dedner et al (2002).

Nas Figuras 6.12, 6.13 e 6.14, utiliza-se uma malha com 512 × 512 células, para

simular a solução para o Caso 2. Ambos os fluxos numéricos HLL e HLLD são

utilizados. O valores cCFL = 0.3 e γ = 5/3 também são definidos nesta simulação.
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(a) ρ, HLL (b) ρ, HLLD

(c) p, HLL (d) p, HLLD

Figura 6.12 - Variáveis densidade e pressão para os fluxos HLL (a,c) e HLLD (b,d), res-

pectivamente, em uma malha com 512 × 512 células, para tempo t = 0.1,

γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e cCFL = 0.3.
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(a) vx, HLL (b) vx, HLLD

(c) vy, HLL (d) vy, HLLD

(e) vz, HLL (f) vz, HLLD

Figura 6.13 - Componentes x, y, z da velocidade para os fluxos HLL (a,c,e) e HLLD (b,d,f),

respectivamente, em uma malha com 512× 512 células, para tempo t = 0.1,

γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e cCFL = 0.3.
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(a) Bx, HLL (b) Bx, HLLD

(c) By, HLL (d) By, HLLD

(e) Bz, HLL (f) Bz, HLLD

Figura 6.14 - Componentes x, y, z do campo magnético para os fluxos HLL (a,c,e) e HLLD

(b,d,f), respectivamente, em uma malha com 512× 512 células, para tempo

t = 0.1, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e cCFL = 0.3.
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Na Tabela 6.4, tem-se o erro na norma L1 calculada pela diferença dos valores de teste

e de referência. Para obter os valores de referência, simula-se a solução do modelo

EGLM-MHD para Caso 2, com o código MHD-FV, para uma malha de 2048× 2048

células, e utiliza-se essa solução para obter uma aproximação dos valores para uma

malha de 512× 512 células.

Tabela 6.4 - Erro na norma L1 calculada entre as soluções de referência e aproximada,

para os fluxos HLL e HLLD. A solução de referência é calculada com o fluxo

HLLD.

Fluxo
Variáveis

ρ p vx vy

HLL 2.17 · 10−02 10.35 · 10−02 3.67 · 10−02 2.83 · 10−02

HLLD 1.77 · 10−02 8.33 · 10−02 2.12 · 10−02 2.27 · 10−02

vz Bx By Bz

HLL 8.12 · 10−03 3.19 · 10−02 11.55 · 10−03 11.23 · 10−03

HLLD 5.12 · 10−03 1.67 · 10−02 8.04 · 10−03 8.02 · 10−03

A solução obtida em Dedner et al (2002) para essa condição incial tipo Riemann 2D

foi calculada com um fluxo numérico diferente do utilizado nesse trabalho, mas no

mesmo tempo t = 0.1, com as mesmas condições iniciais e parâmetros. Além disso,

não foi especificada pelo autor as isolinhas utilizadas na visualização da solução. Por

esses motivos, a solução obtida neste trabalho não é, necessariamente, idêntica à

solução obtida em Dedner et al (2002). No entanto, existe uma grande similaridade

entre as diferentes soluções, o que é um ponto importante para a verificação prelimi-

nar do código MHD-FV para o caso 2D. As diferenças existentes entre as soluções

obtidas neste trabalho e em Dedner et al (2002) podem ser relacionadas à escolha

do fluxo numérico para obtenção da solução e, também, ao tipo de malha utilizada,

bem como as isolinhas utilizadas na visualização.

No próximo caṕıtulo são apresentados os resultados obtidos utilizando um algoritmo

de multirresolução adaptativa para os casos 1D e 2D e, também, um comparativo

entre as soluções simuladas com e sem esse algoritmo.
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7 MULTIRRESOLUÇÃO (MR)

Num contexto multi-escala, a informação é organizada em diferentes ńıveis de escalas

0 ≤ j ≤ J . De uma forma geral, em um certo ńıvel j, o dado discreto fj = (fj,k) é

um conjunto de amostras fj,k da função f . Na análise wavelet, os detalhes de uma

representação em dois ńıveis consecutivos j e j + 1 são guardados nos coeficientes

wavelet dj = (dj,k). O ı́ndice k está associado com a localização espacial, onde as

amostras ou os detalhes são obtidos. Por exemplo, essas amostras podem ser obtidas

por pontos (ou por médias celulares) em malhas hierárquicas e os detalhes dj,k são

os erros obtidos no ńıvel j + 1, utilizando uma previsão dos valores fj de um ńıvel

menos refinado j. Nesse contexto, a principal ferramenta de multirresolução é uma

transformada um-para-um entre ńıveis

fj+1 ⇔ (fj, dj).

Aplicando a transformada direta em uma informação fj+1 em um ńıvel mais refinado

j+1, tem-se a informação no ńıvel menos refinado a seguir fj e os detalhes (ou erros

de aproximação) dj.

Nesta seção, é apresentado um resumo sobre o método de análise multirresolução

no contexto de interesse deste trabalho, baseado na revisão deste método apresen-

tada em Domingues et al (2011). Mais detalhes referentes à teoria de Wavelets são

encontrados em Castilho et al (2012) Essa transformada satisfaz três propriedades

fundamentais:

1. Localização: Localização significa que os cálculos computacionais de uma en-

trada fj ou dj requerem o conhecimento de um número finito de informações

vizinhas de fj+1.

2. Cancelamento de Polinômios: De forma a se ter uma boa compressão de da-

dos, os detalhes dj devem ser zero para polinômios até um certo grau. Isso significa

que, em regiões suaves, as amplitudes dos coeficientes wavelets são despreźıveis e

podem ser desconsideradas. Por outro lado, próximos a singularidades, os detalhes

são importantes e assim esses coeficientes devem ser mantidos.

3. Estabilidade: Esta é uma propriedade crucial que garante que pequenas pertur-

bações introduzidas nos dados transformados em qualquer escala não são ampli-
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ficadas sem controle e aplicações iterativas da transformada multi-ńıvel

fJ ⇔ fMR
J = (f0, d0, . . . ,dJ−1).

Na análise wavelet, as transformadas MR direta e inversa são normalmente associ-

adas à representação de funções em espaços funcionais da forma

VJ = V0 +
J−1∑
j=0

Wj, (7.1)

em que Vj denota o espaço gerado pelas funções escalas e Wj o espaço gerados pelas

funções wavelets. Funções f ∈ VJ podem ser expandidas, ou como

f(x) =
∑
k

fJ,kΦJ,k(x),

com a função escala, que é uma representaçao em um ńıvel, ou com as funções

wavelets, que é uma representação em multi-escala

f(x) =
∑
k

f0,kΦ0,k(x) +
J−1∑
j=0

∑
k

dj,kΨj,k(x).

Os coeficientes wavelet e escala são dados por

fj,k =< f,Φ∗j,k >, dj,k =< f,Ψ∗j,k >,

sendo definidos por produtos internos com funções duais escala e wavelet, Φ∗j,k e Ψ∗j,k,

respectivamente.

Nos métodos clássicos, os valores de fj são obtidos de uma informação local de

amostras igualmente espaçadas de uma grade Cartesiana Xj, e as informações entre

ńıveis das transformações são obtidas de convoluções com filtros passa-baixa e passa-

alta frequências (mais detalhes em Mallat (1999) e Cohen (2000)).

Neste trabalho considera-se uma análise multirresolução usando uma outra abor-

dagem desenvolvida por Harten (1996) e Abgrall e Harten (1998). A formulação

proposta por Harten é uma análise multirresolução baseada na representação de da-

dos, com conceitos de discretização, projeção e predição. Esses conceitos são mais
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detalhados neste caṕıtulo, em que uma discretização por médias celulares é con-

siderada para uma malha uniforme em um intervalo e em malhas bidimensionais

Cartesianas. No Apêndice F, é apresentada uma discretização por valores pontuais.

Para a aplicação dessa dissertação, o ingrediente fundamental desse método é que os

coeficientes wavelet podem ser usados como indicadores da regularidade local, que

uma consequência direta do cancelamento de polinômios. Neste contexto, o prinćıpio

é representar funções apenas pelas suas médias celulares correspondentes aos coefi-

cientes wavelet significantes. Para uma representação de funções com singularidades

localizadas, é esperado ser necessário poucas células na malha adaptada nas regiões

suaves, e mais células nas regiões próximas às singularidades. Gera-se, então, uma

representação esparsa estruturada que é usada na solução numérica de Equações

Diferenciais Parciais (EDP) Evolutivas. Neste caṕıtulo, um resumo dos principais

ingredientes desse método de representação é apresentado, mais detalhes podem ser

obtidos em Domingues et al (2010).

No caso unidimensional, considera-se um intervalo unitário Ω = [0, 1] em malhas

diádicas. Num contexto mais geral, é posśıvel estender essas idéias para dimensões

superiores.

7.1 MR para médias celulares

Considere uma hierarquia de um intervalo unitário de malhas diádicas uniformes

Xj. As malhas diádicas Xj formam uma hierarquia de partições do intervalo [0, 1] =

∪kΩj,k pelas células disjuntas Ωj,k = (k2−j, (k + 1)2−j), k = 0, · · · , 2j − 1, como

ilustrado na Figura 7.1. Considera-se, agora, a configuração onde ao operador de

discretização Dj : f → fj é definido por funções absolutamente integráveis f em

[0, 1] pelas médias celulares na partição do ńıvel j

fj,,k = 2j
∫

Ωj,k

f(x) dx.

Como cada célula Ωj,k é formada por duas células filhas, de mesmo tamanho, no

ńıvel j + 1, ou seja,

Ωj,k = Ωj+1,2k ∪ Ωj+1,2k+1,

segue-se, então, que o operador projeção Pj+1→j : fj+1 → fj, o qual fornece as

médias celulares exatas em um ńıvel j, a partir de valores em um ńıvel j + 1, é
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Figura 7.1 - Hierarquia de partições de Ω.Fonte: Domingues et al (2011).

definido por

fj,k =
1

2
[fj+1,2k + fj+1,2k+1].

7.1.1 Predição de médias celulares

O propósito do operador predição Pj→j+1 : fj → f̃j+1 é estimar as médias celulares

no ńıvel j + 1, a partir do conhecimento dos valores correspondentes pertencentes

ao ńıvel menos refinado j. A maneira mais simples de prever as médias celulares é

por uma aproximação constante, utilizando a média celular da célula mãe Ωj,k para

prever as médias celulares das suas filhas Ωj+1,2k e Ωj+1,2k+1,

f̃j+1,2k = f̃j+1,2k+1 = fj,k, (7.2)

a qual é exata para funções constantes. Se a reprodução exata de polinômios de

ordem superior é desejada, em adição às média celular da célula mãe Ωj,k, deve-

se utilizar as médias celulares de algumas células vizinhas. Por exemplo, ao incluir

as médias celulares das duas células vizinhas mais próximas Ωj,k+1 e Ωj,k−1, para

1 ≤ k ≤ 2j − 2, os valores previstos

f̃j+1,2k+1 = fj,k +
1

8
(fj,k+1 − fj,k−1) ,

f̃j+1,2k = fj,k −
1

8
(fj,k+1 − fj,k−1)

resultam em ser exatos para polinômios quadráticos. Os operadores de projeção e

predição são ilustrados na Figura 7.2.
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Figura 7.2 - Ilustração dos operadores de projeção e predição.
Fonte: Domingues et al (2011).

Similarmente ao tratamento da fronteira no caso dos valores pontuais, na primeira

célula do lado esquerdo, tem-se

f̃j+1,1 =
11

8
fj,0 −

1

2
fj,1 +

1

8
fj,2,

f̃j+1,0 =
5

8
fj,0 +

1

2
fj,1 −

1

8
fj,2,

e, no lado direito,

f̃j+1,2j+1−1 = −1

8
fj,2j−3 +

1

2
fj,2j−2 +

5

8
fj,2j−1,

f̃j+1,2j+1−2 =
1

8
fj,2j−3 −

1

2
fj,2j−2 +

11

8
fj,2j−1.

Pode-se verificar que esse operador de predição é derivado da interpolação polinomial

da média celular, no sentido de

f̃j+1,2k+1 = 2j+1

∫
Ωj+1,2k+1

p(x)dx

f̃j+1,2k = 2j+1

∫
Ωj+1,2k

p(x)dx

em p(x) é o polinômio quadrático do qual as médias celulares das três células mais

próximas do estêncil Ωj,m, com |m− k| ≤ 1, coincidem com fj,m

fj,m = 2j
∫

Ωj,m

p(x) dx.
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Esse procedimento pode ser estendido para derivar predições de ordem superior,

usando estêncis maiores, os quais incluem Ωj,k e os 2L vizinhos mais próximos Ωj,m,

|m−k| < L, L > 1. Primeiramente, define-se p(x) como o polinômio de grau 2L, tal

que as médias celulares no estêncil 2L de células Ωj,m coincidam com fj,m e, então,

define-se f̃j+1,2k e f̃j+1,2k+1 como as médias celulares de p(x) nas células filhas Ωj+1,2k

e Ωj+1,2k+1. Tal procedimento reproduz polinômios de grau M = 2L.

7.1.2 Transformada MR

Assim como no caso de discretização por valores pontuais, para construir a análise

multirresolução para médias celulares, deve-se manter os detalhes entre um ńıvel de

escala j e o próximo ńıvel acima j + 1 como sendo o erro de predição em uma das

células filha. Por exemplo,

dj,k = fj+1,2k+1 − f̃j+1,2k+1.

Dados fj e dj, fj+1 pode ser recuperado, como indicado nos próximos algoritmos.

7.1.2.1 Análise - fJ → fMR
J = (f0, d0, . . . ,dJ−1)

• Para j = J − 1, . . . , 0, dado fj+1:

Faça a projeção: Pj+1→j : fj+1 → fj

Faça a predição: Pj→j+1 : fj → f̃j+1

Calcule os erros de predição: dj,k = fj+1,2k+1 − f̃j+1, 2k+1

7.1.2.2 Śıntese - fMR
J = (f0, d0, . . . ,dJ−1) → fJ

• Para j = 0, . . . , J − 1, dados fj, dj:

Faça a predição: Pj→j+1 : fj → f̃j+1

Calcule fj+1:

fj+1,2k+1 = dj, k + f̃j+1, 2k+1

fj+1,2k = 2fj,k − fj+1,2k+1
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7.1.3 Contexto funcional

No presente caso de discretização de médias celulares, pode-se, também, definir a

decomposição de multirresolução como nas Equações G.4 e G.5. Sendo

fj,k = 2j
∫

Ωj,k

f(x)dx =< f,Φ∗j,k >,

em que Φ∗j,k = 2jχΩj,k . O termo χC representa a função caracteŕıstica do conjunto

C, a qual possui o valor 1, para x ∈ C, e 0 caso contrário. A relação de escala

mantém-se

Φ∗j,k =
1

2
[Φ∗j+1,2k + Φ∗j+1,2k+1]

Conclui-se, então, que as wavelet duais Ψ∗j,k, tais que

dj,k = fj+1,2k+1 − f̃j+1,2k+1 =< f,Ψ∗j,k >

são dadas por

Ψ∗j,k = 2j+1χΩj+1,2k+1
− 2j

∑
m

hkmχΩj,m ,

= Φ∗j+1,2k+1 −
∑
m

hkmΦ∗j,m,

em que hkm são os coeficientes de predição, tais que

f̃j+1,2k+1 =
∑
m

hkm fj,m.

A definição das principais funções básicas Φj,k e Ψj,k baseia-se na convergência do

operador de predição.

A predição de uma média celular é convergente se, para qualquer sequência inicial

sj = (sj,k), existe uma função integrável sj(x), tal que suas médias celulares nos

ńıveis ` ≥ j coincidem com a sáıda obtida com a subdivisão iterativa de média celular

s` = P`−1→`s`−1. Se essa propriedade é mantida, as funções escala interpoladoras de

médias celulares Φj,k(x) podem ser definidas pelas médias celulares da subdivisão

de sequências de delta de Dirac sj,m = δ(k −m). Nos espaços funcionais,

Vj = span {Φj,k(x), k = 0, · · · , 2j − 1}
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a expansão

fj(x) =
2j−1∑
k=0

fj,kΦj,k(x) ∈ Vj (7.3)

corresponde à reconstrução por média celular de uma função integrável f , no sentido

de que Djfj(x) = fj, i.e., as médias celulares de f e fj coincidem no ńıvel j.

Utilizando os mesmos argumentos da definição de interpolação, obtém-se as relações

escala

Φj,k(x) =
∑
m

ck(m)Φj+1,m(x),

em que ck(m) são as médias celulares de Φj,k no ńıvel j + 1, as quais são obtidas

pelas predições da sequência delta δ(k−m). As seguintes propriedades são mantidas

para essas funções escalas de médias celulares (DONOHO, 1993)

a) Para N > 0, Φj,k é uniformemente cont́ınua, com regularidade de Hölder

s = s(N) aumentada com grau de interpolação N . Por exemplo, Φj,k(x) ∈
Cs com s > 0.678 e s > 1.272 para N = 2 e 4, respectivamente (de

fato, essa é uma consequência de uma fórmula de comutação ao expressar

a derivada da interpolação de funções escala usando polinômios interpo-

ladores de grau M − 1, em termos das diferenças divididas das funções

escala para média celular para N = M − 2).

b) Distante das fronteiras, Φj,k(x) = φ(2jx − k), em que φ = ϕ1,N+1 são as

funções escala spline Cohen-Daubechies-Feauveau (COHEN et al., 1992).

c) Possuem suporte compacto, com tamanho |supp(Φj,k)| = O(2−j), aumen-

tando com M .

Tendo-se que Vj ⊂ Vj+1, examina-se, então, espaços complementares Wj, tais que

Vj+1 = Vj + Wj, e wavelets Ψj,k que geram essas diferenças. Como tal, é esperado

que a expansão multirresolução de Ψj,k corresponda a zero média celular no ńıvel j

e coeficientes wavelet dj,m = δ(k −m). Portanto, Ψj,k deve ser dada pela expressão

Ψj,k(x) = Φj+1,2k+1(x)− Φj+1,2k(x).

Para o caso particular de predição por aproximação constante, Φj,k = χΩj,k e os

espaços Vj são formados por funções constante por partes, gerando uma análise
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multirresolução de L2(Ω) tal que Vj ⊂ Vj+1, ∪j≥0Vj é denso em L2(Ω) e {Φj,k, k =

0, · · · , 2j−1} é uma base ortogonal para Vj e a expansão (7.3) corresponde à projeção

ortogonal de f em Vj. Os espaços wavelet Wj = span{Ψj,k, k = 0, · · · , 2j − 1} são

os complementos ortogonais de Vj em Vj+1, e Ψj,k(x) são as chamadas wavelets de

Haar.

No geral, para predição de médias celulares por polinômios de ordem superior M =

2L, os espaços Vj também geram uma análise multirresolução de L1(Ω), tal que Vj ⊂
Vj+1, ∪j≥0Vj, é denso em L1[0, 1]. A sequência de aproximações fj(x) corresponde

às projeções biortogonais de f em Vj e

||fj||L1 ≤ C||f ||L1

||f − fj||L1 → 0, as j →∞.

Uma referência sobre propriedades de convergência de aproximações multirresolução

é encontrada em Cohen (2000).

7.1.4 Indicador wavelet de regularidade local

No contexto de médias celulares, os coeficientes wavelet podem ser, também, uti-

lizados como indicadores de regularidade local. Assumindo que a função f(x) tem

suavidade Cs, para algum s ≤M , dentro de um intervalo Ij,k suportando Ψ∗j,k (i.e.,

Ij,k contém as células do estêncil utilizadas para a predição de f̃j+1,2k+1). Utilizando

os resultados clássicos da aproximação local de polinômios por polinômios e a pro-

priedade de cancelamento de polinômios, o coeficiente wavelet pode ser estimado

por

|dj,k| ≤ infq∈ΠM−1
||f − q||L∞(Ij,k)||Ψ∗j,k||L1

≤ C2−sj|f |Cs(Ij,k),

em que ||Ψ∗j,k|| = 1 e o tamanho de Ij,k é O(2−j). Portanto, para predições de alta

precisão, o alto decaimento dos coeficientes wavelet é garantido em regiões suaves.
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7.1.5 Compressão de dados

Dadas as médias celulares fJ no ńıvel mais refinado J , depois da iteração da trans-

formada MR, podem ser representadas como

fMR
J = (f0,d0, · · · ,dJ−1).

A compressão de dados é obtida depois da etapa de truncamento

T εj,k =

{
0 se |dj,k| ≤ εj

dj,k caso contrário.

A Figura 7.3 mostra que a solução do modelo EGLM-MHD possui diferentes padrões

de regularidade de acordo com o tempo. As malhas adaptativas para cada tempo

ilustram suas caracterizações de regularidades locais.

Para as aplicações deste trabalho, no contexto do método dos volumes finitos, a idéia

principal é utilizar os coeficientes wavelet em uma representação multirresolução das

médias celulares da solução, para construir malhas adaptativas: utiliza-se células

pouco refinadas nas regiões onde os coeficientes wavelet são pequenos (e a solução é

suave) e refina-se onde esses coeficientes são significantes.

7.1.5.1 Estabilidade

Para esquemas convergentes de subdivisão, pode-se utilizar a expansão

fJ(x)− f εJ(x) =
J−1∑
j=0

∑
k

(dj,k − dεj,k)Ψj,k(x).

Desde que o suporte de Ψj,k é uniformemente localizado em torno de Cj,k, tal que

||Ψj,k||L1 ≤ C2−j, o erro de truncamento L1 no ńıvel j é∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

2j−1∑
k=0

(dj,k − dεj,k) Ψj,k(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ εj

2j−1∑
k=0

||Ψj,k||L1 .

≤ Cεj.
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t = 0.0 t = 0.005 t = 0.1

Figura 7.3 - Operação de truncamento. Variáveis ρ, vy e Bz, nos tempos t = 0.0, t = 0.05
e t = 0.1, e a malha adaptativa referente ao sistema MHD para esses tempos
(de cima para baixo), para ε = 0.005. Solução exata (azul) e aproximada
(vermelho). Solução obtida no intervalo x ∈ [−0.5, 0.5].
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Consequentemente, a estabilidade L1 do erro de truncamento ao longo dos ńıveis de

escala é estimado por

||fJ − f εJ ||L1 ≤ C

J−1∑
j=0

εj.

Se εJ−1 = ε, e εj = 1
2
εj+1 = ε2j−J , conclui-se que o erro de truncamento é uniforme-

mente limitado por Cε, até uma mudança na constante C.

7.1.6 Malhas cartesianas em dimensões superiores

Em dimensões superiores, os esquemas MR para malhas cartesianas podem ser

obtidos por produtos tensoriais de esquemas 1D. Por exemplo, na geometria 2D,

considera-se a hierarquia de malhas cartesianas

Gj = {Ωj,γ}, γ = (k,m) ∈ Sj, Ω = ∪γ∈SjΩj,γ, |Ωj,γ| ∼ 2−2j,

em que Ωj,γ ∈ Gj é a união de quatro células em Gj+1. Uma ilustração é apresentada

na Figura 7.4.

Figura 7.4 - Hierarquia de malhas aninhadas.Fonte: Domingues et al (2011).

Por exemplo, para que a predição seja exata para polinômios quadráticos, distante

das fronteiras, as células vizinhas Ωj,(k−1,m), Ωj,(k+1,m), Ωj,(k,m−1) e Ωj,(k,m+1) são

72



Figura 7.5 - Exemplo de uma malha adaptativa (direita) obtida com o truncamento dos
coeficientes wavelet de um campo de densidade (esquerda).
Fonte: Deiterding et al (2009).

consideradas e, para n, p ∈ {0, 1}, a formula de predição (BIHARI; HARTEN, 1997)

dá-se por

f̃j+1,(2k+n,2m+p) = fj,(k,m) +
1

8
(−1)p(fj,(k,m+1) − fj,(k,m−1)) +

1

8
(−1)n(fj,(k+1,m) − fj,(k−1,m))

+
1

64
(−1)np[(fj,(k+1,m+1) − fj,(k+1,m−1))− (fj,(k−1,m+1) − fj,(k−1,m−1)).

Agora, três coeficientes wavelet devem ser considerados e as transformações bi-ńıvel

são fj+1 ↔ {fj,d(1)
j ,d

(2)
j ,d

(3)
j }, em que

d
(1)
j,(k,m) = fj+1,(2k,2m+1) − f̃j+1,(2k,2m+1),

d
(2)
j,(k,m) = fj+1,(2k+1,2m) − f̃j+1,(2k+1,2m),

d
(3)
j,(k,m) = fj+1,(2k+1,2m+1) − f̃j+1,(2k+1,2m+1).

Utilizando esse esquema MR de terceira ordem para médias celulares, a Figura 7.5

mostra uma malha adaptativa para a solução numérica de um problema de Riemann,

em que as células são escolhidas de acordo com os coeficientes wavelet com magnitude

maior que um dado limiar de truncamento ε. Mais detalhes são encontrados em

Deiterding et al (2009).
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8 VF e MR: COMBINANDO OS MÉTODOS

No conceito de adaptabilidade para EDP Evolutivas, os esquemas adaptativos de

MR para solução numérica são escritos na forma

∂u(x, t)

∂t
= Du(x, t), t > 0, x ∈ Ω, (8.1)

em que D é um operador diferencial no espaço. A Equação 8.1 é completa quando

tem-se condições inicial e de contorno para a mesma. Os métodos combinam es-

quemas tradicionais e estáveis, como volumes finitos ou diferenças finitas, com a

habilidade de caracterização da regularidade local das funções pertencente aos coe-

ficientes wavelet. Utilizando um ambiente apropriado, a idéia é representar soluções

numéricas por médias celulares correspondentes aos coeficientes wavelet significa-

tivos. Em geral, pouca informação é necessária em cada passo de tempo. A malha

adaptativa é menos refinada onde a solução é suave e mais refinada próximo às

irregularidades. Em cada célula da malha adaptativa, a discretização do operador

Du(x, t) é modificada utilizando o tamanho do passo proporcional à escala local de

cada célula.

Assume-se o esquema numérico de referência em uma formulação expĺıcita

Un+1 = EUn,

em que os vetores Un = Un
J contêm a informação da solução numérica em uma malha

uniforme no ńıvel J e tempo tn, E é o operador discreto de evolução que inclui a

discretização das derivadas espaciais, a ação de um solver de EDO e a aplicação das

condições de contorno.
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Assume-se o esquema numérico de referência em uma formulação expĺıcita, em que

os vetores contêm as informações da solução numérica em uma malha uniforme no

ńıvel J , em que E é o operador de evolução que inclui a discretização de derivadas

espaciais, e a aplicação das condições de contorno. Em um método de multirresolução

adaptativa, o objetivo é utilizar tal esquema de referência em uma abordagem mais

eficiente, levando em conta a informação de regularidade local wavelet sobre a solução

numérica. O primeiro passo nessa direção é a representação da solução numérica em

uma malha esparsa. Para isso, três estágios básicos são utilizados

a) Refinamento: Un+
MR ← RUn

MR

b) Evolução: Ŭn+1
MR ← EMRU

n+
MR

c) Reajuste da malha à solução:: Un+1
MR ← TεŬ

n+1
MR

O operador de refinamento R é uma medida de precaução para prevenir que alguns

gradientes se movam para as áreas da malha menos refinadas entre os passos de

tempo. Como as regiões de suavidades ou irregularidades da solução podem mudar

com o tempo, Γn pode não ser mais conveniente no próximo passo de tempo tn+1.

Por esse motivo, antes de fazer a evolução, a representação da solução deve ser

estendida para a malha Γn+, a qual espera-se que contenha Γn+1. Então, o operador

de evolução EMR é aplicado. O ı́ndice MR indica que a discretização das derivadas

espaciais é modificada utilizando um passo de tamanho proporcional à escala local

de cada célula. No último estágio, o operador de truncamento é aplicado com o

intuito de reajustar algumas células em Γn+), onde o refinamento é desnecessário

para uma representação precisa de Un+1
MR .

Para a implementação desse algoritmo adaptativo, as ferramentas básicas são prove-

nientes da análise multirresolução para médias celulares. Como descrito anterior-

mente, a informação discreta da solução é organizada em ńıveis ou resoluções. A

cada ńıvel j, os coeficientes wavelet dj são definidos como um erro de predição

nas células filhas do determinado ńıvel de discretização. Usando coeficientes wavelet

como indicadores de regularidade, o principal ingrediente é o operador de trunca-

mento Tε: apenas a informação correpondente aos coeficientes wavelet com valores

significantes, com magnitude maior que o limiar de truncamento ε, devem ser man-

tidos na malha adaptativa. O operador de predição é, também, utilizado para cal-

cular algumas informações necessárias que não estão presentes na malha adaptativa
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computacional. Por exemplo, essas informações são necessárias no operador de refi-

namento, para aproximar a solução nos locais em Γn+ \ Γn e, também, na aplicação

de EMR, quando alguns estêncis necessários não estão presentes em Γn+. Detalhes

sobre a estabilidade desse método podem ser obtidas em Domingues et al (2010).

No caso espećıfico do modelo EGLM-MHD estudado, a malha adaptativa utilizada é

refinada onde qualquer uma das variáveis necessitem de uma melhor representação,

i.e., a malha adaptativa utilizada é a união das malhas adaptativas individuais das

variáveis desse modelo. Neste trabalho também optou-se, por simplicidade, por ter

apenas um parâmetro ε para todas as variáveis.
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9 MR ADAPTATIVA: VERIFICAÇÃO E RESULTADOS

No contexto numérico da multirresolução adaptativa, como apresentada no Caṕı-

tulo 7, utiliza-se um código com o algoritmo adaptativo implementado. O código

utilizado chama-se CARMEN, implementado por Roussel (2003) na linguagem C++.

Já implementados no código CARMEN tem-se as equações de Navier-Stokes e mais

cinco tipos de equações. Nesse código é posśıvel calcular qualquer um desses seis

modelos utilizando ou não um algoritmo de multirresolução adaptativa.

Na Figura 9.1, tem-se uma ilustração do funcionamento do código CARMEN.

Figura 9.1 - Algoritmo utilizado para obter a solução do modelo com o código CARMEN.

O algoritmo de multirresolução implementado no código CARMEN utiliza uma es-

trutura de árvore com 2L nodos, em que L é o ńıvel mais refinado da malha, para que
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seja posśıvel criar uma malha adaptativa com vários ńıveis. Para adaptar a malha,

utiliza-se o parâmetro de truncamento ε, a partir do qual decide-se onde é necessário

o refinamento local ou não. À medida que o parâmetro ε se aproxima de zero, o

refinamento da malha torna-se mais rigoroso e, de maneira análoga, quanto mais

esse ε se afasta de zero, menos refinada a malha é. O parâmetro ε deve ser escolhido

levando em conta a representação da solução que está sendo obtida e, também, o

tempo computacional que está sendo gasto para isso. Nesse contexto, é apresentada

a solução do modelo EGLM-MHD para quatro diferentes valores de ε.

Assim como para os resultados adaptativos, tem-se dois casos de estudo no contexto

adaptativo. O Caso 1, em que utiliza-se a condição inicial tipo Riemann 1D e o

Caso 2, em que utiliza-se a condição inicial tipo Riemann 2D. Para todos os casos

utiliza-se uma malha de 512× 512 células, γ = 5/3, cCFL = 0.3 e t = 0.1.

9.1 Condição Inicial tipo Riemann 1D

Nesta seção são apresentados os resultados referentes à verificação desse método

para o Caso 1, similarmente ao apresentado no Caṕıtulo 6, pág. 43.
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(a) ρ (b) ρ-zoom

(c) p (d) p-zoom

Figura 9.2 - Variáveis densidade ρ e pressão p simuladas utilizando o fluxo HLL,

cCFL = 0.3 e uma malha adaptativa de 512× 512 células, no tempo t = 0.1,

γ = 5/3, ch/c
2
p = 1. São comparadas as soluções aproximadas com o valor ε

igual a 0.01 (verde), 0.005 (vermelho) e 0.001 (preto), a solução exata (azul

escuro) e a solução não-adaptativa (azul claro).

Como esperado, na Figura 9.2 observa-se que a variável densidade é melhor repre-

sentada para o menor valor de ε. No caso do Riemann solver HLL, apenas é posśıvel

obter uma representação satisfatória da solução para o limiar de truncamento mais

alto testado. Isso acontece porque o fluxo numérico HLL, como discutido no Caṕı-

tulo 5, não é eficiente para aproximar a solução do modelo MHD, ou seja, não con-

segue aproximar de forma eficiente os tipos de descontinuidades presentes na solução.

Quando essas descontinuidades não são bem aproximadas, o algoritmo adaptativo

também não representa a solução numérica de forma eficiente, mesmo para um ε
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bem pequeno. O mesmo acontece para as outras variáveis que compõem a solução.

Em particular, a componente z do campo magnético e y da velocidade, como nas

Figuras 9.3 e 9.4.
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(a) vx (b) vx-zoom

(c) vy (d) vy-zoom

(e) vz (f) vz-zoom

Figura 9.3 - Componentes do vetor velocidade simuladas utilizando o fluxo HLL,

cCFL = 0.3 e uma malha adaptativa de 512× 512 células, no tempo t = 0.1,

γ = 5/3, ch/c
2
p = 1. São comparadas as soluções aproximadas com o valor ε

igual a 0.01 (verde), 0.005 (vermelho) e 0.001 (preto), a solução exata (azul

escuro) e a solução não-adaptativa (azul claro).
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(a) By (b) By-zoom

(c) Bz (d) By-zoom

Figura 9.4 - Componentes do vetor campor magnético simuladas utilizando o fluxo HLL,

cCFL = 0.3 e uma malha adaptativa de 512× 512 células, no tempo t = 0.1,

γ = 5/3, ch/c
2
p = 1. São comparadas as soluções aproximadas com o valor ε

igual a 0.01 (verde), 0.005 (vermelho) e 0.001 (preto), a solução exata (azul

escuro) e a solução não-adaptativa (azul claro).

Como o Riemann solver HLLD mostrou-se mais eficiente na aproximação da solução

do modelo EGLM-MHD, analisa-se, também, a representação multirresolução rela-

cionada desse Riemann solver. Em particular, as variáveis densidade ρ, compo-

nente z do campo magnético Bz e y da velocidade vy, como mostra-se nas Fig-

uras 9.5, 9.6 e 9.7.
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(a) ρ

(b) p

Figura 9.5 - Variáveis densidade (a) e pressão (b) simuladas utilizando o fluxo HLLD,

cCFL = 0.3 e uma malha adaptativa de 512× 512 células, no tempo t = 0.1,

γ = 5/3, ch/c
2
p = 1. São comparadas as soluções aproximadas com o valor ε

igual a 0.01 (verde), 0.005 (vermelho) e 0.001 (preto), a solução exata (azul

escuro) e a solução não-adaptativa (azul claro).

85



(a) vx

(b) vy

(c) vz

Figura 9.6 - Componentes do vetor velocidade simuladas utilizando o fluxo HLLD, cCFL =

0.3 e uma malha adaptativa de 512× 512 células, no tempo t = 0.1, γ = 5/3,

ch/c
2
p = 1. São comparadas as soluções aproximadas com o valor ε igual a

0.01 (verde), 0.005 (vermelho) e 0.001 (preto), a solução exata (azul escuro)

e a solução não-adaptativa (azul claro).
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(a) By

(b) Bz

Figura 9.7 - Componentes do vetor campo magnético simuladas utilizando o fluxo HLLD,

cCFL = 0.3 e uma malha adaptativa de 512× 512 células, no tempo t = 0.1,

γ = 5/3, ch/c
2
p = 1. São comparadas as soluções aproximadas com o valor ε

igual a 0.01 (verde), 0.005 (vermelho) e 0.001 (preto), a solução exata (azul

escuro) e a solução não-adaptativa (azul claro).

Nas Figuras 9.8 e 9.9, tem-se as malhas adaptativas utilizadas para aproximar a

solução do modelo EGLM-MHD com os fluxos HLL e HLLD, para cada ε utilizado.

Com a visualização das malhas adaptativas, a relação entre o refinamento local da

malha e o valor de ε escolhido fica mais evidente.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura 9.8 - Malhas adaptativas referentes ao Caso 1, para os diferentes valores de ε uti-

lizados, obtidas ao aproximar a solução com o fluxo HLL.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura 9.9 - Malhas adaptativas referentes ao Caso 1, para os diferentes valores de ε uti-

lizados, obtidas ao aproximar a solução com o fluxo HLLD.

Na Tabela 9.1, tem-se o tempo de CPU gasto para aproximar a solução do modelo

EGLM-MHD de acordo com o valor de ε escolhido e, também, o tempo gasto pelo

código MHD-FV.
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Tabela 9.1 - Tempos de CPU, compressão de CPU e memória para os diferentes valores

de ε utilizados e para o caso não-adaptativo do código MHD-FV. As malhas

utilizadas têm 512× 512 células, cCFL = 0.3 e t = 0.1.

Tempo de CPU (min)

Fluxo

MR

FVε

0.01 0.005 0.001

HLL 11.63 13.63 17.65 65.08

HLLD 16.17 18.15 20.37 65.00

Compressão de CPU (%)

Fluxo

MR

FVε

0.01 0.005 0.001

HLL 17.87 20.94 27.12 100

HLLD 24.88 27.92 31.34 100

Compressão de memória (%)

Fluxo

MR

FVε

0.01 0.005 0.001

HLL 23.05 26.60 34.10 100

HLLD 27.13 30.11 33.31 100

A partir dos valores da Tabela 9.1, tem-se que o tempo de CPU referente à apro-

ximação utilizando o algoritmo adaptativo é significativamente menor em relação

ao tempo de CPU gasto pela aproximação sem o algoritmo adaptativo (MHD-FV).

Para o menor valor de ε utilizado, com o qual obtém-se uma representação eficiente,

o tempo computacional utilizado chega a ser, em média, 50% menor. Já no caso dos

valores ε = 0.01 e ε = 0.005, há uma redução de, em média, 70% no tempo de CPU.

Uma redução do custo computacional com tal magnitude é de extrema importância,

principalmente, quando se trabalha com uma malha de simulação muito grande e

esquemas numéricos mais caros computacionamente.

Para completar a análise dos resultados, é importante avaliar o valor dos erros obti-

dos na simulação da solução do modelo EGLM-MHD. A comparação da solução
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exata é feita, matematicamente, pelo erro na norma L1. Na Tabela 9.2, tem-se o

erro na norma L1 entre as soluções exata e aproximada, a partir dos valores obtidos

na simulação da solução do modelo EGLM-MHD.
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Tabela 9.2 - Caso 1: Erro na norma L1 calculado entre as soluções exata e aproximada,

para os fluxos HLL e HLLD e diferentes valores de ε e, também, para o caso

não-adaptativo do código MHD-FV.

MHD-FV

Fluxo
Variáveis

ρ p vx vy

HLL 10.3 · 10−03 17.2 · 10−03 6.70 · 10−03 7.08 · 10−03

HLLD 7.43 · 10−03 11.5 · 10−03 5.99 · 10−03 5.28 · 10−03

vz Bx By Bz

HLL 7.49 · 10−03 4.16 · 10−07 9.91 · 10−03 10.5 · 10−03

HLLD 4.01 · 10−03 4.16 · 10−07 7.76 · 10−03 6.26 · 10−03

ε = 0.001

Fluxo
Variáveis

ρ p vx vy

HLL 11.1 · 10−03 18.5 · 10−03 7.80 · 10−03 7.26 · 10−03

HLLD 8.23 · 10−03 12.9 · 10−03 7.12 · 10−03 5.55 · 10−03

vz Bx By Bz

HLL 7.70 · 10−03 0.00 10.6 · 10−03 11.2 · 10−03

HLLD 4.28 · 10−03 5.86 · 10−12 8.59 · 10−03 6.94 · 10−03

ε = 0.005

Fluxo
Variáveis

ρ p vx vy

HLL 11.8 · 10−03 20.6 · 10−03 8.01 · 10−03 7.53 · 10−03

HLLD 8.28 · 10−03 1.30 · 10−02 7.14 · 10−03 5.54 · 10−03

vz Bx By Bz

HLL 8.89 · 10−03 6.64 · 10−11 10.9 · 10−03 12.8 · 10−03

HLLD 4.41 · 10−03 2.73 · 10−11 8.59 · 10−03 7.09 · 10−03

ε = 0.01

Fluxo
Variáveis

ρ p vx vy

HLL 13.1 · 10−03 23.4 · 10−03 8.63 · 10−03 8.05 · 10−03

HLLD 8.75 · 10−03 14.0 · 10−03 7.61 · 10−03 5.78 · 10−03

vz Bx By Bz

HLL 10.3 · 10−03 1.95 · 10−10 11.4 · 10−03 14.9 · 10−03

HLLD 4.82 · 10−03 2.15 · 10−11 8.90 · 10−03 7.68 · 10−03
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De um modo geral, comparando proporcionalmente os erros computados e o ganho

em CPU, tem-se um ganho em todos os casos estudados. Os valores dos erros na

norma L1 para a solução do modelo EGLM-MHD foram obtidos a partir dos va-

lores da solução exata e da solução numérica com o algoritmo de multirresolução,

para verificar o quanto a solução adaptativa se aproxima da solução exata para um

determinado ε.

A representação multirresolução para ε = 0.005 da solução aproximada pelo fluxo

numérico HLLD é mais satisfatória. Comparada com a solução aproximada pelo

código MHD-FV, a solução aproximada pelo CARMEN mostrou-se mais vantajosa

em todos os aspectos que foram analisados nessa seção.

O próximo resultado de verificação deste trabalho é a abordagem numérica de multir-

resolução adaptativa para a condição inicial tipo Riemann 2D, como apresentado na

seção seguinte.

9.2 Condição Inicial tipo Riemann 2D

Nesta seção, é abordado o Caso 2 para o modelo EGLM-MHD, como apresentado

no Caṕıtulo 6. Utilizando a condição inicial tipo Riemann 2D da Tabela 6.3, uma

malha de 512 × 512 células no intervalo [−1, 1] × [−1, 1], cCFL = 0.3, para t = 0.1,

obtém-se a solução numérica do modelo EGLM-MHD.
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9.2.1 Resultados: Fluxo HLL

(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.10 - Variável densidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2. Utiliza-se

uma malha adaptativa com 512 × 512 células no intervalo [−1, 1] × [−1, 1],

cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.11 - Variável pressão aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2. Utiliza-se

uma malha adaptativa com 512 × 512 células no intervalo [−1, 1] × [−1, 1],

cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.12 - Componente x da velocidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2.

Utiliza-se uma malha adaptativa com 512×512 células no intervalo [−1, 1]×
[−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c

2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.13 - Componente y da velocidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2.

Utiliza-se uma malha adaptativa com 512×512 células no intervalo [−1, 1]×
[−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c

2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.14 - Componente z da velocidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2.

Utiliza-se uma malha adaptativa com 512×512 células no intervalo [−1, 1]×
[−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c

2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.15 - Componente x do campo magnético aproximada com o fluxo HLL para o

Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 512× 512 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.16 - Componente y do campo magnético aproximada com o fluxo HLL para o

Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 512× 512 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.17 - Componente z do campo magnético aproximada com o fluxo HLL para o

Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 512× 512 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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9.2.2 Resultados: Fluxo HLLD

(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.18 - Variável densidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso 2. Utiliza-se

uma malha adaptativa com 512 × 512 células no intervalo [−1, 1] × [−1, 1],

cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.19 - Variável pressão aproximada com o fluxo HLLD para o Caso 2. Utiliza-se

uma malha adaptativa com 512 × 512 células no intervalo [−1, 1] × [−1, 1],

cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.20 - Componente x da velocidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso 2.

Utiliza-se uma malha adaptativa com 512×512 células no intervalo [−1, 1]×
[−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c

2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.21 - Componente y da velocidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso 2.

Utiliza-se uma malha adaptativa com 512×512 células no intervalo [−1, 1]×
[−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c

2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.22 - Componente z da velocidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso 2.

Utiliza-se uma malha adaptativa com 512×512 células no intervalo [−1, 1]×
[−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c

2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.23 - Componente x do campo magnético aproximada com o fluxo HLLD para o

Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 512× 512 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.24 - Componente y do campo magnético aproximada com o fluxo HLLD para o

Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 512× 512 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001 (d) ε = 1 · 10−20

Figura 9.25 - Componente z do campo magnético aproximada com o fluxo HLLD para o

Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 512× 512 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.

A seguir, as malhas adaptativas referentes à simulação do Caso 2, para os valores de

ε iguais a 0.01, 0.005, 0.001 e 1 · 10−20, obtidas ao utilizar os fluxos HLL e HLLD.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura 9.26 - Malhas adaptativas referentes ao Caso 2, para os diferentes valores de ε

utilizados, obtidas ao aproximar a solução com o fluxo HLL.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura 9.27 - Malhas adaptativas referentes ao Caso 2, para os diferentes valores de ε

utilizados, obtidas ao aproximar a solução com o fluxo HLLD.

Nas Figuras 9.26 e 9.27, principalmente para ε = 0.01 e ε = 0.005, é posśıvel observar

onde o algoritmo adaptativo localiza as estruturas presentes na solução do modelo

EGLM-MHD. Fazendo um comparativo entre os fluxos HLL e HLLD, para esses

valores de ε citados, observa-se, também, que existe uma localização de estruturas

na malha para o fluxo HLLD superior à localização dessas estruturas para o fluxo

HLL, como esperado. Fazendo, assim, com que o fluxo HLLD necessite de um valor

de ε menor para obter a representação dessa solução.

Na Tabela 9.3, faz-se um comparativo entre os tempos de CPU, compressão de

CPU e compressão de memória de cada caso adaptativo, juntamente com o caso

não-adaptativo (MHD-FV).
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Tabela 9.3 - Tempos de CPU, compressão de CPU e memória para os diferentes valores

de ε utilizados e para o caso não-adaptativo do código MHD-FV. As malhas

utilizadas têm 512× 512 células, cCFL = 0.3 e t = 0.1.

Tempo de CPU (min)

Fluxo

MR

FVε

0.01 0.005 0.001 1 · 10−20

HLL 9.27 11.03 13.52 33.78 44.82

HLLD 11.53 13.65 15.78 40.68 43.87

Compressão de CPU (%)

Fluxo

MR

FVε

0.01 0.005 0.001 1 · 10−20

HLL 20.68 24.61 30.16 75.37 100

HLLD 26.28 31.11 35.97 92.73 100

Compressão de memória (%)

Fluxo

MR

FVε

0.01 0.005 0.001 1 · 10−20

HLL 24.22 28.07 34.50 84.78 100

HLLD 25.89 29.42 34.34 85.02 100

Para o Caso 2, não existe uma solução exata para fins de comparação. Por isso,

calcula-se uma solução de referência dois ńıveis mais refinada que a utilizada nesse

caso, ou seja, obtém-se uma solução numérica para uma malha com 2048 × 2048

células (ver Apêndice F). A partir dessa solução de referência, obtém-se a solução

dois ńıveis menos refinada, 512 × 512, e faz-se a comparação com o teste simulado

nesse trabalho (Caso 2). Na Tabela 9.4, calcula-se o erro L1 entre a solução de

referência e a solução teste para o Caso 2.
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Tabela 9.4 - Erro na norma L1 calculada entre as soluções exata e aproximada, para os

fluxos HLL e HLLD e diferentes valores de ε. A solução de referência é calcu-

lada com o fluxo HLLD.

ε = 0.001

Fluxo
Variáveis - 10−03

ρ p vx vy

HLL 20.0 · 10−03 102.3 · 10−03 33.5 · 10−03 27.1 · 10−03

HLLD 16.4 · 10−03 80.2 · 10−03 16.7 · 10−03 20.8 · 10−03

vz Bx By Bz

HLL 7.32 · 10−03 29.2 · 10−03 10.5 · 10−03 10.3 · 10−03

HLLD 3.63 · 10−03 12.7 · 10−03 6.54 · 10−03 6.43 · 10−03

ε = 0.005

Fluxo
Variáveis

ρ p vx vy

HLL 20.9 · 10−03 106.0 · 10−03 34.3 · 10−03 28.6 · 10−03

HLLD 17.3 · 10−03 85.6 · 10−03 1.83 · 10−03 22.9 · 10−03

vz Bx By Bz

HLL 7.94 · 10−03 30.0 · 10−03 11.1 · 10−03 11.0 · 10−03

HLLD 4.54 · 10−03 14.4 · 10−03 7.55 · 10−03 7.42 · 10−03

ε = 0.01

Fluxo
Variáveis

ρ p vx vy

HLL 21.4 · 10−03 109.4 · 10−03 34.8 · 10−03 29.5 · 10−03

HLLD 18.1 · 10−03 90.1 · 10−03 20.4 · 10−03 24.3 · 10−03

vz Bx By Bz

HLL 8.25 · 10−03 30.6 · 10−03 11.2 · 10−03 11.5 · 10−03

HLLD 5.38 · 10−03 16.7 · 10−03 7.99 · 10−03 8.40 · 10−03

Observa-se, na Tabela 9.4, que à medida que ε aumenta, o erro L1 da solução apro-

ximada com o fluxo HLL se aproxima do erro do HLLD. Para ε = 0.01, na maioria

das variáveis, o erro na norma L1 para o caso HLL é menor que o erro na norma L1

para o caso HLLD.

Nos estudos realizados, a divergência de B se manteve estabilizada. No caso da
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condição incial tipo Riemann 1D, ela foi zero utilizando o código MHD-FV, e proxima

ao zero da máquina para no código carmen (O(∞′−∞5)). No caso da condição inicial

tipo Riemann 2, em ambos os códigos o valor da divergência de B estabilizou-

ze na ordem de 10−5. Esses valores da divergência elevados devem-se ao modelo

implementado ser somente 2D. Para melhorar esses resultados de divergência no

caso 2D, é necessário a implementação de um modelo 3D, usualmente chamado

2, 5D.
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10 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

O estudo feito para esse trabalho envolveu uma abordagem de multirresolução adap-

tativa, a qual não havia ainda sido estudada no contexto do modelo EGLM-MHD,

utilizando uma discretização em volumes finitos. Foram testadas duas diferentes

condições iniciais do tipo Riemnann e a solução desse modelo foi aproximada com

dois diferentes tipos de fluxos numéricos, o HLL e o HLLD.

Para o caso analisado, o algoritmo de multirresolução adaptativa mostrou-se eficiente

em termos de representação da solução e custo computacional para ambos os casos

testados nesse trabalho. O refinamente da malha em uma simulação numérica uti-

lizando um algoritmo de multirresolução, principalmente para o fluxo HLLD, é uma

alternativa atraente e competitiva no contexto da magnetohidrodinâmica. Como

pode-se verificar, a malha adaptativa, para o fluxo HLLD, localiza de maneira mais

eficiente as estruturas presentes na solução do modelo EGLM-MHD, ao ser com-

parado com o fluxo HLL. A simulação da solução pode, ainda, vir a se tornar mais

acurada, e o algoritmo adaptativo pode vir a localizar as estruturas presentes na

solução de maneira ainda mais eficiente, desde que sejam utilizados fluxos numéri-

cos que aproximam a solução do modelo ainda melhor do que os utilizados nesse

trabalho, o que é um outro desafio nesse contexto.

Este trabalho foi um ponto de partida para a utilização do algoritmo multirresolu-

ção adaptativa em um modelo MHD, discretizado pelo método dos volumes finitos.

Por ser um código inicial neste contexto MHD adaptativo, ainda há como otimizar

esse código e é necessário continuar sua verificação em outros casos, a fim de obter

soluções aproximadas em um tempo de CPU ainda mais eficiente do que os obti-

dos. Com todos os resultados e evidências apresentadas, conclui-se, então, que o

algoritmo multirresolução adaptativa pode vir a ser uma alternativa competitiva, se

comparada a outros métodos adaptativos mais conhecidos.

Trabalhos Futuros

A partir deste trabalho, existem diversas possibilidades de trabalhos futuros. Algu-

mas delas são apresentadas a seguir.

• Desenvolver código para calcular o modelo EGLM-MHD tridimensional

com a abordagem adaptativa;
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• Estudar do comportamento da divergência do campo magnético B dentro

da abordagem de multirresolução adaptativa;

• Implementar diferentes fluxos numéricos, a fim de melhorar a solução apro-

ximada e a adaptatividade da malha;

• Implementar e verificar a solução do modelo EGLM-MHD com invariância

de Galileu (DEDNER et al., 2002) para o caso adaptativo;

• Simular a solução utilizando outros tipos de condições iniciais, como as

apresentadas em Wesenberg(2003);

• Implementar código resistivo.
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APÊNDICE A - TERMOS DO SISTEMA EGLM-MHD

No Caṕıtulo 3, pág. 121, apresenta-se um sistema hiperbólico de EDPs pela Equação

A.1
∂U

∂t
+∇ · F(U) = S(U), (A.1)

em que U é o vetor de variáveis em sua forma conservativa,

F(U) = (F (U)x, F (U)y, F (U)z) é o fluxo f́ısico e S(U) é um vetor de ter-

mos de fonte. Neste apêndice, os termos U, F(U) e S(U) são expandidos de acordo

com o modelo EGLM-MHD, de forma que sua compreensão seja facilitada.

Expandindo os termos de U, S(U) e F(U), obtém-se

U =



ρ

E

ψ

ρvx

ρvy

ρvz

Bx

By

Bz


, S(U) =



0

−
(
Bx

∂ψ

∂x
+By

∂ψ

∂y
+Bz

∂ψ

∂z

)
−c

2
h

c2
p

ψ

−Bx(
∂B

∂x
+
∂B

∂y
+
∂B

∂z
)

−By(
∂B

∂x
+
∂B

∂y
+
∂B

∂z
)

−Bz(
∂B

∂x
+
∂B

∂y
+
∂B

∂z
)

0

0

0



, (A.2)
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F
(U

)
=

                      
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APÊNDICE B - EGLM-MHD: AUTOVALORES E AUTOVETORES

Os autovalores e autovetores do modelo EGLM-MHD, como apresentados no

Caṕıtulo 3, podem ser calculados utilizando o programa de livre distribuição de

matemática simbólica GNU/Maxima1. Neste trabalho, utilizou-se uma interface grá-

fica do GNU/Maxima chamada wxMaxima2 para fazer esse cálculo. Neste trabalho,

os valores dos autovalores obtidos com o wxMaxima foram verificados e condizentes

com as literaturas de Dedner et al (2002) e Powell 1994. No caso dos autovetores,

essa verificação não foi posśıvel devido à normalização feita nos autovalores presentes

em Powell (1994).

B.1 Cálculo simbólico

A seguir, são descritas as etapas desenvolvidas para obtenção dos autovalores e

autovetores utilizando o wxMaxima. Os valores (%i ·) e (%o ·) denotam os valores

de entrada e sáıda (input e output, em inglês), respectivamente, e o śımbolo (·) é

o número que indica a ordem de cálculo de cada entrada e a relaciona com sua

respectiva sáıda.

Como entrada inicial, deve-se escrever a matriz com a qual se deseja obter os auto-

valores e autovetores. Nesse exemplo, utiliza-se a matriz Ax como na Equação 3.5,

apresentada na pág. 13. Posteriormente, também utiliza-se a matrix Bx como na

Equação 3.11, apresentada na pág. 15, para o cálculo dos autovalores da matriz

Ax −Bx, a qual é relacionada ao modelo EGLM-MHD.

(%i1) Ax : matrix([vx,0,0,rho,0,0,0,0,0],

[0,vx,(1-gama)*Bx,gama*p,0,0,(gama-1)*(vx*Bx+vy*By+vz*Bz),0,0],

[0,0,0,0,0,0,ch*ch,0,0],

[0,1/rho,0,vx,0,0,-Bx/rho,By/rho,Bz/rho],

[0,0,0,0,vx,0,-By/rho,-Bx/rho,0],

[0,0,0,0,0,vx,-Bz/rho,0,-Bx/rho],

[0,0,1,0,0,0,0,0,0],

[0,0,0,By,-Bx,0,-vy,vx,0],

[0,0,0,Bz,0,-Bx,-vz,0,vx]);

1http://maxima.sourceforge.net/
2http://wxmaxima.sourceforge.net/
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Para calcular os autovetores à direita, ou seja, calcular os vetores ri, i ∈
{1, · · · , 9}, do sistema Ax ri = λi ri, utiliza-se o comando eigenvectors(Ax).

Já para o caso dos autovetores à esquerda, ou seja, os vetores li do sistema

liAx = liλ, basta calcular os autovetores da matriz ATx , que é a matriz transposta

de Ax.

--> eigenvectors(Ax);

--> Axt : transpose(Ax);

--> eigenvectors(Axt);

Caso seja necessário, pode-se utilizar os seguintes comandos para fatorar e expandir

o resultado obtido a fim de simplificá-lo.

--> factor(results);

--> expand(results);

Esse mesmo processo pode ser feito para calcular os autovalores e autovetores das

matrizes Ay e Ay − By. Basta fazer as modificações necessárias ao entrar com a

matriz no programa.
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APÊNDICE C - CONDIÇÃO DE CONTORNO

Nesse apêndice são apresentadas as condições de contorno e evolução temporal uti-

lizadas para o cálculo do modelo EGLM-MHD nos códigos MHD-FV e CARMEN.

C.1 Condição de Contorno

A condição de contorno utilizada é conhecida como condição de Neumann. A mesma

é utilizada em ambos os códigos MHD-FV e CARMEN. Em uma matriz de dados,

essa condição consiste em espelhar o valor das linhas e colunas nas extremidades

da matrix para as células virtuais utilizadas no código. Para ilustrar a condição de

contorno, considera-se uma matriz T , 6× 6, qualquer

T =



a11 a12 a13 a14 a15 a16

a21 a22 a23 a24 a25 a26

a31 a32 a33 a34 a35 a36

a41 a42 a43 a44 a45 a46

a51 a52 a53 a54 a55 a56

a61 a62 a63 a64 a65 a66


. (C.1)

A borda da matriz T , marcadas com a cor vermelha, são espelhadas nas extremidades

da matriz maior, ou seja, após aplicar a condição de contorno de Neumann, obtém-se

a matriz

Tcc =



a11 a12 a13 a14 a15 a16

a11 a11 a12 a13 a14 a15 a16 a16

a21 a21 a22 a23 a24 a25 a26 a26

a31 a31 a32 a33 a34 a35 a36 a36

a41 a41 a42 a43 a44 a45 a46 a46

a51 a51 a52 a53 a54 a55 a56 a56

a61 a61 a62 a63 a64 a65 a66 a66

a61 a62 a63 a64 a65 a66


. (C.2)

A matriz Tcc é utilizada para obter a solução do modelo EGLM-MHD e tem dimen-

sões 8×8, pois são acrescentadas as células virtuais, para os cálculos nas extremida-

des. No entanto, essas células servem apenas como um aux́ılio especificamente para

esse cálculo, não sofrendo a evolução temporal. A aplicação da condição de contorno
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é essencial para uma simulação numérica, principalmente quando se deseja calcular

a solução nas extremidades da malha.
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APÊNDICE D - CARMEN: EVOLUÇÃO TEMPORAL

Como já foi dito ao longo deste trabalho, para discretização do modelo EGLM-

MHD é utilizada a formulação clássica do método dos volumes finitos em sua forma

conservativa, como apresentado no Caṕıtulo 4. Considerando uma lei de conservação

para (x, t) ∈ Ω× [0,+∞), Ω ∈ Rd, na forma

∂U

∂t
= D(U,∇U), (D.1)

em que Ω é o domı́nio, com condição inicial u(x, 0) = u0(x) e condição de contorno

apropriada. O operador D(U,∇U) = −∇ · F(U,∇U) + S(U), formado pela di-

vergência do fluxo e pelos termos fonte. A função fluxo contém termos advectivos e

difusivos da forma F(U,∇U) = f(U)− ν∇U, com a constante de difusão ν ≥ 0.

Considera-se uma partição do domı́nio computacional Ω como (Ωk)k∈Γ, Γ =

{1, · · · , kmax}. Integrando a Equação D.1 em Ωk, tem-se∫
Ωk

∂U(x, t)

∂t
dx =

∫
Ωk

D(U(x, t),∇U(x, t)) dx, (D.2)

ou seja,
∂ūk(t)

∂t
= D̄k(t), (D.3)

em que ūk(t) é a média celular da célula Ωk. No caso da evolução temporal utilizada

no código CARMEN, tem-se o esquema Runge-Kutta 2 (RK2), o qual é expĺıcito

e de segunda ordem (ROUSELL et al., 2003). Denotando por ∆t o passo de tempo e

ūnk = ūk(tn), em que tn = n∆t, o esquema RK2 utilizado tem a forma

ū∗k = ūnk + ∆t D̄nk , (D.4a)

ūn+1
k =

1

2

[
ūnk + ū∗k + D̄∗k

]
. (D.4b)

Denotando por Ūn o vetor (ūnk)k∈Γ, o operador discreto de evolução temporal Ē(∆t)

é definido por

Ūn+1 = Ē(∆t) · Ūn, (D.5)
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em que

Ē(∆t) = I +
∆t

2

[
D̄ + D̄(I + ∆t D̄)

]
, (D.6)

e I denota o operador identidade.

Considera-se um tempo fixo tn, mas o ı́ndice n é omitido nos próximos passos. para

o caso 2D, Ωk,m é um retângulo com volume de tamanho |Ωk,m| = ∆xk ∆ym. A

Equação D.7 pode ser escrita como

∂ūk,m(t)

∂t
= D̄k,m(t), (D.7)

O operador D̄k é escrito como

D̄k,m = − 1

∆xk

(
F̄k+1/2,m − F̄k−1/2,m

)
− 1

∆ym

(
F̄k,m+1/2 − F̄k,m−1/2

)
+ S̄k,m (D.8)

Para a parte advectiva da função fluxo, utiliza-se o esquema de Roe com uma in-

terpolação ENO de segunda ordem, enquanto que, para a parte difusiva, utiliza-se

um esquema centrado com precisão de segunda ordem. Em ... mostra-se que o es-

quema global resultante, o qual é não-linear, é de segunda ordem no espaço. O fluxo

numérico é aplicado nas duas direções x e y.

F̂k+1/2,m = fR
(
ū+
k+1/2,m, ū

−
k+1/2,m

)
− ν ūk+1,m − ūk,m

∆xk+1/2

, (D.9a)

F̂k,m+1/2 = fR
(
ū+
k,m+1/2, ū

−
k,m+1/2

)
− ν ūk,m+1 − ūk,m

∆ym+1/2

, (D.9b)

em que ∆xk+1/2 = 1
2
(∆xk) + ∆xk+1) e ∆ym+1/2 = 1

2
(∆ym) + ∆ym+1). O termo fR

denota, para a parte advectiva, a solução aproximada de Roa para o problema de

Riemann dados os valores de U à esquerda (−) e à direita (+).
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APÊNDICE E - IMPLEMENTAÇÕES

Neste caṕıtulo são apresentados detalhes das implementações do modelo EGLM-

MHD desenvolvidas ao longo deste trabalho, para ambos os códigos MHD-FV e

CARMEN.

E.1 Código MHD-FV

A implementação do código MHD-FV é inspirado na implementação do código

MHD desenvolvido por Pierro (2009) em Fortran 90, o qual é baseado em

Dedner et al (2002).

O código MHD-FV foi implementado na linguagem C++. Com esse código é posśıvel

simular a solução do modelo EGLM-MHD para quatro diferentes condições iniciais

1 Condição inicial tipo Riemann 1D, como em Dedner et al (2002);

2 Condição inicial tipo Riemann 1D, como em Miyoshi e Kusano (2005), direção x;

3 Condição inicial tipo Riemann 2D, como em Dedner et al (2002);

4 Condição inicial tipo Riemann 1D, como em Miyoshi e Kusano (2005), direção y.

e dois diferentes fluxos numéricos: o HLL e o HLLD.

Para compilar o código MHD-FV, acessa-se o diretório do código pelo terminal e

utiliza-se o comando g++ MHD_FV.cpp -o MHD-FV. Para rodá-lo, no mesmo diretório

utiliza-se o comando ./MHD-FV.

O código MHD-FV possui a seguinte rotina para a simulação da solução do modelo

EGLM-MHD

1 Escolher condição inicial, fluxo numérico e parâmetros da simulação;

2 Criar a malha das variáveis (depende da condição inicial);

3 Aplicar condição de contorno applyBCAbsorptionNeumann;

4 Calcular fluxo f́ısico computeFlux;

5 Calcular fluxo numérico RiemannSolver;
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6 Corrigir fluxo numérico de acordo com a correção de divergência livre

fluxCorrectionX, fluxCorrectionY;

7 Evoluir as variáveis para no tempo tn+1, utilizando a função de evolução temporal

conservationStep;

8 Corrigir as variáveis no tempo tn+1 computeCorrection.

A condição inicial entra no código a partir dos arquivos data_1D.dat, data_1Db.dat
e data_2Dprim.dat, de acordo com a condição inicial desejada. Os parâmetros da
simulação são escolhidos dentro do próprio código, como no trecho a seguir.

#define IMAX 202

#define JMAX 202

#define IM (IMAX-2)

#define JM (JMAX-2)

#define VAR 9 //(density, pression, psi, vx, vy, vz, Bx, By, Bz);

#define TVAR 18

#define T4VAR 36

#define KTEMPMAX 20000

#define IMAX2 23104

#define IC_case 3

#define epsilon 1e-8

double longX = (double)1.0, longY = (double)0.5, CFL = (double)0.3,

gama = (double)5.0/(double)3.0, gravity = (double)9.8;

A função computeFlux calcula o fluxo f́ısico referente ao modelo EGLM-MHD, nas

direções x e y. O fluxo numérico é calculado pela função RiemannSolver. O fluxo

a ser utilizado depende do parâmetro a ser definido no ińıcio do código, como pode

ser visto no trecho a seguir. O Caso 1 refere-se ao fluxo HLL e o Caso 2, ao fluxo

HLLD.

switch(SchemeNb)

{

case 1:

for(int kvar=0;kvar<VAR; kvar++)

{

if(slopeLeft>0)F[0][kvar] = F[0][kvar];

if(slopeRight>=0 && slopeLeft<=0)F[0][kvar] =

( slopeRight*F[0][kvar]-slopeLeft*F[1][kvar]

+ slopeLeft*slopeRight*(vec[1][kvar]-vec[0][kvar]))
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/(slopeRight-slopeLeft);

if(slopeRight<0)F[0][kvar] = F[1][kvar];

}

break;

case 2:

for(int kvar=0;kvar<VAR; kvar++){

//Flux Function - Equation 66

//F_L

if(slopeLeft>0)F[0][kvar] = F[0][kvar]

//F-star left // FL=FLstar

else if(slopeLeftStar>=0 && slopeLeft<=0){F[0][kvar] = F[0][kvar]

+ slopeLeft*(Ustar[0][kvar] - vec[0][kvar]);}

//F-star-star left

else if(slopeM>=0 && slopeLeftStar<=0){F[0][kvar] = F[0][kvar]

+ slopeLeftStar*Ustarstar[0][kvar]

- (slopeLeftStar - slopeLeft)*Ustar[0][kvar]

- slopeLeft*vec[0][kvar];}

//F-star-star right

else if(slopeRightStar>=0 && slopeM<=0){F[0][kvar] = F[1][kvar]

+ slopeRightStar*Ustarstar[1][kvar]

- (slopeRightStar - slopeRight)*Ustar[1][kvar]

- slopeRight*vec[1][kvar];}

//F-star right

else if(slopeRight>=0 && slopeRightStar<=0){F[0][kvar] = F[1][kvar]

+ slopeRight*(Ustar[1][kvar] - vec[1][kvar]);}

//F_R

else if(slopeRight<0)F[0][kvar] = F[1][kvar];

}

break;

}

Para calcular os estados intermediários do fluxo, existem algumas condições a serem
satisfeitas, as quais dependem de um certo valor chamado epsilon, o qual deve
ser definido no ińıcio do código, como apresentado em um trecho nesta seção. Um
exemplo das condicionais existentes no cálculo dos pode ser vista no trecho a seguir,
retirado da função stateUstar.

if((half*mf*mf/min((half*Bl*Bl),(half*Br*Br))) < (epsilon*epsilon))

{

for(int k=0;k<VAR;k++){

Ustarstar[0][k] = Ustar[0][k];
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Ustarstar[1][k] = Ustar[1][k];

}

}else{

//density - Equation 49

rholss = rhols;

rhorss = rhors;

A solução aproximada obtida após a simulação feita com o código MHD-FV é escrita

nos arquivos primitiveIT.out e PrimDiv_varN.out, em que IT e N denotam o

número da iteração e o número referente à variável, respectivamente.

E.2 Código CARMEN

O código CARMEN foi implementado por Roussel (2003) em C++, possibilitando

que a simulação de seis modelos diferentes fossem realizadas utilizando um algoritmo

de multirresolução adaptativa ou uma malha sem adaptatividade.

Como parte deste trabalho, tem-se a implementação do modelo EGLM-MHD no

código CARMEN, com objetivo de simular a solução do modelo EGLM-MHD, uti-

lizando o algoritmo adaptativo já implementado. O modelo EGLM-MHD passou a

ser a Equação 7 no código CARMEN. Para tal, o código CARMEN foi modificado

de acordo com os seguintes passos

1 Escolheu-se o modelo de Navier-Stokes como base para a implementação;

2 Adicionou-se as variáveis do modelo;

3 Adicionou-se arquivo com a condição inicial;

4 Adicionou-se os parâmetros referentes ao modelo e o cálculo do passo de tempo;

5 Adicionou-se as variáveis ao arquivo de sáıda;

6 Implementou-se função fluxo f́ısico;

7 Implementou-se funções para calcular o fluxo numérico;

– HLL:

i. Implementou-se função para calcular o fluxo HLL.

– HLLD:
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i. Implementou-se função para calcular o fluxo HLLD;

ii. Implementou-se função para calcular estados intermediários U∗ e U∗∗.

8 Implementou-se função para correção do fluxo numérico;

9 Implementou-se função para correção parabólica-hiperbólica nas variáveis no

tempo tn+1.

Para o código CARMEN, foram implementadas as condições iniciais:

1 Condição inicial tipo Riemann 2D, como em Dedner et al (2002);

2 Condição inicial tipo Riemann 1D, como em Miyoshi e Kusano (2005), direção x;

3 Condição inicial tipo Riemann 1D, como em Miyoshi e Kusano (2005), direção y.

e dois diferentes fluxos numéricos: o HLL e o HLLD.

Para compilar o código CARMEN, acessa-se o diretório do código pelo terminal e

utiliza-se o comando make. Para rodá-lo, no mesmo diretório utiliza-se o comando

./carmen. Nesse código, a solução inicial é implementada no arquivo carmen.ini e, os

parâmetros, no arquivo carmen.par. No arquivo carmen.par são definidos parâmetros

como o fluxo numérico a ser utilizado, o modelo a ser simulado, o tempo f́ısico, a

condição incial, a constante CFL, o domı́nio, o ńıvel multirresolução utilizado, o

parâmetro de truncamento ε e a constante γ. A seguir, tem-se uma parte do arquivo

carmen.par.

// Carmen parameter file

// Generated by Carmen Editor

// 1) Time integration ----------------------------------------------

StepNb = 2;

SchemeNb = 1;

PhysicalTime = 0.1000000e-00;

CFL = 3.00000e-01;

ConstantTimeStep = false;

// 2) Solved equations ----------------------------------------------
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EquationType = 7;

// 3) Geometry ------------------------------------------------------

Dimension = 2;

XMin[1] = 0.000000e+00;

XMax[1] = 1.000000e+00;

XMin[2] = 0.000000e+00;

XMax[2] = 1.000000e+00;

// 4) Multiresolution -----------------------------------------------

Multiresolution = true;

ScaleNb = 7;

Tolerance = 8.000000e-3;

// 5) Physics -------------------------------------------------------

Gamma = 1.66666666666666e+00;

Os arquivos de sáıda são criados a partir dos arquivos PrintGrid.h, PrintGrid.cpp

e PrintIntegral.cpp. As funções que calculam os fluxos f́ısicos, fluxos numéricos

e correções de fluxo fazem parte da biblioteca carmen.h. As funções que calculam

os fluxos numéricos, SchemeHLL.cpp e SchemeHLLD.cpp, retornam o valor Result,

referente ao valor obtido com os fluxos e as correções de fluxo, as quais são calculadas

pela função fluxCorrection. A seguir, tem-se trechos de ambos os códigos de fluxo

numérico.

E.2.1 Fluxo HLL

// --- HLL Riemann Solver ---

for(int i=1;i<=QuantityNb;i++)

{

//F_L

if(SL>0.)

Result.setValue(i, FL.value(i));

else if(SR>=0.)

Result.setValue(i, (SR*FL.value(i) - SL*FR.value(i)

+ SR*SL*(RightAverage.value(i) - LeftAverage.value(i)))/(SR-SL));

else if(SR<0.)
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Result.setValue(i, FR.value(i));

}

fluxCorrection(Result, LeftAverage, RightAverage, AxisNo);

return Result;

E.2.2 Fluxo HLLD

// --- HLLD Riemann Solver ---

for(int i=1;i<=QuantityNb;i++)

{

//Flux Function - Equation 66

//F_L

if(SL>0.)

Result.setValue(i, FL.value(i));

//F-star left // FL=FLstar

else if(SLS>=0.)

Result.setValue(i, FL.value(i) + SL*(U.value(i,1) - LeftAverage.value(i)));

//F-star-star left

else if(SM>=0.)

Result.setValue(i, FL.value(i) + SLS*U.value(i,3)

- (SLS - SL)*U.value(i,1) - SL*LeftAverage.value(i));

//F-star-star right

else if(SRS>=0.)

Result.setValue(i, FR.value(i) + SRS*U.value(i,4)

- (SRS - SR)*U.value(i,2) - SR*RightAverage.value(i));

//F-star right

else if(SR>=0.)

Result.setValue(i, FR.value(i) + SR*(U.value(i,2) - RightAverage.value(i)));

//F_R

else if(SR<0.)

Result.setValue(i, FR.value(i));

}

fluxCorrection(Result, LeftAverage, RightAverage, AxisNo);

return Result;

Utilizando os valores obtidos com o fluxo numérico, calcula-se a divergência do

fluxo, valor que é utilizado para fazer a evolução temporal, como apresentada no

Apêndice C. Após a evolução temporal, utiliza-se as variáveis no tempo tn+1 e faz-se
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a correção de divergência livre nessas variáveis e atualiza os valores na árvore. A

variável StepNb é definida como 2, pois utiliza-se um Runge-Kutta 2.

E.2.3 Evolução temporal

for (StepNo = 1; StepNo <= StepNb; StepNo++)

{

// --- Compute divergence ---

Root->computeDivergence();

// --- Runge-Kutta step ---

Root->RungeKutta();

// --- Divergence-free correction ---

if (EquationType == 7) Root->computeCorrection();

// --- Refresh tree structure ---

RefreshTree(Root);

}

Depois do processo de evolução temporal, é realizado o processo de multirresolução
adaptativa, de acordo com o ε escolhido para a simulação. Para isso, utiliza-se a
função Remesh(Mesh). Após o processo de adaptação da malha, cria-se os arquivos
de sáıda e o arquivo carmen.prf, com as informações da simulação, como é posśıvel
observar no seguinte trecho do arquivo main.cpp.

// --- Time evolution procedure ---

if (Multiresolution)

TimeEvolution(Mesh);

else

TimeEvolution(FMesh);

// --- Remesh ---

if (Multiresolution) Remesh(Mesh);

// --- Check CPU Time ---

CPUTime.check();

// --- Write information every (Refresh) iteration ---

if ((IterationNo-1)%Refresh == 0)

{

// - Write integral values -

if (rank==0) PrintIntegral("Integral.dat");
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if (Cluster == 0)

ShowTime(CPUTime); // Show time on screen

//else

if (rank==0) Performance("carmen.prf"); // Refresh file "carmen.prf"

}

As sáıdas referentes à simulação são escritas nos arquivos Average.dat e Mesh.dat,

referentes às médias celulares das variáveis calculadas e à malha adaptativa, respec-

tivamente.
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APÊNDICE F - SOLUÇÃO DE REFERÊNCIA PARA O CASO 2

Neste Apêndice são apresentadas as soluções de referência obtidas com os códigos

MHD-FV e CARMEN. A solução de referência é calculada para uma malha de

2048× 2048, utilizando-se dos mesmos parâmetros utilizados para obter as soluções

teste, como apresentadas nos Caṕıtulos 6 e 9.

As soluções de referência calculadas com o códigos MHD-FV e CARMEN têm os

parâmetros cCFL = 0.3, γ = 5/3, t = 0.1, ch/c
2
p = 1 e condição incial tipo Riemann

2D, como apresentada na Tabela 6.3.
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F.1 Solução de Referência - MHD-FV

(a) ρ, HLL (b) ρ, HLLD

(c) p, HLL (d) p, HLLD

Figura F.1 - Variáveis densidade e pressão para os fluxos HLL (a,c) e HLLD (b,d), res-

pectivamente, em uma malha com 2048 × 2048 células, para tempo t = 0.1,

γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e cCFL = 0.3.
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(a) vx, HLL (b) vx, HLLD

(c) vy, HLL (d) vy, HLLD

(e) vz, HLL (f) vz, HLLD

Figura F.2 - Componentes x, y, z da velocidade para os fluxos HLL (a,c,e) e HLLD (b,d,f),

respectivamente, em uma malha com 2048×2048 células, para tempo t = 0.1,

γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e cCFL = 0.3.

143



(a) Bx, HLL (b) Bx, HLLD

(c) By, HLL (d) By, HLLD

(e) Bz, HLL (f) Bz, HLLD

Figura F.3 - Componentes x, y, z do campo magnético para os fluxos HLL (a,c,e) e HLLD

(b,d,f), respectivamente, em uma malha com 2048×2048 células, para tempo

t = 0.1, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e cCFL = 0.3.
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F.2 Solução de Referência - CARMEN

F.2.1 Resultados: Fluxo HLL

(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.4 - Variável densidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2. Utiliza-se

uma malha adaptativa com 2048× 2048 células no intervalo [−1, 1]× [−1, 1],

cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.5 - Variável pressão aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2. Utiliza-se uma

malha adaptativa com 2048×2048 células no intervalo [−1, 1]×[−1, 1], cCFL =

0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.6 - Componente x da velocidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2.

Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048×2048 células no intervalo [−1, 1]×
[−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c

2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.7 - Componente y da velocidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2.

Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048×2048 células no intervalo [−1, 1]×
[−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c

2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.8 - Componente z da velocidade aproximada com o fluxo HLL para o Caso 2.

Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048×2048 células no intervalo [−1, 1]×
[−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c

2
p = 1 e t = 0.1.

149



(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.9 - Componente x do campo magnético aproximada com o fluxo HLL para o

Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048×2048 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.10 - Componente y do campo magnético aproximada com o fluxo HLL para o

Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048×2048 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.

151



(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.11 - Componente z do campo magnético aproximada com o fluxo HLL para o

Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048×2048 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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F.2.2 Resultados: Fluxo HLLD

(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.12 - Variável densidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso 2. Utiliza-se

uma malha adaptativa com 2048×2048 células no intervalo [−1, 1]× [−1, 1],

cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.13 - Variável pressão aproximada com o fluxo HLLD para o Caso 2. Utiliza-se

uma malha adaptativa com 2048×2048 células no intervalo [−1, 1]× [−1, 1],

cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.14 - Componente x da velocidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso

2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 × 2048 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.15 - Componente y da velocidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso

2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 × 2048 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.16 - Componente z da velocidade aproximada com o fluxo HLLD para o Caso

2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048 × 2048 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.17 - Componente x do campo magnético aproximada com o fluxo HLLD para o

Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048×2048 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.18 - Componente y do campo magnético aproximada com o fluxo HLLD para o

Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048×2048 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.

159



(a) ε = 0.01 (b) ε = 0.005

(c) ε = 0.001

Figura F.19 - Componente z do campo magnético aproximada com o fluxo HLLD para o

Caso 2. Utiliza-se uma malha adaptativa com 2048×2048 células no intervalo

[−1, 1]× [−1, 1], cCFL = 0.3, γ = 5/3, ch/c
2
p = 1 e t = 0.1.
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APÊNDICE G - MR PARA VALORES PONTUAIS

Considere a hierarquia de um intervalo unitário de malhas diádicas uniformes

Xj = {xj,k = k2−j, k = 0, · · · , 2j}

com espaçamento 2−j. Como mostrado na Figura G.1, isso significa que para ir de

Xj para uma malha mais refinada Xj+1, deve-se adicionar a Xj novos pontos médios

(2k + 1)2−j−1 entre os pontos antigos k2−j e (k + 1)2−j, reduzindo pela metade o

tamanho do passo.

Figura G.1 - Malha diádica em um intervalo. Fonte: Domingues et al (2011).

Nessa geometria, em cada ńıvel j, o operador de discretização Dj : f → fj associa

uma função cont́ınua f(x), em um intervalo [0, 1], a um vetor fj, o qual é formado

pelos valores amostrados fj,k = f(xj,k) dos pontos em Xj.

Para fazer o intercâmbio de informações entre dois ńıveis consecutivos j e j + 1, os

operadores de projeção e predição são necessários:

Pj+1→j : fj+1 → fj

Pj→j+1 : fj → f̃j+1

O operador de projeção parte do ńıvel j+1 para o ńıvel j fazendo apenas decimação,

i.e.,

fj,k = fj+1, 2k.

O operador de predição é mais sutil, pois, utilizando o conhecimento dos valores

amostrados em Xj, obtém-se os valores estimados f̃j+1,k ≈ fj+1,k para os locais com
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ı́ndice ı́mpar em Xj+1.

G.0.3 Interpolando Predições

As principais propriedades requeridas para o operador interpolador de predição são

1 Nos pontos antigos, os dados são preservados: f̃j+1,2k = fj+1,2k.

2 O cálculo de f̃j+1,2k+1 requer apenas as amostras fj,m em uma vizinhança fechada

xj+1,2k+1. (Localização)

3 A predição é exata para polinômios de um grau prescrito. (Reprodução de

polinômios)

Um interesse particular surge, considerando as predições obtidas por interpolações

feitas com polinômios de Lagrange. O exemplo mais simples é dado por uma inter-

polação linear

f̃j+1,2k+1 =
fj,k + fj,k+1

2
. (G.1)

Geralmente, para esquemas de ordemM , a idéia é definir f̃j+1,2k+1 pela estimativa em

xj+1,2k+1 do polinômio p(x) de grau M−1, o qual interpola fj,m nos M pontos xj,m ∈
Xj que estão o mais perto posśıvel de xj+1,2k+1. Está claro que tal procedimento

reproduz polinômios de grau M − 1. O esquema é ilustrado na Figura G.2, para

M = 2.

Distante da fronteira do intervalo, e até mesmo para M = 2L, tem-se o esquema

clássico de subdivisão iterativa (DESLAURIERS; DUBUC, 1989), em que o estêncil

interpolador é centrado em torno de xj+1,2k+1, ou seja, xj,m, −L ≤ m ≤ L. Para

exemplificar, considera-se o caso de interpolação cúbica (M = 4). No meio do inter-

valo, tem-se a fórmula

f̃j+1,2k+1 =
9

16
(fj,k + fj,k+1)− 1

16
(fj,k−1 + fj,k+2), 0 < k < 2j.

Próximo à fronteira da esquerda, em xj+1,1, escolhe-se o estêncil interpolador

xj,m, m = 0, 1, 2 e 3, resultando em

f̃j+1,1 =
5

16
fj,0 +

15

16
fj,1 −

5

16
fj,2 +

1

16
fj,3, (G.2)
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e, na fronteira à direita, em xj+1,2j+1−1, escolhe-se o estêncil interpolador xj,2j−m,

m = 0, 1, 2 e 3 e inverte-se a fórmula para obter

f̃j+1,2j+1−1 =
1

16
fj,2j−3 −

5

16
fj,2j−2 +

15

16
fj,2j−1 +

5

16
fj,2j . (G.3)

Figura G.2 - Predição utilizando a interpolação linear. Essa operação insere valores apro-

ximados em/entre os valores antigos.

G.1 Transformada MR

A análise multirresolução para valores pontuais é constrúıda utilizando interpolação

de predições. A diferença de informação entre um ńıvel j e o ńıvel acima j + 1

ocorre nos pontos novos xj+1, 2k+1 ∈ Xj+1 \Xj. Portanto, para medir esses detalhes,

os coeficientes dj,k são definidos como erros de predição em tais localidades, como

indicado na Figura G.3.

Se esse procedimento for feito J vezes, do ńıvel J−1 ao ńıvel 0, obtém-se os detalhes

dj e o sinal f0 no ńıvel menos refinado da hierarquia, como mostra a Figura G.4. Na

Figura G.5, a estrutura do processo reverso é mostrada, a qual se inicia por f0 e dj,

j = 0, · · · J − 1, e recupera fJ .
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Figura G.3 - Coeficiente wavelet como sendo o erro de predição no caso linear.
Fonte: Domingues et al (2011).

Figura G.4 - Estrutura do algoritmo de análise. Fonte: Domingues et al (2011).

G.1.1 Análise - fJ → fMR
J = (f0, d0, . . . ,dJ−1)

Para j = J − 1, . . . , 0, dado fj+1:

a) Faça a projeção: Pj+1→j : fj+1 → fj

b) Faça a predição: Pj→j+1 : fj → f̃j+1

c) Calcule erros de predição: dj,k = fj+1,2k+1 − f̃`j+1, 2k+1
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Figura G.5 - Estrutura do algoritmo de śıntese. Fonte: Domingues et al (2011).

G.1.2 Śıntese - fMR
J = (f0, d0, . . . ,dJ−1) → fJ

Para j = 0, . . . , J − 1, dado fj, dj:

a) Faça a predição: Pj→j+1 : fj → f̃j+1

b) Calcule fj+1

fj+1, 2k = fj,k

fj+1,2k+1 = dj, k + f̃j+1, 2k+1

G.2 Indicador wavelet de regularidade local

Como erros de interpolação, os coeficientes wavelet contém informações acerca da

regularidade local de uma função analisada f(x). Por exemplo, denotando por Ij,k o

menor intervalo contendo o estêncil de interpolação usado para calcular f̃j+1,2k+1, a

teoria de aproximação por interpolação polinomial declara que , para 1 ≤ s ≤M−1,

existe uma constante K = K(s, M) tal que a estimativa

|dj,k| ≤ K2−(s+1)j max
ξ∈Ij,k

|f (s+1)(ξ)|

vale para funções f ∈ Cs(Ij,k), tendo derivada limitada de ordem s+ 1.

Esse resultado pode ser usado para estimar o grau de regularidade de uma função em

uma certa localidade, analisando a taxa de decaimento de magnitude dos coeficiente

wavelet associados aos pontos em tal região.
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G.3 Contexto funcional

Para discretizações por valores pontuais, pode-se definir as decomposições de multir-

resolução do ponto de vista funcional, como descrito na Equação 7.1. Os valores

pontuais da malha podem ser interpretados como

fj,k = f(xj,k) =< f,Φ∗j,k >,

em que Φ∗j,k é a distribuição delta em xj,k. Pela definição de wavelet dual Ψ∗j,k tal

que

dj,k = fj+1,2k+1 − f̃j+1,2k+1 =< f,Ψ∗j,k >

o que implica em

Ψ∗j,k = Φ∗j,2k+1 −
∑
m

hkmΦ∗j,m,

em que hkm são os coeficientes da predição interpoladora, tal que

f̃j+1,2k+1 =
∑
m

hkmfj,m.

Por exemplo, nas localidades centrais ao intervalo, tem-se hkm = {1/2, 1/2} para a

interpolação linear e hkm = {−1/16, 9/16, 9/16, −1/16} para a interpolação cúbica.

A definição das funções básicas principais Φj,k e Ψj,k baseia-se na convergên-

cia do operador de predição. Uma predição interpoladora é dita convergente se,

para qualquer sequência inicial sj = (sj,k), existe uma função cont́ınua sj(x), tal

que sj(x`,k) = s`,k, para ` ≥ j, em que s` é definida pela subdivisão iterativa

s` = P`−1→`s`−1. Essa propriedade vale para predições feitas por interpolação uti-

lizando polinômios de Lagrange de grau M − 1. Permite-se que a função básica

Φj,k(x) seja definida por um esquema de subdivisão iterativa de uma sequência de

deltas de Dirac sj,m = δ(k −m), o que significa que Φj,k(x) satisfaz a propriedade

de interpolação, i.e.,

Φj,k(xj,m) = δ(k −m).

A relação de escala

Φj,k(x) =
∑
m

ck(m)Φj+1,m(x),

em que ck(m) = Φj,k(xj+1,m), é uma consequência do fato de que as funções, em

ambos os lados, coincidem em Xj+1. Observa-se que os coeficientes de escala são
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ck(2m) = δ(m − k) e ck(2m + 1) = hmk . Além disso, as seguintes propriedades são

válidas, como em Donoho (1992),

• A regularidade aumenta com grau de interpolação M − 1.

• Distante das fronteiras, Φj,k(x) = φ(2jx − k), em que φ = ϕM é a função

fundamental Dubuc-Deslauriers.

• Φj,k(x) tem um suporte compacto, com tamanho do suporte |supp(Φj,k)| =
O(2−j) aumentando com M .

Definindo os subespaços funcionais

Vj = span{Φj,k(x), k = 0, · · · , 2j} ⊂ C[0, 1],

por construção, tem-se Vj ⊂ Vj+1. Para funções f ∈ C[0, 1], considera-se a sequência

de aproximações

fj(x) =
∑
k

fj,kΦj,k(x),

a qual corresponde aos operadores de interpolação de f em Vj. Pode-se provar que

||fJ ||∞ ≤ C||f ||∞,

||f − fJ ||∞ → 0, as J →∞.

Considera-se as wavelets Ψj,k(x) = Φj+1,2k+1(x) como as funções escala associadas

aos pontos xj+1,2k+1 ∈ Xj+1 \Xj e ao espaço

Wj = span{Ψj,k(x), k = 0, · · · , 2j − 1},

o qual é formado pelas funções em Vj+1 que desaparecem em Xj. Portanto, isso

resulta que Vj+1 é a soma direta dos espaços Vj e Wj. E desde que as diferenças entre

duas reconstruções consecutivas fj+1(x) − fj(x) tendem a zero em Xj e coincidem

com dj,k = fj+1,2k+1 − f̃j+1,2k+1 em Xj+1 \ Xj, tem-se a representação bi-ńıvel da

soma direta por

Vj+1 = Vj +Wj,∑
k

fj+1,kΦj+1,k =
∑
k

fj,kΦj,k +
∑
k

dj,kΨj,k.
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Figura G.6 - Decomposição bi-ńıvel para análise multirresolução in-
terpoladora para j = 4, associada à predição linear.
Fonte: Domingues et al (2011).

A Figura G.6 ilustra a decomposição bi-ńıvel para análise multirresolução interpo-

ladora para j = 4, associada à predição linear.

Aplicando essa decomposição iterativamente, as transformadas multirresolução di-

reta (análise) e inversa (śıntese) são associadas à representação multirresolução

VJ = V0 +
J−1∑
j=0

Wj, (G.4)

∑
k

fJ,kΦJ,k(x) =
∑
k

f0,kΦ0,k(x) +
J−1∑
j=0

∑
k

dj,kΨj,k(x). (G.5)

G.4 Compressão de dados

Dados os valores pontuais fJ no ńıvel mais refinado J , depois da etapa de análise da

transformada MR, eles podem ser representados como

fMR
J = (f0, d0, · · · , dJ−1).
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Dados o limiar de truncamento εj, a compressão de dados é obtida pelo operador de

truncamento

T εj,k =

{
0 se |dj,k| ≤ εj,

dj,k caso contrário.

As duas principais propriedades do operador predição, chamadas localização e re-

produção polinomial, têm uma consequência imediata no tamanho dos coeficientes

wavelet nas regiões suaves. Por exemplo, para funções como as mostradas na

Figura G.7, é esperado que a representação multirresolução comprimida

fMR,ε
J = (f0, dε0, . . . ,d

ε
J−1)

tenha um número reduzido de termos que não desaparecem.

(a) (b)

Figura G.7 - A função f(x) (a) e a posição dos coeficientes wavelet significantes |dj,k| ≥
1 · 10−3 (b).

Para o método de Representação de Pontos Esparços (SPR), no contexto dos méto-

dos de diferenças finitas, a idéia principal é utilizar os coeficientes wavelet em uma

representação multirresolução de valores pontuais da solução para construir malhas

adaptativas: utilizar células menos refinadas nas regiões onde os coeficientes wavelet

são pequenos (e a solução é suave) e refinar onde esses coeficientes são significantes.

Essa técnica é introduzida por Holmström (1997).
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G.5 Estabilidade

Existe um outro aspecto-chave na compressão wavelet: depois da aplicação da trans-

formada MR inversa no dado comprimido fMR,ε
J , como fazer a comparação dos va-

lores reconstrúıdos f εJ com os valores originais? Nota-se que uma perturbação nos

coeficientes wavelet no ńıvel j é transmitida para ńıveis mais altos após sucessivas

predições. Tais perturbações poderiam ser amplificadas incontrolavelmente por esse

processo?

No contexto da convergência de esquemas de subdivisão, o resultado de estabilidade

é mantido (ver Harten (1996), Seção 3.C)

||fJ − f εJ ||∞ ≤ C
J−1∑
j=0

εj.

G.5.1 Análise MR para valores pontuais em dimensões superiores

Em dimensões superiores, os esquemas de multirresolução para malhas cartesianas

podem ser obtidos ao fazer os produtos tensoriais dos esquemas unidimensionais.

Por exemplo, no domı́nio quadrado [0, 1]× [0, 1], iniciando-se a partir de X0, que é

o ńıvel menos refinado, a hierarquia de malhas uniformes Xj, j ≥ 1 é

Xj =
{
xj,(k,m) = (k2−j,m2−j), 0 ≤ k ≤ 2j, 0 ≤ m ≤ 2j

}
.

Como indicado na Figura G.8, o refinamento diádico Xj+1, é obtido pela inclusão

de novos pontos médios (2k∆`+1
x , (2m+ 1)∆`+1

y ), ((2k + 1)∆j+1
x , 2m∆j+1

y ), e ((2k +

1)∆j+1
x , (2m+ 1)∆j+1

y ). Para a discretização

fj,(k,m) = f(xj,(k,m))

tem-se o operador de projeção

fj,(k,m) = fj+1,(2k,2m).

A aplicação do produto tensorial da interpolação de predição correponde à inter-

polação 1D na direção x para calcular f̃j+1,(2k+1,2m) e na direção y para calcular

f̃j+1,(2k,2m+1). Finalmente, f̃j+1,(2k+1,2m+1) é obtida pela interpolação 1D na direção
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Figura G.8 - Malhas diádicas uniformes: o śımbolo ◦ representa os pon-
tos em Xj , enquanto • representa os pontos em Xj+1 \ Xj .
Fonte: Domingues et al (2011).

x dos, já calculados, valores interpolados f̃j+1,(2s,2m+1). Então, os coeficientes wavelet

são definidos como erros de predição (interpolação)

d
(1)
j,(k,m) = fj+1,(2k,2m+1) − f̃j+1,(2k,2m+1)

d
(2)
j,(k,m) = fj+1,(2k+1,2m) − f̃j+1,(2k+1,2m)

d
(3)
j,(k,m) = fj+1,(2k+1,2m+1) − f̃j+1,(2k+1,2m+1)

As tranformadas MR em 2D herdam da abordagem 1D as propriedades de cancela-

mento de polinômios por coeficientes wavelet, localização e estabilidade, e os coefi-

cientes wavelet podem ser usados como indicadores de regularidade. Esse prinćıpio

é utilizado na construção da SPR das funções 2D: apenas os valores pontuais corres-

pondentes aos coeficientes wavelet significantes são mantidos na malha adaptativa.
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