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i Base& on Bayesian Ihfbréﬁce, a confidence interval for the
failure rate of the Weibull distribution is obtaired. The possibility of
‘a elassteal inter?retation for the results is alse studied. Numerical
- methods and computer simulation are used, and confidence limits based on

sufficient statistics are thus det_emir';ed. Through a test, it is ghoum
| that one can also obtain results tﬁat may be intefpreted by a classical‘
point'of view, despite that no warranties fbr suchk are give by existing

theories.
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CAPTTULO 1
INTRODUCAOD

0 presente trabalho tem por finalidade apresentar um estudo
relativo a dqterminagﬁo de um intervalé-de confianga Bayesiano para a fun-
cac “taxas de fa1ha§" correspondente a distribuiczo de Heibu1l e a investi

‘gacdo dos limites de confianga com respeito a propriedade de frequencia re
Jativa ("frequentista") da estastfica classica. Com fe]agEo a tal investi
- gagao, sera verificado se o intervalo obtido por metodos Bayesianos € pas-
sivel de sofrer uma interpretagao ﬁé]o.ponto de vista da estatfsticg clas-

sica.

Serao u§ados para a elaboragao do traba]ho, essencialmente
‘metodos' referentes a Estatistica Bayesiana, metodos numericos e a simula- -
fﬁo por cohputador. Depreehde—sé pelo exposto acima que»SErS feito aqui
uma tentativa de utilizar o computador para o calculo de limites de con-
fianca juntamente com os metodos numericos, os quais muitas vezes dependem
de grande numero de iteragoes a fim de melhorar suas aproximagbes e consef
guentemente da répidez de cEléu]o, que & proporcionada pelos modernos Sis-

temas cientificos de processamento eletronico.

0 brocesso aqui elaborado e de tal forma que, a partir' de
um conjunto de observagoes a respeito de uma varidvel aleatoria "tempo de-

duracao do elemento", sao determinados limites de confianga a um determina



do nivel de significancia para a funcio "taxa de falhas" "da distribuic3o
de Weibull,-a qual, como sera posteriormente detalhado, permite calcular
wa indicador aproximade para a falha de um elemento em um dado intervalo
. de tempo. De uma maneira geral, o processo pode ser me‘hcf visué]izado_ a-

travas do esquema abaixo:

- ogservagﬁes feitas - limites de confianca a
- nivel de signifi- um determinado nivel
cancia . ' de significancia

PROCESSAMENTO , —

fig, 1.7 - Ilustragao t{ipo Entrada/Saida para o presente trabalho

Sera observado durante a leitura do trabaiho que o mesmo a-.
“pesar de ser essenciaimente de natureza teorica (pela pretensdo de contri-
buir ao campo da inferencia estatistica), péssui urma larga.apiicagﬁo prati
.cé, pois tera como "output® um programa elabdrado em linguagem - FORTRAN,
prcjetado.para o computador B-G?OO em atual funcionamento no INPE. Tai pro
gréma Ségue 0 mesmo esquema da Fig. I;l ou seja, tera por entrada um con-
jurto de observagoes e fornecera Qm intervalo de confianca para-a "taxa de

falhas" da distribuicdo de Weibull.

.Prgtende ser tambam original no séhtfdo_de constituir-se em
um metodo para a obtengEo de limites de confianga baseados em estat¥sticas
suficientes (o que nao & possivel de se obter mediante a utilizacdo da es-
tathticalc1§s§ica), através da utilizagdo de simulagao e métodos numéri-

Cos.




Este trabalho & composto ao todo de seis capitulos e tres

apendices, de acordo com a ordem abaixo apresentada:

I. Introdugao
II. Consideracoes Gerais

. II1. Metodologia
IV. Computacao
V. Aplicagao
VI. Conclusao

‘Apendice A
Apendice B

Apendice C

No segundo_cathu]o e apresentado o prob]éma de uma formé
global e sao aprecentados alguns aspectos importantes levados em considera
¢ao neste trabalho. Tambem e realizada nesta parte, a investigagao concer-
‘nente a propriedade frequentista'do intervalo. No terceiro capitulo & apre
sentado todo o processo de oﬁten(;‘é;o ‘do intervalo de confianga e equi\}a]e ao
ao bloco "Processamento"” da Figura I.1. A segufr {capitulo IV) s3o expli-
cadosAalguns'ashecfos referentes ao programa glaborado, bem como a sua uti
lizagﬁd pbr parte do usudrio. No capitulo V & feito um exemplo.de aplica-
¢ao do processo descrito e s3o apresentados copias dos resultados forneci-

.dos através do computador. Finalmente s3o apresentadas algumas considera-



coes finais {capitulo VI) e ot apendices, os quais se dividem em:

Apendice A apresentacio dos principais conceitos e definigoes re-

ferentes a metodos estatYsticos.

demonstragees formais dos resultades obtidos no decor-

Apandice 8
rer do trabalho e descrigao dos metodos numericos uti-

1izados.

Apendice C apresentacac do testé por simulagao para verificar se

o intervalo obtido possui a propriedade "freguentista'.
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CAPTTULO 11

CONSIDERAGDES GERAIS

Nesta parte procurar-se-a apresentar, por um enfoque glo-
bal, o trabalho aqui desenvolvido, a fim de possibilitar ao leitor uma me

Thor compreensio da metodologia a ser apresentada posteriormente.

Orobjetivo do preSente trabalho & o de determinar um inter
valo de confianca Bayesiano para a funcao "taxa de falhas" proven{énte da .
~ distribuigdo de Weibull, através de matodos numericos e simulacdo. Tambem
pretende-se aqui fazer uma ligeira investiéagio relacionada a propriedade 1
“frequentista” do intervalo obtido. Cabe 6bservar que 0 termo simu(agﬁov
foi aqui:uti1izado no ﬁentido de rgpresentar a ‘geragao de variaveis alea-
fﬁrias através de um computador digital. A propriedade “frequentista" aci -
-ma mencionada representa a proﬁriedade caracteristica dos iﬁtervalos de
confianga obtidos atraves da estathtica classica, a.qual afirma que os.
limites determinados deverao conter o verdadeiro valor do parametro em
cerca de {% das repeticoes realizadas (onde y representa o nivel de signi:
-'ﬂfi#éﬁtja-ptjliiédgiina]Lffabé1ho-tamBEm"ﬁretehdé'seruma tentativa de u-
ti]izégﬁd do cpﬁgﬁ¥ador elefrﬁﬁico parérdetermihar limites de confianga
em ;asoé'onﬁe fﬁ] determinacao ou nao e possivel pelos matodos conhecidos

ou € excessivamente dificil de ser realizada.



A aplicagao do mé;bdo Bayésiano para inferencias estgt?spi
cas pressupoe a uti]izag%orde.uma prebabilidade “a priori®. MNeste traba-
Tho, sera utilizada uma particular distribuigao "a priori® que permite iﬁ
vestigar a regpeito da propriedaﬁe "frequentista™ do intervalo obtido. En
tretanto,‘deve ser observado gue o matodo agui apresentado pode ser Basgg

do em outras distribuigoes "a priori", asrquais nao necessariamente permi
tirao investigar o resultado obtido através do pontq.de vista da estatis-
A‘tica classica, ou seja, snalisar a propriedade "freqﬂentista“ do interva-
lo obtido, Assim sendo, deve ser esclarecido que o objetivb principal do
preseﬁte trabalno 7 o de apresentar um metodo para a determinagac de 1imi
tes de confianga para a funcao "taxa de falhas" da distribuigﬁo de Yeibull,

A escolna da particular distribuigac "2 priori" € que permitiu realizar a

investigacao acima descrita.

- A funcao para a qual ha interesse em se determinar 0 inter
vé]orde confianca ou seja, a "taxa de falhas", foi aqui‘esco]hfda devido
a sua larga utilizagao na Téoria da Confiébi]idade de Sistemas (vide Apen
dice A). Nao obstante, outras funcOes tais como a media e a variancia da
distribuicdo de Weibull sdo passiveis de sofrer iaéntico estudo e o meto-’
do aqui proposto aplica-se igualmente as mesmas. A razao de ter sido uti-
lizado o metodo de inferencia Bayesiano & que, pafa o caso da distribui-
¢ao de Weibull, os métodes classices nao proporcionam estimativas sufi-
cientes para os parametros. Assim sendo, considere-se o método da maxima
verossfmi]hanga, 0 qual apresenta uma sdrie de caracteristicas com rela- -

¢ao aos estimadores, tais como:
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. $30 assintoticamente = eficientes
. Sao consistentes

. sao fungoes de estatisticas suficientes (se estas existem)

E exatamente para esta Ultima propriedade que nossa atengzo se  voltara.

Considere-se por exemplo, a fungao de densidade normal N(u, o):

f(X, U, 0) = ""'_‘]"'—"_ EX-PI:“(X’}_I)zfzo'Z:t 3 ~m< X <t
_ o /2 :

Neste caso, os estimadores de maxima verossimilhanca para y e ¢ sao res

pectivamente:
)
X
§sXs= !
n
n
-2
1 (%;5-x)
g =
: n

. n
0s quais sdo fungoes da estatistica suficiente ( ] x;). Considere-se ago-

ra a fungao de densidade de Weibull W(x, a, 8}:

£(x, o, 8) = gx) EXP[—(_x/u)B]/aB . a>0,8>0, x>0

Ao tentar obter os estimadores de ¢ e g pelo método da maxima verossimi-

Thanga, defrontamo-nos com um sistema de equagoes transcendentes, . onde
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nio e possivel explicitar o ¢ 8 como funcao de uma. estatistica suficiente.
Realmente, pelos metodos classicos nao se conhece alguma maneira de cbter
estimativas baseadas em estatTsticas suficientes para os parametros o e B
da distrituicao de Weibuil e também para funcoes destes parametros. Assim
sendo, ha interesse em determinar um processo ¢ qual se utilize de esta
tisticas suficientes para a determinacao de limites de confiaﬁga. Sera
visto, quando da apresentacao da metcdologia, que o matode Bayesiaﬁo e ba

seado em estatisticas de ordem, as quais sao suficientes.

Como mencionado antefiormente, a escoltha da  distribuicdo

' de probabilidade “a priori® permite investigar o intervale obtido, sob o
ponto de vista classico, isto E, com re1a§3015 propriedade frequentista.
A distribuicac "a priori” aqui utilizada foi a uniforme, tendo em vista

0s seguintes aspectos:

. representa o caso onde nada se conhece aprioristicamente com res-
peito a inferencia que vai ser feita. Isto naturalmente represen-

ta 0 caso mais comum na vida real

. permite investigar a propriedade "frequentista" do intervalo de

confianga a ser obtido.

Contudo, deve ser lembrado que o método aqui proposto aplica-se igualmen-
te a outras distribuicbes “a priori", sem no entante permitir necessaria-

~ mente uma analise "frequentista".



A sequir sérEo.qprésentados alguns pontos julgados impor-

tantes para o presente trabalho, os quais foram objeto de estudo:

- Censura sobre as observagoes:

Quando de um experimento real a-respeito do tempo de dura-
¢ao de um determinado elemento, acontece muitas vezes o que & tecnicamen-
te chamado de censura nos resultados obtidos; Ta1 censura resulta em in-
formagoes incompletas a reSpeito'dos dadbs e como exemplo, Suponha-se que
esteja sendo feito um exberimento a respeito do tempo de vida de 100 lam-
padas ‘e o observador & um funcionirio que trabalha durante 12 horas . por
dia. Sonnhamos que ao fim de 12 horas queimaram-se 95 lampadas em tempos
diversos e o observador retirou-se deixando 5 lampadas ainda em teste, No
~outro dia foi observado que todas as 5 1zmpadas haviam'se queimado. Este
e um caso de perda parcial de informacao pois sabe se apenas que o tempo
- de duragao das 5 lampadas restantes € maior do que 12 horas, mas nao &
possivel determinar o tempo exato de duragao. Assim sendo, verifica-se -
que a censura consiste em um mecanismo que atua sobre o processo de obser
vaqip dos dados, resultando em informagﬁes‘incompletas, ou seja, fazendo
com que a]guma§ das observacoes nao sejam éxatamente conhecidas. Observa-
se que este & um caso bem frequente na vida real e os metodos estatisti-
- cos conhecidos nao o consideram quando da sua utilizagao. Existem diver-

sos tipos de censura, que sao os seguintes:™

* feita a htpotese (para todos os tipos de cer.sura) de que todas as ob-
servag:oes se intciam em um mesmo terpo (ty).
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- tipo 1 - quando o experimeﬁtd termina apos o tempo ty s sob quais-
quer circunstancias

- Exemplo: suponha que sao feitas 5 obﬁervagﬁes a respeité

do tempo de duraééo de um elementd, de acorde com o grﬁfi

co abaixo:

Observacoes -

{(?)

*

: “Tetpo  (t)

Fig. I1.1 - Exemplo de distribuicao do tempo de
duragao - censura tipo 1

- tipo Il - quando o experimento para apas a k-esima falha
Exemplo: suponha que estdo sendo -observados § elementos,
cujos tempos de duracao sac dazdos pelo grafico abaixo:

(seja -k = 2)
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Observagces

.

=,

tq _ 7 tempo (t)

Fig. 11.2 - Exenplo de Distribuigao do tempo de duragao -
censura tipo II )

Existe uma variacio sobre a censura tipo I1,.a qual & cha-
- mada de censura tipo 11 progressiva, onde 0 experimento péra apos a k-ési
ma fatha e pode recomécar apos m observagoes censuradas. Este e um  tipo
~ mais geral, o qual contém o de tipo II. Considgré-Se pof exemplo, 5 obser

vagoes, k = 2 em = 2:

Observagoes

¥

ty " tempo (t)

Fig. 11.3 - Exemplo de Distribuicao do tempo de duragac -
' . censura tipo I1 progressiva '



“12 -

- Arbitraria - quands nao existe nenhuma maneira pré-determinada de
realizar a censura, como por exemplo nc caso do obser
vador ter que terminar o experimento por uma ordem 55{

perior. ’ .

0 estudo dos diverscs tipos de censura permite concluir que
apenas o de tipo II permite conservar fixo o nimero de observacoes nao
~ censuradas (ou cénsuradas) durante varias repeticoes do experimento, o que
ndo & viavel para a censura tipo I (por ser impossivel prever o ntmero de
observégﬁes censuradas) assim como para a arbitraria. Assim sendq, desde
qua se esta interessado em investigar a propriedade "frequentista" (o qual
necessita da ideia de repetigdo do experimento) e com a cemsura de tino
II permite corhecer o numero de observacoes censuradas, sera este 0 tino
aqui escolhido para poster1or estudo. Tal escolha porém deve se apenas ao
fato de se estar aqui interessado em investigar a propriedade “frequentis
ta" e, para 0 caso de nao haver tal interesse (ou seja, guando usadas ou-
tras distribuigoes "a priori“ que nao a uniforme) podeéﬁo ser considera-

“dos quaisquer dos tipos de censura acima descritos.

- Investigagao da pronriedade frequentista

A fim de analisar o aspecto referente @ interpretagao do
intervalo de confianga obtido pelo ponto de vista da estatTstica classica
(ou seja, investigar a respeito da propriedade "frequentista"), o caminho

mais natural seria o de utilizar o metodo classico de inferencia. Porém,
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como.js foi.dito anteriormente, este n3o conduz a limites de confianga ba
seados em estatTsticas suficientes e portanto utilizou-se de um outro ca-
hinho, que foi o da inferencia Bayesiana juntamente com o método fiducial
(para melhor descrigao vide Apendice A). A situagao podé melhor ser apre-

sentada pelo seguinte esquema:

(:) Metodo ' _ Propriedade
Classico "Frequentista"
‘(:j Metodo
Bayesiano

Fig. I1.4 - Ilustragao do'métodd de inveétigagio utilizado

Para iniciar tal investigacao, torna-se necessaria a utili

zacao de um teorema devido a Hora e Buehler (1966):

- Teorema de Hora & Buehler:

Sejam (8, o) parametros de posicao e escala com densidade

fiducial e seja y uma funcdo destes parametros. Se:
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i) $(2, o) ‘@ invariantemente estimavel;
i) P[w(e, a) < E] =y possui uma unica solucac para cada y;

iii) ¢(ad + b, ac) cresce sempre que y(s, o) cresce, entgo o inter
valo de confianga para w(6., o) possui a propriedade “frequen-

tista"

Observa-se que a fim de aplicar o teorema, torna-se neces-

sario verificar as seguintes condigoes:

a) os parametros cuja fungao sera estimada devem ser de posicao
e eséa1a. | |
Definicdo: Parametros de posicao e escala - s3o aqueles que re
presentam-a localizacao e a dispérsao de uma distri
buicao {por exemplo, a m2dia e o desvio-padrao). A
condicao para que-séjam de posicao e escala & que
os meskos provenham de uma distribuicao de uma varia
vel aleatdoria x com a seguinte funcao de densidade:
1 x-8

f(X, B, c) = " h(—;—).

b) (e, o) tenha densidade fiducial (para melhor entendimento, vi

de fApendice B).
- Considere-se a distribuicao de Weibull, onde

. f(t, a, 8) = gtd] Exp[-(t/a)f"’]/us; «>0;8>0;t>0 (11.1)

(fungao de densidade)
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F(t, a, B) =1 --EXP[;(;é—)B] ~ (fung@o de distribuicao) - (II.2)
Ora, pela simp1és inspecac a expressao (1) conclui-se que os = parametros

(¢, B) nao s3o de posigao e escala. Sejam-porem, as sequintes transforma-

coes bi-univocas:

7 = Int.
8 =_£na
o =1/8

-Isto resulta (vide demonstracao no Apendice B) na seguinte fungao de den-
sidade: |

Z-8 -
f(z,le, a) =-—l— [EXP(-e ¢ )EXP(Z—;‘?-] ,

a quai & chamada de fungao de aensidade da distribuicio do valor extremo.
Observa-se portanto que (8, o) sao.parametros de-posigﬁo e escala, 05
quais s3o transformacoes bi-unTvocas dos parametros originais-(d,.é). Com
relacao a sequnda condigao e provado (vide Apendice B) que a  -densidade

conjunta "a posteriori® de (6, o) € fiducial para a distribuicao . “a
priori® de —%—, a qual corresponde a uniforme (é%), de acordo com as trans

formagoes acima apresentadas.

Assim sendo, ao se considerar os parametros (8, ¢), tem-se
‘as condigoes necessarias para a aplicagao do teorema de Hora e Buehler; o-

'dUal necessita que a funcdo obedeca as condigoes (i), (ii) e (iii). E hqg



trads {Apendice B) que 2 funcao eﬁuivaiente a “taxz de falhas" (em terﬁos
de 8, o) nao & "invariantemente estimavel" e portanto torna-se desnecessa
rio examinar as conHiQEes seguintes do teorema, poisrobserva-se gue 0 mgé
Mo nao garanté a existencia da p}opriedade "frequentista®. Em assim sen
do,'verif%ca-se que a teoria ex%stehte nio garante a interpretagﬁo 7pe\a
estatistica classica, do intervalo cbtido para a fungao "taxa de falhas".
Porém, como o teorema de Hora & Buehler & da forma (A = B) e como se sa-
“be por um principio de 18gica que (A = B) & falsa, & feito um teste por
simulagao (o qual encontra-se apresentado no Apendice C) ﬁara verificar
se 0-{ntervalo éaQesiano obtido & passivel ¢e sofrer uma interpretacao
classica. Comb tambem pode ser visto no Apendice € o teste realmente hos-
trou a propiriedade "freguentista" para O intervalo cbtido e isto represen
ta uma indicagao de que se conseguiu uma maneira de obter um intervalo que
;atisfizasse tal prcpriedade. Nao obstante, o resultado obtido deve ser-
vir para mostrar que a teoria relativa a esse aspecto deve ser ainda mais
aprotundada, visto que a mesma € bastante recente e por'c&msegﬁinte deve

ser objeto de um mais intenso estudo.

Dessa maneira, foi apresentada a iﬁvestigag&o a respeito
da propriedade "frequentista" do intervalo de confianga para a "taxa de
falhas" da distribuigao de Weibull e a seguir sers apresentado a metodolo
gia de obtengao dos limites de confianga Bayesianos; a qual constitui o

objetivo primordial do trabalho ora apresentado.



CAPTTULO 111

METODOLOGIA

De acordo com 0 que foi dito na Introdugao, o pfocesso aqul
apresentado terz como Entrada'um conjﬁnto de observagoes {censuradas de
tipo 1I) e por saida um determinado intervalo de éonfianga para a “taxa

: de falhas". Seri Qisto que aqui uti]izaremoé apenas a distribuigao esta-
- tistica de'weibuil, mas que deve ser 1embréda_a intima relagao existente
entre esta e a do Yalor Extremo, a qﬁa] foi mostrada na parte anterior,
atraves das transformagoes bi-unfvocas sobre a variivel aleatsria e 05 pa.
rametros. Assim sendo, cbserva-se que para'efeito_de investigagao ffre«'
quentista", toda a fundamentagao teErica.do trabalho e baseada em pﬁfame;
tros de ;osigﬁo e escala. Porem, como ja se conhece sobre a estreita rela
on entre a distribuigao de Weibull e a do Valor Extremo apresentar-;e-i '
—a metodologia em termos da priheira, a qual @ o objeto de eﬁtudo'do pre-

sente trabalho.
- | Considere-se um conjunto de observagoes:
(tl’ t2, ta, .ooo’ tk’ tk*“l' "0 g tn)’
onde n - nimero total de observa¢5es

k - numero de observacdes nao censuradas

n-k - nimero de observagoes cehsuradas_(tipo 11)
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Seja

£(t1 a, 8) = ptb] EXP["(tja)BllaB; a> 8, 8505 t>0, (III.1)
. i :

a densidade de WeibulT com parametros a € 8.

Considerc-se a distribuigdao "a priori" para os parametros

(c'a B):

ap  ?

“gla, B) =

0s quais sao supostos indeperdentes. A aplicagdo do tzorema de Bayes 2
fungoes de densidade, a fim de determinar a distribuigao "a posteriori”

dos parametros, resulta em:

“(a’ g/t) . :+t(tia, 8)9{a, 8) : A (111.2)
[_ [ L(t/u, 8)9(a, 8) da dg

-Q0 =

onde L{t/a, B) refere-se a fungao de_verossimi1hdnga, a qual representa

a possibilidade de se ter a particular amostra, ou seja:

L(t/a, 8) = [iE]f(ti; a 3)] [i=E+](1 - Fltgs o s))] ., (11L.3)

— o — 3
— k3

xy - (Y)

onde (X) representa a densidade dos valores nao censurados e {Y) repke-

senta a probabilidade dos valores censurados assumirem valores



. maiores do

Como
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que os obtides na amostra. -

f(t, a, 6) = 8t?! EXP[-(t/a)B /a8, entdo:
o t : t -1 «(E)B
F(ts o, 8) J B 4871 Exp{-(t/a)ﬂ]dt —B—J [—t—] dt
aB a a :
70 0
1 1
fazendo C~E—)B sk = = kP t = okP
a o -
. B
.I BtB-.ldt = dk dt - 2 8 dl( a dk
: gk B _
(EJB (1- 5 y | (EQB ) (i)B
F(t)=] -E—-k Bk o dk _I e kak = o7k
0 Bk(1—1/5) 5 0
t
-)° o
=1-e F(t) =1 - EXP{-(t/a)B]
Assim sendo, tem-se 1 - F(t) = EXP[-(t/a)BJ e portanto,
| k no
A I B
Kk ok 181 T It; i k);qti
L{t/a, B) = aBk [111t1] e e
- K 1k B-1 n
1
rL(t/u, B) = —%E-— [n t.] '.EXP.[- --U-—, Ztis] (1.11.4)



a4
Bk
nla, 8/t) = - = : ]a ol
‘ k, 1% [ n
([ ese] el T-Zt.ﬂ]
Loy L aB 1
] do dB
Bk
o e oaf
00
€

(o, B/E) = € ' ; (111.5)

- Como o valor C & constante para todos os valores de a, 8, @ xpressao se-

ra deixada apenas em funcao de (=, £), ou seja:

RTVIRL .
s_“[nti} F.‘.(Pl--uBXt_iB}

ka+l
o

(111.6)

{a, B/t) =

A densidade marginal de g pode ser obtida atraves da integragao de (6)

com relacao a a, ou seja,

R
Bkﬁ](ﬂti)B oo (Zti ) 1K
ﬂl(B/t) = | C de = C 8" (“ti)
: Bk+1 ' e
R ——
0 ) _ C

1
4o

] U

0

-aﬁs nt-B
(z ! ) da
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Fazendo
. 8 0, B ':a'
It s N og {{t1 ]
=Z= g2 = Et- a =
clB - 1 ya
n
By, B-1
(It; ) n )
N da = - | 5t;%|oa”da = a2
28 :
o i
n o, 1 _g+s)
(It ¥z o
do = - dz
8

Substituindo na expressac da integral, vem:

+oo
| ey 8 RO RN
v (8/t) = € | — — . - '  dz =
- (k+178) 8 '
0
n -k te 7 Kk
¢, (7t ok 1zt )P
= 1) k-1 "2 47 = ¢ n( Ik r(k)
8 B
. | B(1t; )
r(k)

Considerando apenas o que e fungao de 8, vem:
-2k B
BK 2(“ti)

n
(Ztis)k

v, (B/t) = (111.7)



+eo
k-~ K
B 2-(Trt1)B
C, ok g =1,
J (Zti ) b
G.
onde C2 = . ;  Tal constante e chamada de "constante
L
Bk-é(ﬁti)B normalizadora®.
n d | '
§ B k
(It;")

~ f integragdo da expressao do denominador & possivel mediante a aplicagao
do método de Simpson (vide Apéndice E) e possibilita desta forma determi-
rar pontos da densidade marginal de g, conforme pode ser visto pelo gra-

fico abaixo:

", (8/t)

0 ' B

Fig. I11.1 - Pontos da. densidade marginal =, (p/t)
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0 proximo passo € o de determinar 2 funcan de distribuigao marginal de e.

Como

entdo podem ser obtidos alguns pontes da fungdo de distribuigao pelo cal-
culo das areas parciais, através novamente do metodo de Simpson, segundo .

0 esquema abaixo:

n, (8/t)

‘Agﬂz B3| --. - P .

0' Yo ¥y, Ye ' _ .yzn.

Fig. II1.2 - Determinagao das areas parciais sobre os pontos da den-
sidade marginal n (B/t) |

onde A; representa z area calculada por cada tres pontos pertencentes a

-densidade marginal de 8. Assim,

. .- A - h V - K .
by =Plyp s Bsy,)m G {7;‘(Y0 + 8y, * yzb]



or
" h P
b, =Py, s Bgy,) =0 {"ﬁ;‘(yz * Ayt Yy
' :r
s n ;
By TPl s 8 sy = 6y 3 (y2nf2 ¥ 4y2n-]‘+ 52n)J

Mas como deseja-se determinar alguns valores da funcao de  distribuigao,

entac:
Py =PBsy,) =4+,

. »

Fu(¥py) = P(B s yp,) =8 o, a4 b, =1

Desse mdo szo determinados pontos da distribuicdo acumulada marginal de

g e tem-se portanto:

F.(8)

0 ' 8

Fig. I11.3 - Pontos da distribuicdo marginal Fy(ts/t)
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Como existe a necessidéde de serem gerados .valores aﬂegtﬁrios da variavel
B, torna-se necessario o ajustamento de tais pontos atraves de uma fungio
matematica. 0 metodo utilizado foi o ajustamento por "Splinés" quadrati-
cos {vide Apendice B}, tendo em vista o comportamento dos pontos em peque
nos-intervales. Portanto, € possivel agora efefuar é geracao de variaveis -
aleatdrias 8, a qual foi realizada através do "métedo da Transformagao In

versa", 0 qual se acha apresentado em detalhes no Kpéndice B,

A seguir procurar-se-3 determinar a distribuicao da varia-

vel aleatoria o condicionada a variavel g:

sabe-se que ﬂz(a/B, f) = ole, /L)

w (8/t)

k-1 K -8 ¢
8 (nti)ExP[Qa B ItiB]

-"ék-](iti)BEkP[-a—BEtgé}{Et,ﬂ?

: gk+1 LI
. S
o mple/B, ) = K ) 1 k2 K
gk~? () | oFKH gk (nt;)®
n
8.k
(7t
n ' . . n-
B\K cyp|_ =Bry B
| os(i?) EXP[u ):ti]
L m(af8, t) (111.8)

gk+]
a

—ad :

A proxima etapa & determinar a fungdo de distribuigdo de « condicionada

‘a B. Para tal, considere-se:



seja
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g,(+) - funcao de densidade da variavel aleatdria y-
G,{+) - funcdo de distribuigio da variavel aleatdria y
m,(+) - fungdo de densidade da variavel aieatdria & condicicnada a

F,(+} - funcao de distribuigac da variavel aleatoria & condicionada

a B
7 f B
G, (y) = P(y s ¥) = P[U&e s.y] = P{&‘8 > -H = P[‘ > (})‘Ug} =
) —P&is(lfyﬂ _ ‘ngiﬂ/ﬂ,

dG, (y) 1/87 (1/78-1)
2 = 5 = = = .]. 1= ..I_.._[-... ._]... =
mrenh TR REAL R 1L B
(1/81). 1/8
S _— i -
T8 (y) : 2[(y) ]
' . n k -n
Log,(y)e [Ztis] Pl Exp[Fy ZtiB]
k — .
[Etié} gkl EXP[-yEtiaJ | (I11.9)
S g,(y) = ' ——— - densidade "gama® (r) com pa
(k=1)? n

rametros ({tiB) e k.
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Como se sabe que a fungac de distribuicao de uma variavel aleatoria T &

dada por (no.caso de k inteiro positivo):.

[ n J 1
_ k-1 [(Z,tiﬁ)y] noq
G,(y)=1-}1 { ——— rEXP[-yEtiﬁ] , (I11.10)
.o =0 . 4 ’
‘ : J. .
entdo segué'qué:
Fla) =Placa) =Pa P aaP)=1-6(a") =

)
= EXP[—-—-
VO'.B j": GB
e assim,
n .
P g kel it B o |
Fz(a) :_EXP[--——---E-Zti ] .Z I z ] AR ‘ ' (III.]])_
. o "]-0 a .

Portanto, & possivel agora gerar valores para a variavel aleatoria a. Des
sa maneira, sao gerados valores aleatorios de g (pelo processo indicado
anteriormente) e a partir destes, sdo gerados valores de o (tambem pelo

"método da Transformagao Inversa") da seguinte maneira:

seja u um nimero aleatdrio uniformemente distribuido entre 0 e 1:
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EB
n k=1 r )¢ J .
EXP[- L Ztis} ¥ l ! /3t =
: a ‘]=07‘ a
n
- .
Tal expressao deve ser resolvida para a. Seja x = z ; entao:
- . a
o k=1 ]
ex Z ......x.__:u
j=0 j!

A fim de resolver tal equagao para x, serd utilizado o método de Newton,
(vide Apendice 8), dado que 0 mesmo converge rapidanente para a solugao e
que & fungao dada e tal que permite explicitar facilmente sua derivada.

Desse modc, tem-se:

fix;)
X = X: =
. -x. k-1 x.j
flx))=e ' ] ——-u
j=0  j.
ikl k3w I
e f'(x,) = -e ) ) -
05 g0 (-1
%, xik-l
S FHx) = -e
{k=1).

e portanto,
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(111.12)

Dessa forma, a0 gerar-se um numero aleatorio uniforme (O,

1), podem ser determinados valores x; ate que

l"i""i—]l
—————

I

ro

onde r representa o erro relativo maximo admissivel. Portanto, ao obter
. - - -
se um valor Xys © possivel determinar

n 1/8

B ) ] 7.
a=[zt‘°] : | o (111.13)

X
v

Deste modo, & possivel se obter uma serie de valores gerados (a;, 8:).

- - + ‘ ; - -
A proxima etapa consiste em calcular os valores w(a, B/t)

os quais resultam na substituigﬁo dos (a, §) na expressao {6). Como

Ak e T =g
gk 1{nti)BEXP|:-u BZtiB]

c1ke.+1

, entao sabe-se que

w{a, B/t) «



o> 4o Joo jew’ ok o.n
[ty EX?[-a Sztiﬂ}-
m{a, B/t) dads = | i C da d8 = 1
‘ | N kp+l -
0°0 076 o
.'- C = —.:u T ; ] . : P‘i -
[ e e, )ﬂEy;£ BZtiB} 1 8 (3t )P
% orT da G ; . ds
‘s %0 a o (It B)

(111.14)

Observa-se que a integral do denominacor ja foi anteriormente calculada
quando da determinagao da densidade marginal de g e seja p o seu valor..
s ] , . e e - . i
Assim, .tem-se { = --—— ¢ dessa maneira e possivel calcular uma serie de va

P - ‘ -

irlores ﬁi(ui, sijt). Tais valores podzm ser ordenados e tem-se,
m (o 8/t) < (a, B/t) < .o. 7 (o, B/L)

'Como o objetivo e determinar um intervalo de ccnf1anga para h(t a, 8) =
g-1 ¢
Bt

{taxa de falhas), a um dado nivel de significancia , o proble-
o [
ma se resume entao em obter:

r R-1 7 : T LB']
> Bt ) Bu '
min tﬁnjﬁr—i € max [——73?—J o - (I11.15)

sujeito as restrigoes:’ {(a, 8) ¢ n(a, 8/t) = q] ,

-onde q f ﬂ(]_T)M . ) .a >0
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fem—se aqui um proﬁlema‘derotimiiagﬁo, em que 0S ‘métodos
mais conhééidos nao sao aplicaveis devido a fungao objetivo ea regiao via
vel néo,satigfazerem as condigcoes de concavidade e convexidade exigidas
(vide Apendice B). Portanto sera utilizado um método. de pesquisa por pon-
tos e buséé sequencial, que consiste basicamente em se]ecionar'oé (¢, B8}
gerados que satisfazem n(a, B/t) ; q e dentre esses determinar os que mi-
nimizam e maximizam a taxa de falhas. A fim dé se obter uma maior aproxi--
macao dos valores maximo e minimo, foi feito um “reticulado” em torno de

tais valores, sequndo o esquema abaixo:

. B

B R

T T R S S A N
I i i : L ' i : i h
St - St St S i A Sk A S
1 { 1 ! 1 i ) ! I .
! ' i : ! [ P i '
“'-'.-:--"-1-'*-"*'-'—-‘f‘——-:**—-J.-*"‘—f—-——n—'-"'—{—---‘
o : : : | t 1 1 ] :
i 1 1 ! i 1 o 1
e ! i ! ' | 1 | ! |
SRS N SN UG U PPN SIS SN Ao
- | 1 ' X1x H A !

X i X § |

I ! I x :XFX xgl X XX 0} ! i '
I { *.E I!x )L:',)Lxx' XKy _11 | k
T A AR T
oy TR X Aoy ox NROX oyl !
EERPEI N RS EI N 1 L N
] FEXx tx XK Doy % ! H
x4 XK xx B R ! l

X 1 ‘
X 4)(}( ! : 1 :

Ponto do ——» R =T T
dximo XXX X X ix 1 '

mdximo X & <—7———Ponto de
- it A /.
X[ Xy XD | ! minimo
I.‘Xlxxxfo‘. i :
_______ 4x§11.11"' = - — 4 4
! i ' ! ! ! !
! | ! i 1 ' 1
! ! ] ! 1 $- |
-—- - — b e e —p e e m
' | : 1 1 ! !
] ]
= I ! : : 1 t
1 L H L L i L
0i ' a

Fig. I11.4 - Ilustragao do procésso de busca sequencial desenvolvido em
S torno dos pontos de maximo e minimo encontrados ‘



- foi realizada uma primeira "busca" {---) scbre os valores viaveis
a fim de se identificar outras possiveis regices de maximo e mini-
Tal nio foi verificado ¢ isto permite saber que os verdadeiros
maximo e minimo estaoc em torno dos defgrminados péla pesquisa dos
pontes. '

~ foi feito wm segundo "veticulads" em torno dos pontes de maximo e
minimo, & fim de se ter uwma melior aproximagﬁo para esses valores
¢ tambem para uniformizar us limités inicialmente obtidos, tendo

ert viste aque oS messes sofrem uma lfgeira Vafiagﬁo, dependente do

nUmero de pares aleatorios gerados.

Deve ser observado que tal analise ja foi realizada e por-
tanto n3o serd necessario procede-la toda vez em que se aplicar este méto
do, ﬁois como sera visto nos aspectos referentes a computagSo, 0 programa
'e1aburado realiza a pesquisa por pontos e a reticulado sob“e 0S- pontos de
maximo e minimo, obtendo dessa maneira o resu]tado final que e 0 1nterva-.

Te de confianga para a "taxa de falhas" da distribuigao de Weibull.

Conforme observado no CapTtulo 11, serd feito um teste por
simulacao para verificar se o resultado obfido possui a prOpriédade "fre-
quentista™. Tal ser3 mostrade no Apéndice C, onde pdderﬁ ser observado
que os limites encontrados pelo metodo apresentado possuem tal proprieda-

de. A seguir sao apresentados alquns aspectos referentes ao programa ela-

borado.
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© o cAPTTULG. TV

COMPUTACHD

Nesta parte sera apresentado o programa em  linguagem

FORTRAN, o qual tem por entrada os dados amostrais do usuario e como sai-

da, limites 'de-confiang¢a para a taxa de falhas. A saida do prograﬁa e fgi

ta de forma detalhada, de acordo com as diversas etapas do processamento,

as quais sao as mesmas ja apresentadas na metodologia. Assim, serao forne

_ cidos em sequencia:

" 1) Dados de Entrada - onde serao 1istados os dados de entrada do - u

suario apenas para efeito de conferencia visual.

_ 2) Valor da Constante de Normalizacao - que correSpohde ao valor de

-2 k :
gk 2(1Tt.i)B - _
-dg , calculada atraves do Metodo de Simpson

n
0 (Ztiﬂ)k

3) Pontos da Densidade e Distribuicdo.de g - apresenta-se em forma

de tabela, as ordenadas das fungoes de densidade e distrfbuiggo
marginais de 8.
4) Graficos - os quais sao feitos pela impreséora e se referem ~ 3s

fungOes de densidade e distribuicac marginais de B.

5) Determinagao dos "Splines" Ajustantes - sﬁq-apresentados . 0S

“Splines" quadraticos utilizados entre cada dois pontos da distri



buicao acumulada, os quais conztituem o ajustamento feito a tais

pontos.

6) Intervalo de Confianca pera a "Taxa de Falhas" - sz apresentados

os limites inferior e superior do intervalo, o nivel de signifi-
cancia adotado 2 o tempo no qual se deseja calcular a "taxa e fa

Thas®.

0 programa utilizado compda~se de 1 programa principal e 4

sub-rntinas de azcordo com o seguinta edquema:

/// ,//%’ ]*
~1 | Z___sub-rotina BUSCA
i I I .
///1 | s , sub~rctina ORD
/ } | /l/ sub-rotina SSLGDI
i /}/f—; sub-rotina CUNL

-

e ' — Prog. Principal

Fig. IV.} - Ordem dos diversos conjuntos de cartes referentes
ao programa elaborado

0s dacos de entrada do usuaric, os quais devem ser perfura

dos em dois cartoes, sao:



10 cartio: (parametros)

N

M

(Formato I4)

N1 - (Formato 14)

K - {Formato I&)

M2 - (Formato 14)
F1 - (Formato F6,
F2 - (Formato F6.

z —.(Formato F6.
ZZ - (Formato F6.
¥ - (Formato F6.
TEMPO - (Formato F6.

SIGN - (Formato F6.

29 cart3o: (valores

nk
= ne
- n
= nt

2) -

das
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(Formato I4) ~ n® de valores de Y - -

(pode ser feito iqual a 33)

0 de valores aleatorios gerados -
recomenda~-se entre 1000 .e. 2000

9 total de observagoes (ti)
do usuario

0 de valores (t,) nao censurados

0 max, de 1teragoes para o mntodo
de Newton - até 20

numerador da amplitude do-
intervalo - igual a 2

denominador da amplitude do
intervalo - igual a 12

valor para inicializacao da
intrinseca RANDOM - qualquer

valor para inicializagao da
intrinseca RANDOM - # 2~ )

erro relativo max. admissivel -
recomenda-se 0.01

tempo escolhido para a "taxa de
falhas"

nivel de significancia escolhido

para o intervaio de confianga

observagoes)

cols.

cols

cols

cols
cols
cols

cols

. cols

cols

cols

cols

cols

( 1/ 4)
( 5/ 8)

( 9/12)
(13/16)

(17/20)

(21/26)

(27/32)f.
(33/3#)-

(35/44)
(45/50)
(51/56)

(57/62)

T(I1} - (Formato F3.0) - devem ser perfuradas 1n1C1a1mente todas as obser
vagoes nao censuradas (da menor para a maior) &
em sequida as censuradas (também da menor para
a maior). Naoc deve haver qualquer espago entre

as mesmas.
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0 usuario também deve observar algdns parametros do cartao

DIMENSION, que sao:

T(N1) - onde N) & o nlmero total de observacoes;

PI(M)

ALFA(M) }- once M & o nimero de pares (a, £) gerados aleatoriamente

BETA(H),

Pode acontecer que durante o processamentc saia a sequinte
. mensagem: "*¥*% NUMERO DE ITERA@ﬁES ESGOTADD ****“  Isto significa qua a
convergancia palo método de Nthon ultravassou M2 vezes. Pode se usar um
valor maior para M2 e caso persista a mensagem, aumentar o valor de X(})
(uma variavel encontrada no programa principal, a qual tem o valor inicial

de 5).-

Quando da saida do intervalo de confianga, podem aparecer

as seguintes indicacoes ao lado dos limites- determinados:

1) "(VALOR ORIGINAL)" ou

2) "{VALOR AP0S A BUSCA SEQUENCIAL)"

Isto deve apenas indicar ao usuario que a busca sequencial consequiu de
terminar um valor melhor do que o da pesquisa por pontos (no caso de (2))

ou nac o fez {no caso de (1)).



- 37 -

0 tempo de processameﬁtd delta1 programa e da ordem de 20
minutos e observa-se que o mesmo pode ser ainda melhorado, dado que o au-
tor nao e especialista em programagac. A seguir e apresentado o programa
completo, o qual acha-se disensionado bara o exempio a ser dado na prﬁxi-

ma parte:
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CAPTTULO V
APLICACED

Considere-se os sequintes dados referentes a observagces

sobre o tempo de duragao de um elemento:

t, = 38
tp = 88
t, = 96
t, = 118
t; = 118 (censurado)

178

+
e}
1l

Observa-se que n=6 e k=5 e de acordo com a metcdoliogia a-
presentada torna-se necessario calcular a "constante normalizadora" atra-
vés do metode de Simpson. O processo foi o seguinte:

o2 K
25, )

n
k,
| (7t;")
zero e portanto considerou-se [0,66] como o intervalo de integragdo..

- observou-se que para 8 > 66 os valares de tendiam a

Deve ser ressaltado o fato que foi feito o teste com varias amos-
tras e foi verificada esta mesma tendencia. Nao obstante, tal in-

tervalo de integracao pode variar e o limite superior pode ser al-
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terado. Em termos de ﬁroqramagﬁo isto implica em trocar o parame-
tro 66 da declaragad CALL CUML (programa principal) por um valor
R > 66 & fazer N (parametro de entraca) = R/2, onde R deve ser um

valor par.

- considerou-se intervalos de amplitude 1/12, 0s guais resultaram em

satisfatorias aproximacoes a um nivel de 4 decimais.

0 valor de tal integral foi 0,270879 x 10 > e permitiu des
sa forma a obtencao dos pontos da densidade marginal de g. Com base nes-
ses; foi novamente aplicado o metodo de Simpson, a fim de se calcular a @
rea compreendida entre cada tres pontoé da funcao de densidade. . A soma
de;sas areas resultou nos pontos da distribuigao acuhulada, 0s quais fo-
ram consequentemente em numero de 33. Em seguida foram calculados os 33
“Sp]inéé" ajustantes; os quais permitiram a‘geragﬁo aleatoria das vari3-

veis B.

0 proximo passo foi o de gerar varisveis aleatorias o a
partir das g e isto necessitou do método de MNewton para a obtencdo de ra¥
zes de uma equagao. Foi usado 5 como valor inicial para a aplicagao do me
todo, 0 qual apesar de testado para diversas amostraé, pode ser modifica-
do para o particular problema em questao. Como dito na parte anterior, is
to'equi#a1e em termos de programacao a mudar o valor da variavel X(1) {no
programa principal). Usou-se 0;01 como o maximo erro relativo admissivel,

X=X :
isto & L1 311 o g, 01.
' | %5
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Com osxvalores geradoe de {a, ), foi feito o calculo das
densidades conjuntas ={c, B/t), as quais foram em seguida ordenadas e ‘cal
culado éhtﬁorqua1 o va]or de.“(]-T)M (@, B/t), onde y € o nivel de signi-
ficEncfa, o gual foi feito aqui igual a 0,90. 0 valor de M (nimero da va-
Tores aleatdrios gerados) foi agqui considerado como 1000, 0 qda1 com base

) . o~ *
nos testes, provou satisfazer a condicao de "espaihamento".

A etapa sequinte consistiu em fazer a pesquisa por pontos

e a busca sequencial, da seguinte maneira:

- foram separados todos os pontos {a, 8) tais que ={a B/t)a”(1—Y)M’

. 0s quais formam a vegiao viavel.

- com 05 pontos da regido viavel, determinou-se o maximo e 0 minimo

Btﬂ"'.l
g

- — a — - .
Sejam {a, g) os pontos de maximo e {a, 8) os ponios dé minimo.

de h{t,.a, B) = , onde t (tempo) foi agui tomado como 100,

0 05T
0.058 para os pontos de

- considerou-se um retangulo da forma {%
maximo e {% i 0,00 para os:pontos de minimo. Tais segmentos fos
ram divididos em 56 pontos cada, sendo assim considerados 2500 pon

- tos dentro de cada ret&ngu]o..lsto permitiu obter valores ainda

mais aproximados perto dos maximos e minimos obtidos pela pesguisa

dos pontos.

* Szgmftca que os pontos gerados cobrarn todo o espago da varidvel alea
. toria, nao havendo desse modo, pemgo de tendenciosidade em uma dada re
giao.



Desse modo foi obtidc o intervalo de confianga a6 nivel de

0,90 de significancia, que foi [0,453F48 X 10‘2; 0,3392632 x'lo'l].

A seguir serao apresentados os resultados .obtidos para es-

te exemplo, na forma estabelecida pelo programa FORTRAN elaborado:
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INTERVALN DE CONFYAnCGA PARA A TAXA DE FALHAS
TE4PO |, 1000E+03
NIVEL DE SIGMIFICANCIA ,9000E+00

T VALDRES YIAVEIS DE ALFA £ BETA= MFT, DE BUSCA SEQUENGTAL

FATOR DE MU, DOF

VARIACA( INTERVALDS
ALF A D.6433 50
BETA 6.0027 - 50

| LIHITE "INFERIDR CG536480F«02  (VALOR APUS & BUSCA SEOUENCIAL )

VALORES VIAVEIS DE ALFA E BETA= MET. NE BUSCA SEQUENCIAL

CFATOR DE NUM, DE
VARTACAY INTERVALDS

ALFA 0,1753 -~ 50

AETA 0,0215 50

LINITE SUPERIAR '.339263?_E-0i (VALOR APOS A BUSCA SEVQUENCIAL )
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Serao apresentadas aqui algumas consideragoes julgadas im-
portantes a respeito do trabalho apresentado. Alguns pontos, apesar de ja
terem sido observados no decorrer do mesmo, serao aqui relembrados, tendo

em vista a sua relevancia para o estudo.

Um aspecto merecedor de atencac refere-se a censura sobre
as observagaes. Como pode ser depréend%do, este & um ponto bastante_impog_
tante de um estudo que abranja observagoes sobre uma variEQel a]eatﬁr%a -
como 0 tempo de duracao do elemento. Tal fmportﬁncia decorre da frequén-A
cia com due a censura ocorre no trabalho de observagao de hoje em dia. As
sim sendo, visto que'a este aspecto nao tem sido dada a relevEncia devida,
'procurou-se consider5?1o aqui heéte trabalho. Como mencionado no trabalho,
sera utilizada neste caso, a censura de tipo IT, visto que a mesma possi-
bilita a analise do resultado obtido, com relacdec a repeticao do experi-
mento. Contudo, para se eplicar apenas 0 processe Bayesiano na deterﬁina-:
¢ao de intervalo de confianga; pode-se utilizar quaisquer dos tipos de

censura apresentados.

Uma observacdo deve ser feita também com a distribuigao a-

prioristica adotada. Da mesma forma que o tipo de censura utilizado, po-

1
af

dem ser usadas outras distribuigoes "a priori" que nao g{a, B} =
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- Apenas deve ser observado que, no caso de se utilizar outras distribui-
coes "a priori® para os parametros « e 8, nao ha a garantia de se-i.poder
interpretar o intervalo Bayesiano por um ponto de vista C]Eésico.: Entre-
tanto, em nao se desejando proceder tal anﬁifse, pode-se usar quaisquer

' distribuigSes aprioristicas paré (a, 8) e aplicar o método aqui proposto,

pois a influencia principal de gla, 8) = —é%— no processo e sentida no

teorema de Hora & Buehler, ao se deferminar a densidade fiducial dos pafé

n

metros (8, o). Alem disso, deve ser ressaltado qde tal distribuigao a
priori" também denota um estado de falta de informagao com relagao a0 com
portamento dos barﬁmetros da distribuigao de ¥eibull,

Deve tambem ser notado que-é metodo!ogia aqui- apresentada
referiu;se a Distribuicao de Weibu11,'devendo borém ser lembrada a corres
| pondencia existente entre esta e a do Valor Extremo atraves das transfor-

‘macoes bi-univocas tanto sobre a varidvel aleatoria, como tambem sobre os

parametros.

Como pode ser depreendidd da leitura do trabalho, utilizou
-se a "taxa de falhas" como a fungao a ser aqui estimada. Contudo, varias
outras fungoes dos parametros da diétribuibio-de wéibull sao passiveis de
sofrer identico processo de éstimagao. Assim sendo, pode-se inferir a res.
peito da média,vyariﬁncia, fungao de confiabilidade, etc. Este & um aspec
to bastante importante do trabaTho, visto que pefmite-estimar varias fun-
goes de\re]evﬁncia da distribuicao estatistica de Weibull, a partir de u-

ma amostra da mesma. Alem do mais, sao estimativas que utilizam o maior
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possivel das infermagoes amostrais (aqui o conceito de estatisticas sufi-

cientes) e portanto possibilitam “reproduzir" de uma maneira bastante .Ti-
dedigna, o comportamento pepulacional da distribuicdo. Deve tambér ser
lembrado que os métodos classicos conhecidos nao fornecem intervalos ba-

seados em estatsticas suficientes para o caso da lei de falhas de MWeibull,

Como podera ser visto no Apendice C, o intervalo Bayesiano
aqui obtido possui a propriedade “"frequentista® e isto € talvez o mais im

portante resultado do presente trébalho. De acordo com a simulagao reali-

- zada, o intervalo obtido ao nivel de significancia y realmente contém a

taxa de falhas reai em y% das repetigdoes do experimento e isto & exatamen

te a propriedade da frequencia relativa (“"frequentista"), ou seja, os 1i-

‘mites de confianga apesar de Bayesianos, sdo passiveis de sofrer uma in-

‘terpretagdo pelo metedo Classico. Isto e ainda mais interessante, pelo fa

to do Teorema de Hora & Buehler nao garantir tal propriedade, como foi
visto no Capitulo II, pois a fungdo correspondente d taxa de falkas nao
era invariantemente estimavel. No Apéndice C serdo mostrados os procedi-
mentos bem como os testes de hipﬁteﬁes simples e sequencial que levaram a
constatar a propriedade "frequentista" do resultado. Tal fato pode ter se
devido por nao utilizarem-se aqui de métodos analiticos comuns, mas de si

mulagdo, a qual representa uma outra abordagem ao problema. Os testes rea

lizados revelaram a propriedade "frequentista” a niveis de 0,99 e 0,95 de

significancia, mostrando dessa forma resultados “exatos" {ou seja, que se
compatibilizam com a abordagem estatistica classica). Contudo, apesar de

se ter determinado um processo que conduziu a resultados "exatos" (no sen
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tido de sofrerem interpretacdes Classica e Bayesiana), deve apenas = ser
observado que o Teorema de Hora & Buehler, bem como a teoria afim {a qual,
por ser relativamente recente nao tem sido ainda devidamente aprofundada)

devem ser objeto de um mais rigoroso estudo.

Finalmente, pretende-se que o presente trabalho constitua

uma contribuicao para o campo da Teoria da Confiabi]idade'de Sistemas,

-por permitir a estimacao de fungoes de Keibull atraves de observag6e§ a-
mostrais e tambem contribua para o sampo da Inferencia Estatistica, por
ser un metodo que conduz a limites de confianga baseados em estatisticas
suficientes. Tambem pretende-se agui que este trabalho constitua uma moti
vagao para se investigar mais profundamente a respeito do problema de eé-
timacio estatistica, especialmente no tocante @ distribuicdo de Weibull,
a fim dé se obter cada vez mais, maior fidedignidade nos metodos cientTfi

cos de estimagao.
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" APENDICE A

= e T P

ESTATISTICA BAYESIANA ' S

0 Matodo Bayesiano -cenziste basicamente na utiiiiagﬁo de
informagoes provenientes de amoétras e daqueias oriundas de quaisquer ou-
tras fontes, para as suas inferencias. Desse modo, tal matode induz o con
ceito de probabilidade subjetiva, a qual se réfere aquela baseada nao em

frequéencia relativa, mas em julgamentos pessoais, experiencia do indivi

" duo, etc.

Observa-se dessa maneira que o Metodo Bayesiano difere do
classico (ou seja, o baseado na Estatistica Classica) nos aspectos refe-
“rentes a informacao utilizada, pois, enquanto o Ultimo pressupoe a ideia
de repeticoes He eventos, o primeiro nao o faz. Désde que © Hétodo Baye-
siano utiliza tanto a'informagﬁo amostral como as provenientes de outrés
: fontes, & considerado por alguns auiores como uma extensio do Metodo Clas

sico.

A origem do Metodo Bayesiano remonta ao seculo XVIII, quan
do foi descoberto o teorema de Bayes. Tal teorema constitui o fundamento
~deste "approach", e pode ser enunciado como segue: Se 4,, 4,, ...,'AJ re

presenta um conjunto de J eventos mutuamente exelusivos, tal que

.
P(B) ¢ } P(A.) , entdo,
= _



P(B/A) P(A,)

P(A/B) = —

URICIRED

Observa-se que o teorema de Bayes pode ser usado para'reyi
© sar a probabilidade de um evento. Da mesma forma, pode ser aplicado a va-

riaveis aleatorias e consequentemente a parametros de uma distribuicao:

Para o caso de variaveis e/ou parametros continuos, o teorema pode ser a-
plicado, observando-se a utilizacao da integral e das fungOes de densida-

de.

A probabilidade inicial de um evento (por exemplo P(e=ek))

M\

chamada probabilidade "a priori" e a revisada (no caso P(s-= 8, /Y = B))
e denominado probabilidade "a posteriori“; Observa-se que 0 uso de tal teo

rema permite melhorar a informagao anterior,

METODOS DE ESTIMAGAO POR INTERVALO

1. Metodo Classico - Em linhas gerais, o metodo classico pressupoe a

possibilidade de repetigao do experimento e o significado de um _

‘intervalo de confianga para um parametro a um nivel de significan
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cia y &: "0 intervalo contera o verdadeiro valor do parametro po-
pulacional em no minimo y% dos experimentos®.

2. M3todo Bayassiano - Tal método determina uma distribuigao 2

posteriori" para 0 parametiro e a partir dai, um intervalo para o

mesmo. N30 ha necessariamente a pressuposicac de repefigEo do ex-

perimanto e a interpretagécrdo intervalo cbtido em um nivel v &:

“A probébi]idade do parametro popu1ac%0na1 pertencer ao 1ntérva10'
) ,

e y".

3. Metodo Ficucial - Consiste em igualar a distribuigdo do parametro

populacional 2 distribuigao de uma estatistica suficiente deste

parametro. Seleciona entaoc valorgs arbitrarios v; ev,eos consi
dera como valores criticos no sentido de que qualquer valor acei-
tavel do parametro populacional n3o deve dar a estatTstica obser-

vada, uma probabilidade menor que v, ou maior que v,.

Em alguns casos, o MEtodo Fiducial fornece os mesmos resul;
tados do Metodo Classico. Porem, enguanto o "approach” clEsSico afirma
que o intervalo contem o parametro populacional em v% dos experiméntos,"a
1bhgo prazo", o fiduciai afirma que 6 intervalo cont@m o parametro com v

de confianga “"neste caso particular”.
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TEORIA DA CONFIABILIDADE DE SISTEMAS

A Teoria da Confiabilidade de Sistemzs trata do estudo re-
lativo ao tempo de duragao de um determinado elemento ou.todp um complexo
de elementos, os quais constituem um sistema. 0s sistemas podem ser de na
tureza mecanica, elétrica, humana, etc. Para qualquer elemento, e defini-
do um estado chaﬁado “falha", o qual corresponde ao ponto em que o ‘mesmb
deixa de funcionar. Por exemplo, a quebra de uma viga, a queima de um fu-

sivel, etc.

Em termos qlobais, a confiabilidade & a capdcidade do ele-
mento nao falhar quando posto em operagao. Representa assim, -a probabili-
dade de um desempenno satisfatorio em um determinado intervalo de tempo. -

Matematicamente, pode ser caracterizada como:

R(t) = P[T > t] .

.onde T e uma variavel aleatoria que representa o tempo de duragao (ou a

"vida") do elemento. .

Assim, se f representa a fuhgﬁo de densidade da variavel T,
R(t) = { f(x) dx = 1 - J f(x) dx = 1 = P[T < t] =1- F(t),
t 0 '



onde F & a fungao de distfﬁbuigﬁo de T.

Considere-se a seguinte probabf?idade: P[t ¢ T s t+ At/

T> tJ, a qual pode ser desenvolvida como -

1 ,P[t<T$t+AtJ
P[tST$t+At/T>tJ= =

P[T > t] ;

teat
- £(x) dx = ——— at £(2),
R(t) CR(L)
AR

onde t gz gt+at
Para at pequeno, tem-se

'I .

At £(z) = —— at £(t) = at (8L
R(t) - CR(Y) | R(t)

A expressao h{t) = ) ¢ denominada "taxa de falhas" e quando multi-
R(t)
plicada por At representa uma aproximagdo a proporg¢ao de elementos que fa-

Thario entre t e t + At, dentre aqueles que funcionavam em t.

Um aspecto merecedor de atengao refere-se a escolha da dis
tribuicdo estatistica que serd associada ao tempo de duragao de um parti-

cular elemento. Inicialmente deve ser considerado gque o estudo relativo
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.20 tempo de vida de um elemento deve ser representado por um modelo preba
bilistico, ‘desde que, por influencias aleatorias, identicos elementos su-
Jeitos aos mesmos esforgos, falharao em tempos diferentes e imprevisiveis.
Existem varias distribuicoes estatisticas quelvem sehdo 6bjeto de estudo

‘sobre a lei de falhas e as principais sao:

. Distribuicao Normal:

f‘(t) I Exp[-(t-u;"‘/&:z]

o/ 2

A lei de falhas normal representa a situagao onde a maior
. proporgao de falhas ocorre em torno do tempo médio de duracao e tal .
proporgao decresce simetricamente a medida que aumentam os desvios

em.torno desse valor medio.

. Distribuicao Exponencial: .

Tal modelo apresenta a partiéu]ar caéacterfstica'de hit) =
.= —%%%%—‘= a, Ou sgja,tef uma taxa de falhas constante. Isto signifi
ca que a probabilidade de um elemento falhar e dependente apenas da
amplitude do.intervalo e nao do tempo conside%ado; ist6 g, o elemen-
to & considerado como novo durante todo o tempo em que estiver fun-

cionando. Aplica-se basicamente a fenomenos onde nao existe o efeito

do desgaste.



. Distribuicao de Heibull:

f(t) = stf” EXPE-(t/a)B}/GB

Possui uma taxa de falhas bastante "flexivel", pois a mes-
ma pode ser constante, crescente_bu decrescente de acordo com os va-
lores assumidos pelg parametro 8. Como se depreende da func2o de den
sidade, a distribuigao de Weibull pode assumir vErias formas depen-
dendo dos valores dos parametfos a e B. Por exemplo para g =1, tal

representa ums distribuicao exponencial.
filem dos modelos apresentados acima existem varios outros
0s quais podem também representar a confiabilidade de elementos para par-

ticulares caracteristicas dos mesmos.

DISTRIBUICED ESTATISTICA DA VARIEVEL ALEATORIA DE VETRULL

Seja T uma variavel aleatOria representativa do tempo de

duracio de um elemento tal que:

f(t) 'sts-] EXP[;(t/u)B]/uB, para t>0,a>0,8>0

t
F(t) J f(x) dx = 1 - EXP[—(t/u)B]

0
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Assim,
R(t) = 1 -'F(t) = EXP{—(t/a,)ﬂ e
Bts-]EXP[-(t/u)B- /P | a-1
F{t) : _ Bt
h(t) S h(t) :
R(t) EXP[—(t/u)B] _ @

" A taxa de falnas associada a distribuico de Weibull, varia de acordo com

os valgres de g, sequndo o esquema abaixo:

n(e) | h(t) . h(t)

=1 " 0<p <1 - B)]

Fig. A.1 - Representacao das diversas formas da funcdo
“"taxa de falhas"

A distribuicao estatistica de Weibull apresenta diversas formas graficas,
dependendo dos valores de « e 8. Considere-se a figura abaixo, onde sao a

presentados alguns exemplos:
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Fig. A.2 - Algumas representacoes assumidas pela densidade de Weibull pa-

ra diferentes valores de a e 8.



APEHDICE B

PAREMETROS DE POSICAO E ESCALA (LOCATION-SCALE)

Seja X Uma variavel aleatoria com densidade dependente dos
parametros &, e 6,. Tais parametros sao ditos respectivamente de posicaa

e escala se:

f (X361:8,) = — 2z

Nesse caso, a distribuicao da variavel aleatdoria x e dita
ser um lodelo de Posicao e Escala. Os parametros de posicac representam
uma medida de tendencia central, enquanto os de escala representam a "dis

persio de uma distribuicao.

TRAHSFORMACOES DOS PARAHETROS

Seja t uma variavel aleatdria com distribuicao de Weibull

com parametros («,3). Entao,

et Exp [ (t/a)'BJ Jo®, onde t>0; a > 03 8> 0

f (t;a,B)

F {tsa,B)

.Ar f (g)de = 1 - EXP [- (t/u}B:}
i A

0



= Bez -’
Considere-se a seguinte transformacdo biunivoea sobre a va
riavel aleatoria:

z = nt

Sejam G{+) e g{*) resﬁectivaménte:as furicoes @e distribuicao

e densidade da variavel aleatoria 2. Entdo,

: zZ |8
G{z) = P(Z < z) = P(nf < 2) = P(f ¢ e®) = F(e?) =1 - EXP [ 9_1

parametros:

8 = ZLna

Q
1]
—
B
Ee~]

z-6
95(2) _ 4(z) = —— P |-e ° |Exp | 222
dz g g
Assim,
] -e - To
g(z) = - € e
2-6
a
-e

represent2 a densidade da distribuigao do Va]br-Extremo.e G(z) =1-¢
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representa a sua fungao de-distribuigao.

{t

Considere-se agora a distribuicdo “a priori® dos parametros

(a,B):'

'l'((‘-‘.,B) = "-1-"' v onde Tl(a) =_—i—- e 12(8) = .....]_.. .
ab G g

As fungOes de distribuicao de we B sao respectivamente g,(-) e z3(+}.

Seja ¢;(+) a fungao de distribuicdo de &, o qual & resultan
. te da tran;formagao precedente, &,(*) representa sua funcao de densidade.

Assim,

Sejam ¢,(+) e ¢o(+) respectivamente as fungoes de distribui-

cao e densidade de o (resultante da transformacio anterior). Entao,

9(0) = Pld s0) =P Fl-s 0]-= P[é ;.—l—l =1 -'czi__i
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. ¢y(c}.= —l—'

)

Assim sende, a distribuicio "a priori" correspondente em termos de (&,0) e,
> ¥ p ‘ /

¢(e,0) = "1"

o]

- Determinacao da densidade conjunta "a posteriori" de (6,0) para uma dis

tribuicdo "a priori" de ¢(a,0) = —%—-:

Sejam:
=8
olz38,6) = —— EXp |- e | Exp| 228 e
IV s G o
- : z-e |
G(z30,0) = 1 -EXP -e © J

respectivamente a fungio de densidade e'a de distribuicdo do Valor-Extremo.

A correspondente fungao de verossimilhanca e:

- A. k . n ) .
u(z/8,0) = E g(zi;e,c)]&,,ﬂ'[*.(zi ”’"”J B

k z.-9 n. z.-9
EXP[):—:;-——] EXPl ) ——

k+1

k K
u{z/e,0) = [—i—) EXP| ) —%—-— -)e® |

g
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A distribuicio-"a posteriori®:de (0,5) € dada por:

a{8,0/2) = Eizig’g) 8{8,<) , em que ¢(9,0) & igual a %

J[' u(z/e,o) o(6,0) dﬁdc :

- )
. > -
Z2:-6 "
nz.-4 k L
s Ae,0/2) = A gk D) EXP Z—;—-—- e ¢ _i
D

Z.-6 2.-5 l
i jv)

~(k+1) Lo 18 FTY .
. A(B,O,’Z)a a EXpP E—G—"z 5 _l ’

que corresponde a densidade fiducial de (8,0).

- Prova de que "taxa de fathas" ndo & uma funcao Invariantemente Estimavel:

Seja

h{t;e,B) =

a

a“taxa de falhas" da distribuicao de Yeibull. Considere-se as transforma-

coes:
z = fnt
8 = fne
a=1/8



- B.6 -

Definigao: uma funcdo € Invariantemente Estimavel se:
p(81,01) = p(0,,02) => p{adyih,a0,) = p(asy+b,acy), a > 0, V.b e para
8y #08, e 0 #0

Sera a seguir mostrado que a fungao correspondente a "taxa de

falhas" (em termos de ©,c) ndo e invariantemente estimavel:

0(81,01)

p(By, 01) = p(82,02) - = 1 (B.1)
9(82’02)
[Z“el
EXP -2z
{ o1
] p(61,91) gy . a2 Z-0y = Z-8;
. = = . EXP - =
p(82,02) z-0, % a9
EXP |——~ 2
a2
dz
an =31 B2 1. O 8 8o
T e— EXP[_E.--—_.-—Z'—%—-——]:__ EX ZL'L"—*"'—
1 1 92 02 B! oy 92| {9y . O2

o(aeytb,a0,)

p(362+b,a02)

p(ael+b,a01) = p(a82+b,a02) =



p{ad1+b,a0y) &0

- e R 1 ao
p(3824b,292)  yp z-(agy+b} z} EXP{ 2-(agytb) , 1

L d0g 802
o, i
Op |—Z"381"b Z+382"b 0s s 17 1 .{81 921 b i’]
= - EXP - = e FXPI 2 e o e = Jom = v = e
cy =X | aoy - acsy a1 . a {0 Gs 01 2j a |0
- L . .

Q
N

I

r————rit ey

Q
aS]
| S
Q
pr

A

r 2 ) ) ( vl
Rl EXPZL,_L_.J; 2-?£J.+L¥~(L-LJ-I_§.[L-LJ§

i
-1
o1 %2) |91 92

Entao,
. . ‘ - -‘ ,.
p(adrth,aoy) Exp z.fl_ 1 J ) [ﬁi i fEJ EXP\ 2(1-2)=b (i 1 ]1
p{ae,+b,a0,) 2 91 02 lﬂl o2 l a o, czj

mas, por B.1 tem-se gue

I Q
o
m
o~
-
i~
p————n
| =
H
I —
N e
t
———,
D
t
]
D
[~
ettt
1

Logo,

p(a0yth,a0y) -a)- .
= EXP z(1-a)-b {L— - l—) # 1, pois por hipotese o) # oy,

. p{asytb,acy) : a a9

Logo, & fungdo ndo satisfaz a condicao dada e portanto nao & invariantemen

te estimavel.
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METODO DE SIMPSON

0 méfodo de Simpsen aplica-se a problemas de determinagao de
areas sobre funcoes em um espaco bidimensional. Consiste em ajustar paté
" bolas de 20 grau entre cada trEs.pontos da curva, determinar a area compre
endida por tais parabolas e soma-las, obtendo assim a area total sobre a
curva dada. De uma maneira mais formal, considere-se:

f(x) a fungao para a qual deseja-se cg]cu]ar a area e Y; as ordenadas

da fungao, onde i = 0,1,...2n. Assim, tem-se por exemplo:

[}

! : :

i i H .

i ; - Th.8 & I

Xpl Xy X X3 Xy X5 X X g Xpo X

Figura B.1 - Determinacao da Area pelo Metodo de Simpson.

0 intervalo total x;sx, e dividido.em um nimero par de sub
intervalos de amplitude h e a expressac da aproximacao da area sobre a cur

va f(x) ée:

_ h ' . : '
= —5—- (yo + 4y1 + 2y2 + 4y3 + ... 4 4y2n_] + Zyzn)

A maior vantagem do i@todo de Simpson € que mecessita deunnu
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mere relativamente pequeno de secoes parabolicas ajustantes, a fim de for-

necer uma precisdo satisfattria. Aparentemente possui a desvantagem de ne
cessitar um numero par de subintervales. No entanto, esta limitagao pode
ser eliminada atraves de uma mudanga na censtrugzo dos primeiros (ou ulti

mos) tres subintervalos.

METCDO DE WEWTOM

Aplica-se para a solugdo de equagOes n3o lineares, isto €, a

. determinagao da raiz de uma equagzo f(x). E provavelmente o mais conhecido

dos metodos iterativos apropriades. -Consiste em, dada uma aproximagao ini
cia]_para a raiz de uma funcao, determingra tangente da Eurva naguele pon
to e achar asua intersegao com o eixo das abcissas. Este ponto se consti
tui na nova aproximagao, sobre ¢ qual & repetido o mesmo processo. 0 es-

quema abaixo ilustra o processo:

X

Figura B.2 - Representagao Grafica do Processo de Dbtengao

da Raiz da Equagao.
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onde x, representa a j-esima aproximacao {i=1,2,3,...n).

Observa-se que o Metodo de Hewton converge bastante rapidamen
te e muitas vezes o seu grau de aproximacao duplica em cada iteragao. Ana
Iiticamente; pode ser apresentado da seguinte maneira:

Seja X;uma anroximacao inicial para a eguagao f(x) = 0. As aproxima

goes sucessivas sao dadas entdo por:

0 procedimento termina dependendo do nivel de erro (c) deseja
do, 0 qual pode ser absoluto [[xi+]- xi]< e]

ou relativeo,

X417

!xml

< €

AJUSTAMENTO POR SPLINES QUADRATICOS

Consiste em um metodo relativamente recente de ajustar um dado
conjunto de pontos a uma curva, a qual & formada por parabolas de 29 grau,

ajustadas entre cada dois pontos. Assim, tem-se:
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¥
>n
I
S3/
/
Sy
’/
Sif
- i . 3
Oixc Xy X2 X3 e.e X g Xy X3

Figura B,3 - Representacao Grafica dos "Splines" Ajustantes.

onde cada Si; i=1,2,3,...n representa uma parabola ajustante do 29 grau.
Depreende-se pela simples observacdo da figura acima que, para um meihor a
justamento, o intervalo entre os pontos observados deve ser o menor possi

vel. Sob um ponto de vista mais formal, considere-se:

,(xﬁ,yi) um conjunto de observagoes ordenados de maneira crescente, on

de { =1,2,3,...n e o a amplitude (constante) do intervalo (xi-xi“]).

SejaLSi(x) o spline de ordem i aplicado ao ponto x, isto &:

Si(x) =a; + byx + cixz, onde (i-1)a ¢ x ¢ ia, i = 1,2,3,...n.
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As condictes basicas para a determinacao dos Splines sao:

r 2 3 - 7 s 7 e | ~
(1) Si-J(1"1)u| = yj-} 3 1= 1,2,3,...n
J (2) Si'(iﬁ) = yi ;A

(3) S (i) = S*;_,(ia)

§

0,1,2,...n

n

A condicao (3) resulta em bi + 2cﬁ(iA) =0 ¥ 2c, ]tia)

A hipdtese bisica realizada € que §'3(0) =0 =by= ¢
DETERMINAGARO DE S]:

a

(1) Si (08)

U

ay +by (08) + ¢, (08)" =y, =0 - a =0
(4) by =0

C(2) Sy (18) 2

2
ap + bya+ =y € Ty /A

Coeficientes:

2
a;y = 0 ; b1 =0 ; ¢, = ylla

© DETERVINAGAO DE S,:

2 2

(1) S2 (18) = az + bya + cop =y, fagt byt by =Y
2 2
(2) S; (28) = ap + by(28) + cy(da ) =y, | az+ 28by +48acy; = Y,
(3) by + 2¢c,(a) = by + 2¢;(a) b, + 2ac, = gﬂ%-
A
L
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o 2 L : 2
a, + abp + A Cy = V) [ a, + thy + A Cy = N
2
a, + 2aby + 40%cp = Y2, b, + 38°Cc; = Y2 - N
| 2y, 2y,
b2 + ZACZ. = e 1 b2'+ 2AC2 = -
A - A

2
(2, + oby + A Cp = )

2
! . b, + 34 Cp= y2'.- Y1

{y2 = ¥1) 2y1 Y2 - Y1 - 2N y2 = M

LS L‘Cz TR i e - - =
A A A A
\ y2 - 3
- L] Acz - At —
A
¥y = 3y
Cy = +
2
A
| N
y2 = 3y,
2 _ _ . _
sb, =y, = ¥, - 38 > = ¥y, =¥, -t
A
8y, - 2y2
A
2_\,,'1




(1)

-(3)

]

a, =Yy v bby m 8 S Yy T W
a = - ‘}’2
I
|
a, =Y, - Y,
i b2 = 2y1f’£\
(V = 3)’3)
C;_, = :.):__._._..._
< A
NAGRO DE S,
S,(20) = a3 + by(26) + €5 {48%) =,
. ' 2y .
S,{38) = a5 + by(38) + ¢ (947) = %3
2y, | _
by + 2C3(2£)) = b, + ZC?_(ZA) = —;'" "‘ 2(y, - 33(1)2_A
L . 2 12y, j4*
soLYy (4y, = 12yy)
2
2y, + (8y, - 12y,)4
b '{‘ 4AC3 =
3 A
2
ay ¥ ZAb3 + 447¢,y =

¥ dac

: 2
a, + 3Ab3 + 9A Cy

3

=2y~ Y,

2y, + {3y, - 12y,)4%

A



[~ 1]
1l

[+L
n

-
[»T)
tt

=
=
w
+
[
(o)
b ]
g
w
n
g
.
L
k{
PO

3 3 R
2. _
a, + 2Ab3:f 4a°cy = ¥,
2 = - ]
Bb, + 587Cy = ¥y Y, :
’ "(y3 - yz) zyl +‘(4y2 - ]zyl)ﬂ
b ey = + =
A )
2
ty, =Y, = 2y {4y, - 12y
"
. 2
Yy - ¥, = 2y, - (dy, - 12y,)a 1
C3 = P
A
2
y -y - Sy3 + 5y2 + IOy1 + {20y, - 60y1)_§
- .3 "2 ‘.
b3 = . .
y, = 8y, + 10y, + {20y, - 60y,) s?
b, = - _
. 3 B

A

2
: - - - 20y, -
y, -4y, * 4y, + By * (T6y, - 48y )e 8y, + 8y, —yl'
_ |
- {40y, - 120y,)a
dyy - 3y, - 12y, + (16y, - 48y; - 40y, + 120y;)

2
dy, = 3y, - 12y, + (12y, - 24y,)8
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7]
1i

. , . ”

3 = 8y, =3y, = T2y + (F2y; - 24y, ) 8
! = ! 1 ‘j_ - Y YA \ 2
_4}2 4_;3 + ’it.yl + (L‘Jy2 60y, ) &

h =
3 A
2
Yoo ¥, = 2y, - {4y, - 12y,)
- |
3 2
A

DETERMINAGAC OE Sy (1 ¢ k ¢nj:

{n 'Sk{(kml}a} =t bk (k-T)a + bk (k-1)22
2,2 .

(2) 5, (ké)'= 2, + b ko + g k8T =y,

(3) b+ 2c (k1) =by

=+

]

a + [{k-1)a] b, [(k—1)2.52:,] ¢
Joacr [l b, o+ (@

by 2(k1)4] ¢,

I

+

+

a, + (k18] b + [(k-1)27] ¢,

[(.Zk—1 )Az:l_ ¢y

[2(k-1)a] ¢,

ab

-~
+

It

~
4

= ‘yk"l'

b, + (k18] ¢,

V-1

Y = Y1

b, * [2{k=1)4] oy



a, + [(k—])a]‘ bk + _

= - - 2
ab, = Yy = Yy, + (2k-1)82 5

Yk = Yy (2T [’yk-l - Yy by + 2(k-1)a ck"l)A]

A

8 = Yoy ¥ (k-1)2a2 [yk,] - 73"k + {bk-1 + 2{k-1)a ck_])a} - (k-1) x

X [yk - Vg t (2_k—1) [yk_] - yk + [bk-'l + 2({k-1)a Ck-])ﬁ}}
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METODG DE TRANSFORMAGAO INVERSA

E aplicado a problemas de geracao de variaveis . aleatorias con
tinuas quando a sua funceo de distribuicao pode ser explicitada, Sejam
e F

F{x) (z) respectivamente as funcoes de densidade e distribuicac da va

riavel aleatoria x. Sabendo que F{x) e definida em todo o intervale {0,!
) {

-

e além dissa & monotonica n3c decrascente, & possivel gerar nlmeres aleato
rics (r) unifcrmemente distribuides e fazer F(x} = r. Como x & determina

do univocamente por r, entao iem-se X = FWT(F).

1
/ -
L d
/.
W, '
e !
e ]
0 Xo

Figura B.4 - Determinagao da Imagem Inversa de ry-
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‘Matematicamente, tal método -podé ser justificado da sequinte
maneira:

Seja {r) o numero aleatorio gerado, o qual tem distribuicao uniforme:

. P [x < x] = F(x) = P{r < r(x)}é P'[F“(r) s_ x]

]

..
-
e
F 7.8
AN
i
0
=
-
ra—
——
=
L
I}
<

}, onde se conclui que a funcao densidade

1(r) e tambem f(x). ' - |

de F~
Cono dito anteribrmente, o metodo tal como apresentado & v51i;
do para casos onde a funcao de distribuicao possa ser explicitada (o . .que
nio & o caso, por exemplo, da distribuicio normal), Atualmente tal método
e largamente utilizado, tendo em vista o auxilio do computador eletronico,

o qual permite gerar valores aleatorios uniformes bastante rapidamente.

CONDIGOES DE OTIMIZACAO EXIGIDAS PELOS METODOS USHAIS

0s metodos conhécidos de otimizagao nzo linear, tais como SUMT
(Sequential Unconstrained Maximizafion-Technique), o de Fletcher-Powell e
0S baséadds_nos mu]fip]icadores de Lagrange exigem como condiéﬁes basi cas
de obtengao de um:Etimo global dentro da regido viavel:
(i) A convexidade da regido viEGe]

(i) A concavidade da fungao objetivo (para o problema de ma ximizagao)

{111) A convexidade da fungao objetivo {para o problema de minimizagao)



. . 1
Ora, como o problema aqui considerado trata da maximizacao e
minimizacao simultaneas da funcao

31
BT -~ o~ - . -
h{t;a,8) = . observa-se que nao sao satisfeitas as  condicoes

B

o
{i) e (ii) ou (i) e (iii) e portantc nic ha possibilidade de ser aplicado
algum dos métodas acima expostos. Hao obstanté,'deve ser lembrado que tais
condicoes se referem aos algoritmos utilizados e nao ao prob1eﬁé'em si de
- otimizacio, o qual pode ser resoivido ainda que n3o através dos métodos a-

cima expostoes.

PESQUISA POR POHTOS E BUSCA SEQUENCIAL

A pesquisa completa sobre os pontos da regido viavel & talvez
.0 método mais priﬁﬁrio de otimiiaqﬁo; Consiste em realizar uma serie de
testes, os quais verificam se alguns pontos sao viaveis e dentre esses de
termina 0s que maximizam e os que minimizam a funcao objetivo, Como a re-
gido e constituida por infinitos pontos e portanto & 1mpo§sfvei pesquisa-
1o§.todos, deve ser feita uma busca sobre uma regido envolvendo os pontos
criticos, a fim de se ter uma maior aproximacao para 0s resultados a serem
obtidos. O processo de construir essa'regiio (geralmente um retangu]o) er
torno dos pontos criticos e qe deterﬁinar valeores aproximédos € chamado de
busca sequenqia1. A sequir sera apresentado'em detalhes todo o processo u

tilizado péra 0 problema de otimizagao deste trabalho,

Considere-se o seguinte problema: .-



Determinar MIN | 1
atP
e h{t;a.8) = 3
MAX | ¢ )
onde

{(0,8) ¢ f{a,B) > P}
- Conhecendo alguns pontos (ai;ﬁi), foram determinados os menores e
maiores dos a; e 6, a fim de se ter uma primeira idéia da variacdo
dos mesmos, Tambem foram determinados os pares que otimizam h(t; o),

dentre os viaveis. S2jam («,8) e {a,8) 0s que minimizam e maximi-

.zam, respectivamente.

- A partir dos menores valores dos oy € By “esquadrinhou-ée“ toda a
regiﬁo cada vez com intervalos menores; a fim de delimitar mais exa
tamente-a regiao viavel e verificar se os pontos chticos‘reaimente
se situavam em uma regido perto de onde foram determinados o maxi

mo e o minimo, de acordo com. o grafico:

Figura B.5 - Representagao da pesquisa por pontos sobre 0s valores

de o e B.



Convencao:
X pontos pertencente a regizo viavel

. pontos nao pertencentes ¢ regiao visvel,
p g

- K Tim de mais aproximar o maximo e minimc determinados, usou-se o
metode de busca sequencial em torno dos pontos criticos (@.8) e
(a.8) o qual permitiu obter pontos (a*,5%) e (a*,5*) os quais cons

tituem resultados mais aproximados que os primeiros.
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VERIFICACAQ DA PROPRIEDADE "FREQUEY -

-

~TA" DO INTERVALO DE CONFIANCA

BAYESIANO PARA A “TAXA DE FALHA

Nesta parte sera apresen

¢ao para verificar se o intervalo obti

4 DISTRIBUICAO DE WEIBULL.

'3 0 teste realizado por simula

2 passivel de sofrer uma interpre

tacao sob o ponto de vista da Estatisti . Classica, ou seja uma interpre-

acao "frequenti . im sendo, scv
tagao "frequentista". Assim sendo, s

" experimento (ou seja, em m amostras), ¢ -

dadeiro valor da "taxa de falhas" em +-

nivel de significancia desejado.

verificado se em m repetigoes do
intervalos obtidos conterao o ver

4as vezes, onde y representa o

Para a realizagdo do te::., considerou-se « = 100 e 8 = 2,

como os valores reais (ou populaciona’s:

"taxa de falhas" & dada por

g tUB-]

h (tGIGsB) = B =

a

Supondo que a analise sera feita para o

0 verdadeiro valor da "taxa de falhas”.

dos parametros. Desse modo, a

temport = 100, tem-se 0,02 como

0-problema entac consiste em to

mar varias amostras (lembrando que cacaz uma refere-se a um conjunto de ob

servacoes sobre o tempo de duragao de us elemento), calcular intervalos de

confianga ao nivel y para cada amostrz = verificar a propor¢ao em que oS

intervalos contem o verdadeiro valor dc parametro (nd caso h({tg,a,8)=0,0).
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Verifica-se pelo eprsto.acima & necessidade de se ter amos .
tras provenientes de uma populacdo com distribuicac de Weibull de parﬁmg
tros ¢ = 100 e 8 = 2, Como cada una delas € constituida por um conjunto °

~

de observagoes, considerou-se agui 6 observacoes (uma das quais censurada

por tipe IT) como integrantes de uma amostra. Sejam ti’ observagoes rela

‘tivas a variavel aleatoria (t) {tempo de duracao de um elemento). Assim

sendo, observa-se que

£ (t,

'I;G’B)

H
fes)
ct
™w
p—
m
>
2
i
——————,
|
—
—
L ™
S
jo]
0=
L4

[H
~o

onde o = 100 e 8
0 processo utilizado e o segquinte:

(1) gera-se m amostras de seis observagoes cada uma, procedentes da
distﬁibuigéo acima;

{(2) calcula-se o intervalo de confianga (ao nTve1-yj para cada amos
tra; |

{3) verifica-se a proporcao das vezes que o intervalo contém a verda
deira “taxa de falhas";

{4) compara-se tal proporcao com o nivel de significancia y utiliza

do, o qual foi de 0,90.

Para a primeira etapa do processo, & necessario gerar m con

Juntos de seis observagoes cada um. Para tai, considere-se:-
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F{t;a,8) = 1-EXP [}(t/u)é] - fungdo de distribui¢ao de Weibull

A fim de aplicar o Metodo da Transformacao Inversa, seja u

um niumero aleatdrio com Distribuicao Uniforme no intervalo [0,1]. Entao,

s T SPPIN
u= 1 X.L(L_/c.)jl

Cots oo [—m (1—u):i]/8

S3o determinados cinco valores de t {pois supoe-se aqui que

uma observac3o & censurada pelo tipo I}, os quais sao ordenados e tem-se

entao:
ty =vn
ty = vay
t3 = vy
ty = vy
ts = vs3

tg = vy, (censurado),
onde Vi3 representa a observacao i referente a amostra j.
Para cada amostra {foram consideradas 600} usou-se todo o
processo apresentado na metodologia e determinou-se um intervalo de con-

fianca para h (tg;a,R). O processo pode ser resumido atraves do seguin-

- te diagrama de blocos:



GEPAGRD DE
VALORES

ORDENACAD DOS
VALORES

Ty <ty < ts"'

]

PROPOREED DE VEZES

SAIDA DO

1 JEM QUE O INTERVALO
COHTEM O VALOR
REAL

N

DETERMIHACAD
DO INTERVALG RESULTADG

DE CONFIANCA

REAL

Figura C.1 - Diagrama em Bloco para Apresentagdo do. Processo ‘de verificagao

da propriedade "frequentista”
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0 resu]tado fornecido pelo teste foi que 92% dos intervalos
calculados continham o.verdadeiro valor do parametro. Tal resultado por
tanto, pode ser utiiizado para testar a h{pﬁtese'de que a proporgao (pj
pode se} considerada como.igual a 90% (por causa do nivel de significan-

cia 0,90 adotado). Tem-se entao:

Po Hog : p = 0,90
) 0U '
Po Hy t p #0,%

-

<

-
1

-
—
.
=
T

A "Regido Cr7tica" do teste a um nivel de significancia

y = 0,05 & dado por:

3 2 (c.1)

onde z e o ponto da distribuicao normal tal que P[} Z¢ng %] =0,95 e

% representa o desvio padrao da proporgao p:

/po(1-pp)

0
g =\/ —a
Y/

Portanto, caso se verifique a iqualdade (c.1), rejeita-se

Ho e aceita-se H;. No caso contrario, aceita-se Hg. Como:

z =1,96

po = 0,90

g = 0,012247
p .

p =0,92
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I P = Po ]
tem-se S , = 1,633
P
Rejeita Hy Aceita Hg Rejeita Hg
-1,9% 0 1,95

Como 1,63 < 1,96, a hipotese H, e aceita e pode-se portanto considerar a

proporcao real como 90%,
Alem deste teste de hipOteses, foi feito um outro do tipo

sequencial, gue tambam aceitou a hipotese de p = 0,90. Tal procedimento

consistiu em estabelecer a regiao do tipo:

Se: R> fn 2B | rejeita-se H,

R < £&n — B8 , aceita-se Ho

n—P ¢ R¢tn L , aumenta-se ¢ tamanho da amostra e

continua-se com o teste.

onde a - érrd do tipo I -
8 - erro do tipo II

X, - numero de vezes em que o intervalo contem ¢ valor da taxa de
falhas, em uma amostra de tamanho n. '
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0 processo pede ser melhor répresentado pela Figura C.2, a
baixo:

rejeita-se Hy

‘aumenta-se o
tamanho da

amostra

acejta-se H0

Fig. C.2 ~ I]ustfagﬁo do feste sequencial’ de hipotese

Realmente, este tipo de teste tambem aceitou a hipotese de
QUe p = 0,90, para dados valores de & e g. Para esse procedimento, ficou
estabelecido que seria necessiria apenas uma amostra-de tamanho 200 para

se contrastar a hipotese.

0 resultado acima apesar de bastante satisfatorio, por re-
... sultar em um intervalo "exato" (passivel de sofrer uma interpretagdo “fre
quentista"), serve apenas para indicar que a teoria referente a interpre-

‘tagao dos resultados pode ser ainda mais profundzmente investigado, pois
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determinou-se aqui um metodo o qual, @pesar da fungdo ndo ser invariante-
mente estimavel, determina intervalos de confianca passiveis de sofrer y-

ma interpretagac pela Estatistica Classica.

Observa-se que & analise supra referiu-se a um determinado
tempo (t,) para a taxa de falhas. TForam feitaé'variagaes para este valor,
as quais também resultaram em intervalos “exatos”. A fim de se ﬁe]hor ob-
_servar o comportamento das proporcoes amostrais, construiu-se intervé]os
de confianga para diversos valores de (tgj & nivel de 0,05 para
p = 0,90. Como pode ser visto pelo grafico ébaixo, todos os intervalos
contem os valores observados, o que assegura a validade do matodo para di

ferentes valores de to'
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