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" ABSTRACT

Four procedures that use inertial sensors -(gyrometers)and
non—inertial sensors (gun and horizon sensors) in the attitude
determination of low orbits artificial satellites are compared. The
parameterized state estimation in quaternion 1s made through the
Extended Kalman Filter. The use of the quaternion as state
parameterization results in some problems in the Kalman Filter
application. These problems are due to the error covariance matrii
stngularity 1n the parameterized state, that is a difficult condition
to be numerically. maintained. Four procedures that avoid this difficulty
are arclysed. These procedures performance comparation and analysis are
made through obtained from digital simulation.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Neste trabalho analisam-se quatro procedimentos de determi
nggéo'de atitude, via riltro de Kalman, aplicados a sistema de navegacao
autdnoma de satélites artificiais, utilizando sensores inerciais acopla
dos ("strapdown") ao véiculo (Joos, 1978; Cardenuto, 1984) e sensores
nao-inerciais (Wertz, 1978). As medidas dos sensores inerciais sao uti

~lizadas para realizar a propagagao da atitude através de substituigao di
reta de suas medidas nas equacdes cinematicas de atitude do veiculo, pos
sibilitando a 1ntegrag56 destas durante um determinado-perTodo de tempo.
As medidas dos sensores ndo-inerciais alimentam um procedimento de esti
macao de atitude, permitindo a recalibragao periodica dos senscres iner
ciais. A recalibracao e feita atraves da.estimacao conjunta da atitude
do satelite e das derivas dos sensores inerciais (Lefferts et alii, 1982).

Para a representacao do estado utiliza-se o formalismo de
quatérhions (Wertz, 1978), considerando-se para as quatro primeiras va
riaveis de estado as quatro componentes dos quaternios e para as tres ul
timas, as derivas dos girometros (sensores inerciais). A parametrizacao
do estado em quaternions tem sido 1argamenté empregada em procedimentos
de determinacao de atitude, devido as varias vantagens dessa parametriza
cao em relacao a outras existentes (angulos de Euler, eixos/angulos de
Euler, por exemple). As principais vantagens decorrem do fato da matriz
de atitude possuir forma algebrica, quando expressa em fungao dos quat:ir
nions (a necessidade de funcoes trigonometricas @ eliminada) e da ausin
cia de singularidade, qualquer que seja a atitude do satelite. O empre
go de quaternions impoe, porem, certas dificuldades a implementacao do
processo de estimagao de estado via Filtro de Kalman. Isto se deve @0
fato das suas componentes estarem submetidas ao vinculo de norma  unita
ria. Esta restricao implica na singularidade da matriz de covariancias
dos erros no estado, que e uma condicao dificil de se manter devido ao

acumulo de erros numericos.



_ Cardenuto (1984) implementou umbprocédimento desenvolvido
por Lefferts et alii (1982) no qual & considerada a aplicagao direta do
Filtro de Kalman para a déterminagéo da atitude do satelite, utilizando
as medidas dos girometros na fase de propagacao do algoritmo do Filtro
e dos sensores nao-inerciais para a atualizagao das estimativas do esta
- do. ApQs cada atualizacdao o vinculo de norma unitaria dos quatérnions
e mantida atraves da renormalizacao forcada deste parametro, nada sendo
- feito com relagao a manutengdo da singularidade da matriz de covarian

cias dos erros no estado. No decorrer deste trabalho este procedimento
sera chamado de Procedimento Usual de Estimagao de Estado com  Renorma
lizagdo Forgada dos Quatérnions. ' )

0 objetivo deste trabalho e efetuar-se uma comparagao en
tre o procedimento implementado por Cardenuto (1984) com outros tres
~procedimentos de determinacao de at{tude (incluindo comparagao entre os
‘desempenhos destes tres procedimentos entre si), tambem desenvolvidos
por Lefferts et alii (1982), que incluem tecnicas de manutengao da sin
gularidade da matriz de covariancias dos erros no estado. Esta compara
‘gao sera efetuada com base em resultados obtidos a partir de testes dos
quatro procedimentos, via simulagao numerica em computador digital, con
siderando-se suas aplicacoes a um satelite de baixa altitude.

0s tres procedimentos que serao analisados e  comparados
entre si e com o procedimento usual de estimagao com renormalizagao sao

0S seguintes:

a) Représentagéo Truncada da Matriz de Covariancias dos Erros no -
Estado;

b) Representacao Reduzida da Matriz de Covariﬁncia;'dos Erros no.
Estado, Empregando Propriedades da Matriz de Rotacdo;

c) Representacao Reduzida da Matriz de Covariancias dos Erros no
Estado Atraves do Vetor Erros dos Quaternions.



Sera tambem implementada conjuntamente com os procedimen
tos citados, uma.técnica adaptativa de estimacdo do ruido no estado
(Rios Neto e Kuga, 1982) que sera utilizada para a determinagao, a
priori, dos termos da diagonal.da matriz de densidade espectral dorui
do dindmico. Esta técnica sera tambem-utilizada em um dos testes .dos
procedimentos para a estimagéd sequencial do vetor de estado e dos ci
tados termos da matriz de densidade espectral do ruido dinamico, para

verificacao de sua influencia na manutencao da singularidade.

No Capitulo 2 sao resumidamente apresentados os  princi
pais fundamentos te6r1cqs que alicercam oS procedimentos de determina
¢ao de atitude a serem analisados. No CapTtulo 3 descreve-se os qua
tro procedimentos de estimagao de estadc a serem analisados e compara
dos. No CapTtulo 4 sao apresentados e discutidos 0s testes utilizados
para avaliar o desempenho de cada método. Finalmente o CapTtulo 5 &
dedicado as conclusoes e sugestGeS‘pafa aprimoramente e continuidade

deste trabalho.



CAPITULO 2

* FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 - INTRODUGAO

Neste capitulo sao resumidamente apresentados os princi
pais fundamentos teoricos, visando auxiliar a leitura dos capitulos sub
sequentes a leitores com pouca familiarizacao-com a area de estimagao

‘de atitude e navegagao inercial. Inicialmente sera esclarecida a neces
sidade de medidas auxiliares, providas por sensores nao-inerciais. A se
guir, descreve-se brevemente o Filtro de Kalman em sua'verséo estendida
3 aplicagdo a sistemas ndo-lineares: o chamado Filtro Estendido de Kal
man. (e.g.: Liebelt, 1967; Jazwinki, 1970; Gelb, 1974; Maybeck, 1979).
Finalmente, descreve-se uma tecnica de ruido adaptativo, para a éstimg
¢do do nivel de ruido no estado segundo um critério que mantém a coerén
cia estatistica entre o estado e o residuo das observagoes. (Rios Neto
e Kuga, 1982).

2.2 - SISTEMAS DE NAVEGACAO INERCIAL

Um sistema de navegagzo, em geral, e definido como um sis
tema capaz de fornecer a posicao de um veiculo em relagao a um referen
cial no decorrer do tempo. Sistemas de navegagao inerciais sao siste
mas capazes ce determinar a posicao do veT:ulo a partir de medidas do
movimento obtidas por sensores inerciais. Assim sendo, se a aceleracao
inerciaT do veiculo for conhecida, tanto em magnitude quanto emdiregao,
e possivel realizar-se uma integracao numérica a partir de condicoes fni
ciais, obtendo-se a velocidade e a posicao do veiculo no decorrer do
tempo. Para a determinacao autonoma de .atitude ha-a necessidade de se

manter a bordo um referencial inercial. Este sistema de referencia e

-geralmente obtido utilizando-se dispositivos chamados girometros.



Existem duas concepcoes de Sistema de Navegagao Inercial:
aquele onde  os componentes inerciais (girometros e acelerometros) sao
montados numa plataforma estabilizada e aqde]a onde estes  componentes
sdo fixos diretamente na estrutura do veTculo ("strapdouwn").

‘ No sistema de plataforma estabilizada os sensores iner
ciais sao isolados do veTculo por anéis de cardan e estabilizados iner
cialmente atraves de servos mecanismos na plataforma. 0s eixos sensi
veis dos girometros e dos acelerometros formam um triedro  ortogonal,
definindo o sistema de referencia da platafofma, o qual e utilizada pa
ra os calculos de navegagao. '

0 sistema “"strapdown", embora imaginado ha muito tempo,
SO teve sua execucao possivel com os progressos em miniaturizacao da
eletronica de tratamento numerico. Neste sistema o nucleo que comporta
os girometros e os acelerometros e fixo no proprio veiculg, formando um
“triedro ortogonal, de preferencia alinhado com 05 seus eixos principais
de inércia. Nesta configuracdo, as medidas sao tomadas no referencial
movel do proprio veiculo, necessitando de transformacdes de coordenadas
para o sistema de referencia adotado, envolvendo assim uma tarefa adi
cional para o computador a bordo.

Existem diversos fatores que levam a existencia de erros
tendenciosos nas medidas dos sensores inerciais. Em se tratando de gi
rometros. esses errcs sao conhecidos como derivas ("drift"). A deriva
total resulta da soma de varias parcelas de derivas as quais possuemori
gem distintas. Estas parcelas estao divididas ew dois tipos: o primei
ro e de origem estatica, tendo como causas as imperfeigoes de fabrica
cao e montagem, e erros devidos a eletronica associada ao instrumento.
0 segundo, denominado deriva dinﬁmica,'surge quando o sensor esta em
operagao. Esses erros podem ser determinados em laboratorio, permitin
do a realizagao de esquemas de cocmprnsacao (Maybeck, 1979) que  visam
extrair esses erros das medidas.
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Para aplicagoes em navegagao de curto perjodo, como lanca
dores e misseis de medio alcance, este procedimento, aliado a girometros
de qualidade excepcionais garantem uma navegacao precisa. Porem, para
navegacao de longa duracao como em avioes, misseis estrategicos e deter
minacao de atitude de satelites artificiais, surge a necessidade de uma
referéncia externa a fim de tornar possivel a correcdo do aciimulo de er
ros residuais, conduzindo ao que e denominado Sistema de Navegagao Iner
cial Auxiliado. Este nome resulta.do fato de, neste sistema, ser neces
sario a utilizacao de medidas auxiliares, realizadas por.sensores nao-
-inerciais de atitude (por.exemplo: ‘sensores solares, de horizonte e

estelares).

Para aplicacoes em satélites, a base de ‘um sistema auxilia
do geralmente consta de um modelo de propagagao de atitude e dois con
juntos de medidas. O primeiro e obtido por sensores inerciais e o se
gundo & obtido através de sensores ndo-inerciais. As medidas dos senso
res inerciais sao geralmente utilizadas para a rea]izégﬁo da propagagao
da atitude, atraves da integracao de suas equacoes cinematicas, durante
determinados . pericdos de tempo.. As medidas dos ‘sensores nao-inerciais
geralmente alimentam procedimentos de estimacao otima de atitude, os
quais permitem a recalibracao e reinicializagdo periodica dos sensores
inerciais. Na Figura 2.1 e apresentada a titulo ilustrativo, um dia

grama eéquemético de um estimador de atitude do tipo citado.

MEDIDAS DOS K
SENSORES " PROPAGACAD |X_ - X -
INERCIAIS ! ESTADO

i
{
i ESTIMADO

MEDIDAS DOS
SENSORES ~ _ FILTRO
NAO INERCIAIS

Fig. 2.1 - Diagrama esquematico de estimador de atitude.



No presente trabalho, os proéediméntos de estimacao de
atitude com base em sensores inerciais e nao-inerciais a serem apresen
tados, utilizam-se de um estimador segiiencial estocastico, o Filtro de
Kalman. Na proxima segao sera efetuada uma descrigao resumida do Fil
tro de Kalman em sua forma estendida a aplicagoes a sistemas nao-linea

res.

2.3 - FILTRO ESTENDIDO DE KALMAN

0 Filtro de Kalman & um algoritmo recursivo que permite
) obtengao de estimativas otimas do estado e da matriz de covariancias
dos erros no estado. Para problemas nao-lineares a versEo’mais usada
& o chamado Filtro Estendido de Kalman, do qual iniciar-se-3 na seqlien
cia uma descrigao resumida. Trata-se de um assunto largamente difundi
" do na Titeratura técnica da area e leitores interessados em maiores de
talhes poderao encontra-los em Liebelt (1967), Jazwinski (1970)e Gelb
(1974) por exemplo.

Seja um sistema nao-linear cuja dinamica e caracterizada

pela equagao diferencial.

F(x(t),t) + G(t)n(t), (2.1)

x(t)
onde:

o vetor de estado de dimensao n;

M\

x(t)

f(x(t),t) & uma fungcao vetorial de dimensao n, cujas componentes

podem ser funcoes nao-lineares do estado;

(]
—~

ct+
~—

(49}

e uma matriz nxp continua e deperidente do tempo;

n(t) e um vetor de dimensdo p cujas.componentes sdo ruidos bran

Cc0S gaussianos.



A matriz de covariancias de n(t) e dada por:

E[n(t) n'(0)] = o(t).e(t-x), (2.2)

onde Q(t) e a matriz de densidade espectral associada a n(t) e

§(t-t) e a funcao Delta de Dirac.

* Suponha-se que se dispoe de observagoes do estado do sis
tema modeladas matematicamente por (Vide .Apendice C):

) = hlx(h). t) o+ os(y), (2.3)

onde:

Y(tk) e o vetor de observagoes de dimensao m;

h(x(tk),tk) & um vetor de dimensdo m cujas componentes podem

- ser funcoes nao-lineares do estado;
v(tk) e um vetor de dimensao m cujas componentes sao ruidos bran
COS gaussianos.

A matriz de covariancias de v(tk)' e dada por:

) v(T)] = R(tk) T (2.4)
onde  R(t,) e a matriz de covariancia -.associada ao ruido nas medidas
X(tk) e & e a fungao Delta de Kronecker. E ainda considerado que
o ruido no estado n(t) & nio correlacionado tanto com o estado  ini-
cial quanto com o ruido nas observacoes, assim como este ultimo € nao-

- -correlacionado com o estado.

L A dedugao do Filtro Estendido de Kalman e feita a partir
da linearizacio das equacBes de estado do sistema e equacdes de obser-
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vagoes, em torno de uma trajetoria de referéencia, ou trajetoria nominal
x(t), deterministica, satisfazendo: o

X (t) = fR(E).Y) s t;to. S (2.5)

Definindo-se sx(t) A x(t)-x(t), como o desvio da traje
toria nominal, tem-se:

dsx(t) | - .
i = f(x(t),t) - "f(x(t),t) + G(t) n(t)s (2.6)

‘vcom estathtica-aprbximada por N [0,P(t)], sendo P(t) a matriz de
covariancias dos desvios da trajetoria nominal,.definida por:

p(t) = E{[x(0%E0 1IxwR0 1T} @

, Supondo-se §x(t) suficientemente pequeno, uma expansao
-em serie de Taylor de primeira ordem fornece:

Fx(),t) - F(X(t),t) = F(X(t),t) 8x(t)s (2.8)
onde:
_ { af (X(t),t) }
F(x(t),t) & . ) (2.9)
2x(t)

e a matriz de derivadas parciais tomada na trajetoria nominal. Com es

ta aproximagao a equagao linearizada torna-se:

déx(t) : .
; = F(X(t),t).8 x(t) + G(t) n(t) . (2.10)
t o
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- A aplicacao do Filtro de Kalman ao sistema linearizado con
tinuo resulta, para a equaggo de propagacao da matriz de covariancias dos
erros no estado, em uma equacao de Riccati. Para evitar a integragao des
ta equacao de Riccati, inicialmente discretiza-se a Equagao 2.10, obten

do-se:
b |
qi(tk+]) = ®(tk+],tk) Qﬁ(tk) + {_ @(tk+],v) G(t)n(w)dr, (2.11)
Y
onde ¢(tk+],tP) e a matriz de transicao de estado do.sistema apresenta

do pela Equacao 2.10, onde:

ott) = F(X(t),t). o(t,t,), (2.12)
para tk <t < tk+1’ e com a condicao inicial dada por:
ot ,t,) = 1, (2.13)

sendo I a matriz identidade.

Para efeito de calculo da matriz de covariancias dos des-
vios da trajetoria nominal, para o estadc propagado entre  instante de
amostragem, o ruido n(t) e usualmente aproximado por um'"step-process",

isto e, admite-se que o intervalo de tempo entre teoe Yy e suti
cientemente pequeno, de modo a permitir que a Equagao 2.11 possa ser apro
ximada por: )
( = 14
ﬁé\tk_‘_]) q(tkﬂ,tk)"s»’i(,tk) + F(tk_(_1?tk), ~q(tk), (2.14)

onde:
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tk+] .
F(tk+1’tk) = J ¢(tk+]’v) G(r)gr. | (2.15)

%

As medidas (observagoes) modelada pela Equacao 2.3 podem
também ser fungBes ndo-lineares do estado do sistema dinamico. Deve-se
adotar para elas uma formulagcao analoga a que foi feita para o estado,
1inearizéndo-a§wem torno de medidas hominais._ Seja Z(tk+]) 0 vetor de
medidas calculado a partir da trajetoria nominal X(tk+]), ou seja:

Ylteq) & b g)s ty) (2.16)
Definindo-se:
Xt b Yty - Tt | 2

e decompondo-se a Equacao 2.3 em série de Taylor, uma aproximagao de

- primeira ordem fornece:

5X(tkﬂ) - H(X(tkﬂ)’ tk+1)' Qﬁ(tk+1) * v(tk+1)’ (2.18)
onde:

aD—(Z(tkﬂ)’ tk+1)_ (2.19)

X

H(5-(tk+1)’tk+1) A

€ a matriz de derivadas parciais -das observacdes em relacao ao estado.

As Equagoes 2.14 e 2.18 sao equagoes de um sistema 1i
near discreto, ao qual sao aplicaveis as equacoes do Fi]tro'Discretizg
do de Kalman (Gelb, 1974). A escolha da trajetoria de referencia x(t),
torna4se uma questao logica: desde que se quer uma trajetoria nominal
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proxima a trajetoria real, escolhe-se a trajetoria nominal com base na

estimativa mais recente do estado. Assim:

X(t) = At/ S (2.20)
A partida e dada fazendo-se:
X(ty) = Z(to), . | ' (2.21)
logo
'$§(to) v N(O,P(t,)) g (2.22)

Com a estrutura recursiva seqguencial do Filtro de Kalman,
a cada passo o sistema € relinearizado sobre a nova estimativa. Partin

do-se desta imposicao a melhor estimativa entre observacoes e dada por:

Rt/t) = FR(H/t).1) 5 ot o<ttt (2.23)

Considerando-se o sistema linearizado, a aplicacao daequa

¢ao do Filtro de Kalman para a corregao da éstimativar(Maybeck, 1979),

fornece:
SRt ) T SR/t KB /) )
(610t 1) = M/t ) o) Bt /) 1 (2.24,
onde:
(E b /) Ee) = P/t 1R/t )

Hi%(- . + T'?
IR /80 tg) s P/t B E G0/t )s tg)

+ R(t, ) ] 7 (2.25)
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| A correcao derg(tk+1/tk) e dada por 5§(tk+]/tk+]); sen
do g(tk+]/tk) a melhor estimativa do estado no instante tes @ qual
incorpora informacoOes contidas em observacoes efetuadas ate o instante
tk‘ Esta estimativa e obtida atraves da propagagao.do estado, com o au
xilio da Equacao 2.23, a partir de g(tk/tk); A atualizacao do estado
no instante t

kel e entao dada por:
-x-(tk+1/tk+1) = 3(-(tk”/tk) + sg(tkﬂ/tkﬂ), . (2.26)
: sendqz
6}(tk+]/tk) = 0, : g (2.27)

Substituindo as Equagoes 2.17, 2.26 e 2.27 na Equagao
2.24, obtem-se:

Xt/ t) = X /) + KX g /t) s tyy)

.[l(tk;]) - h(R(t /80 te) 1, . (2.28)

que e a equagao para a atualizagao do estado do Filtro Estendido de Kal

man.

Resumindo, tem-se as seguintes equacgoes para o Filtro Es
tendido de Kalman:

- Propagacao do estado é da matriz de covariancias dos erros no
estado
tk+1
2(tk+]/tk) = g(tk/tk) + J f(}(}/tk? dt, (2.29)
' 1,

K



_]5_

T

P/t ) = el B ) PR/ e ()

+ r(tk+],tk). Q(tk). T (tk+1’tk) (2.30)
- . Ganho de Kalman
-, _ T, ~ -
K(ﬁ(tk+1/tk)f Fk+1) - P(tk+1/tk)' H (ﬁ(tk+1/tk)’ tk+1)

[ HR(te/t) tk+1)'P(tk+1/tk)"HT(Z(tk+T/tk)’btk+1) *

+ R(t,) 17 . o (2.31)

- Atualizacdao do estado e da matriz de covariancias dos erros no

estado

Kpan/tgan) = Xq/t0) + KXY /80, Yy)

[ Y(t,y) = DXt /) top], (2.32)
P(tl<+]/tk+]) = [ I - K(E(tk.;.]/tk)a tk+]) :
CHG( /) ) LR /Y (2.33)

2.4 - PROCESSAMENTO SEQUENCIAL DAS CBSERVACOES

Quando os ruidos das medidas sao nao-correlacionados en
tre si, isto &, a matriz de covariancias Jos ruidos do vetor de observa
coes, R(tk+1), e diagonal, pode-se processar as medidas seqliencialmen
te para a atualizacao do estado e da respectiva matriz de covariancias
dos erros. Isto evita a inversao matricial que aparece na Equagao 2.3]
para o calculo do ganho de Kalman, transformando-a na inversao  seqlien
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cial de m esca1ares} Isto geralmente acarreta em um ganho em termos
de precisao e de tempo de processamerto (Sorenson, 1966).

As Equacoes 2.31, 2.32 e 2.33 passam entao a ser recur
sivas no processamento do vetor de observagoes, isto e, cada componen
te do vetor e processado separadamente. A primeira componente do ve
tor l(tk+1) e utilizada para a primeira atualizagao do estado, ob
tendo-se dessgwforma uma estimativa preliminar de g(tk+1/tk+1)’ que
inclui informagoes contidas. apenas na primeira.componente do vetor
1(tk+]). Usando essa estimativa como informagao a priori, processa-
se a segunda componente do vetor de observacgoes, atualizando a estima
tiva de modo que essa inclua as informagoes sobre o estado  contidas
nessa componente do vetor de observacoes. Esse proceséo.deve ser re
petido sucessivamente até que a componente m do vetor de observacoes,
correspondente aolinstante tk+1’ tenha sido processada, obtendo-se
com isso a estimativa final do vetor de estado neste instante:

Xt/ Yq)

2.5 - TECNICA DE RUIDO ADAPTATIVO

Para sistemas nao-lineares, o filtro pode divergir em de
correncia de varios fatores: erros de linearizacao, procedimento nume
rico computacional empregado e ma-modelagem do sistema dinamico.

0 fenomeno ocorre quando as componentes da matriz de co
variancias dos errus no estado se tornam irrealisticamente pequenos,
e com isto as compenentes do ganho de Kalman (que corrige o vetor - de
estimativas e a matriz de covariancias) tambem se tornam pequenas, re
duzindo a influéncia de novas observacoes na estimativas.

Sera descrito a seguir um procedimento de estimagao doni
vel de ruido no estado para evitar problemas de divergencia do filtro
(Rios Neto e Kuga, 1982). A ideia basica do procedimento e estimar os
termés da diagonal da matriz de densidade espectral ‘associada ao ruido
na dinamica, Q(k), a ser incorporada na propagagao da matriz de cova
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riancias dos erros no estado, conforme a Equacdo 2.30, a partir de uma
hipotese que assegura a coeréncia entre o residuo nas observacoes e
suas propriedades estatistica. O criterio de otimizacao adotado para
a estimacao dos termos da diagonal de Q(k) € o de maxima verossimi
Thanga do resTduo verdadeiro ry> onde o residuc verdadeiro das obser
vagoes ¢ definido como a diferenca entre o valor verdadeiro do vetor
de observacoes em um dado instante, e o seu valor estimado.

Considere-se que se disponha de observacoes de um siste

ma dinamico modeladas matematicamente por:

ro (k1) = R(x(k+T/K), k1) = (R(K#1/K), keT), (2.40)

sendo x(k+1/k) o valor verdadeiro do estado do sistema no instante
tk+1‘ Para simplificar a notacao, substituiu-se tk’ tk+] por k,k+l
respectivamente. ‘

0 residuo calculado das observacoes e definido como a
diferenca entre o valor medido e o valor estimado dc vetor de observa

coes em um dado instante, isto é:
r(k+1) = y(k+1) = h(X(k+1/k), k+1), (2.41)

Assim, o residuo calculado e o residuo verdadeiro das

observacoes possuem a seguinte relacaoc:

r kel = r(kel) - w(kel)

—
[p]
s
™o

~—

3

M\

onde v(k+1)

uma sequencia gaussiana branca com
E{wksl) ] = 0 e E [y (k1) ] = R(k#1) > 0.

Admitindo que £v<k+]) possui distribuicdac gaussiana, a hipotese de

maxima verossimilhanca leva a:
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r2(k+1) = € [ r2 (k1) 1. .. (2.43)

0 procedimento de ruido adaptativo consiste emseutilizar
um Filtro de Kalman operando paralelamente ao.filtro principal, para a
estimagao dos e]ementos'da diagdna],da matriz de dénsidade espectral do
ruido dinamico, Q(k). A fim de adequar o problema de estimagdo desses
elementos 3 aplicagao do Filtro de Ka]mén, cdhsidera—se o vetor formado

pelos elementos da diagonal de Q(k), Qq(k), modelado  dinamicamente
por: ' '
gq(kf1) = gq(k) + e(k), : (2.44)

onde (k) possui media nula e covariancia dada por:

E [ e(k). €'(9) 1= W(k).s (2.45)

kj?

onde dkj e uma funcao Delta de Kronecker.
Desenvolvendo as Equagoes 2.41, 2.42 e 2.43 e consideran

do-se as hipoteses basicas adotadas no trabalho de Rios Neto e  Kuga

(1982), e obtida a equagao abaixo, denominada de equagao de pseudo medi

da escalar:

Zm(k+1) = M(k+1)_gq(k+])’ + n'(k+1), (2.46)

onde:

(2.47)

sendo Hj 0 j-esimo elemento do vetor H(k+1), e 'Fji o elemento  da

J-esima linha e i-esima coluna da matriz r{k), e ainda:
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E[ n'(k+i) ] = o0, | (2.48)

E [n'?2(k+1) ] | 4 r2 (k+1),R(k+1) + 2.R2(k+1). (2.49)

A pseudo medida escalar Zm(k+1) e calculada por:

m

Z (®+1) b r2(k+1) + R(k+1) = H(k+1), o(k+1,k), P(k/K)

@T(k+1,k),HT(k+1). o (2.50)

Para grandes erros iniciais no estado, pode ocorrer  uma
situacdo de perda de validade das hipoteses consideradas para as aproxi
macoes lineares. Portanto, para sistemas nao-lineares deve-se utilizar

valor r(k+1) Timitados.

r(k+1) = min { r(k+1), 30k+1}’ (2.51)
onde:
%41 R(k+1) . | ‘ (2.52)

Assim, o esquema de estimacao do ruido fica:
- Equicoes da dinamica e observagoes

Qq (k+1) . = Qq (k) + e(k), | (2_53)

(k+1) + n'(k+1) (2.54)

Zm(k+1) = M(k+1).Q
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- Propagagao
Q, (k+1/k) = 1.Q (k/k), | (2.55)
P(k+1/k) = P(k/k) + W(k), - (2.56)

onde W(k) = 1072P.I, com "p" sendo o numero de digitos da
mantissa do computador e I & a matriz identidade.

- Atualizagao

K(k+1) = P(k+1/k) MT(k+1) [ M(k+1) . P(k+1/K).MT(k+1) +

s E [ n'2(keT) ] ]'1, I "(2.57)

P(k+1/k+1) = P(k+1/K) - K(k+1).M(k+1). P(k+1/K), (2.58)
Qq(k+1/k+1) = Qq(k+1/k) + K(k+1). [ Z (k+1) -

- M(k+1)_gq(k+1/k) ] (2.59)

- A matriz de ruido estimada fica:

Qq(k+1/k+1)1 se positiva

Gq(k+1/k+1)1 .
0 se negativa

logo:

il

Q) - dig | QK1) o (2.60)



CAPITULO 3

DETERMINACAC DE ATITUDE ATRAVES DO FILTRO DE KAIMAN

3.1 - INTRODUCAO

- A aplicacao de Sistemas de Navegagao. Inerciais a sateli
tes artificiais exige.a manutencdo de um referencial inercial por longo
perfodo de tempo. Portanto ha necessidade de recalibracao periodica dos
girometros, devido acs seus erros de deriva ("drift"). Em sistemas do
tipo "strapdown", em que esta referencia e mantida, por exemplo, por
integracao das saidas dos gircmetros em computador de bordo, a recalibra
géo'pode ser feita atraves da estimacao conjunta da atitude do satelite
e derivas dos girometrcs, periodicamente, a partir'de,medidas de senso
res nao-inerciais. A utilizacao de sensores nao-inerciais para recali
bracao periodica de sensores inerciais dao origem aos chamados Sistemas

de Navegagao Inercial Auxiliado.

Neste trabalho sao analisados quatro procedimentos que em
pregamo Filtro de Kalman para a estimacao de atitude, parametrizada em
quateérnions, conjuntamente com as derives dos girometres, procedimentas
estes adequados a recalibragao periodica destes através do emprego  do
Filtro de Kalman. Na fase de propagacao das estimativas, para areducao
do tempo necessario ao processamento relativo a integracao da atitude,-
as medidas dcs girometros sao utilizadas diretamente no modelo cinemati
co desta, evitando a integragao de suas equagoes dinamicas para a obten
cao das velouidades angulares. (Lefferts et alii, 1982). Esta redugao
no tempo de processamento e importante pois isto reforca a viabilidade
de aplicacao do procedimento em tempo real e em computador de bordo, de

modo a possiiilitar a chamada navegacao auxiliada autonoma.
Para a representacao da atitude do satelite, utiliza-se

" a parametrizagao em quatérnions (Wertz, 1978), a qual apresente varias

vantagens em relacao as outras parametrizacoes. Existem porem algumas

- 2] -
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dificuldades relacionadas a aplicacao do Filtro de Kalman (Lefferts et
alii, 1982). Isto se deve a nSo-independéncié de suas componentes que
estdo submetidas ao vinculo de norma unitaria do quaternion, o que re
sulta na singularidade da matriz de covariancias dos erros no estado.
Esta & uma condigdo diffcil de se manter numericamente. Os procedimen
tos analisados neste trabalho contornam, por pfocessos diversos, esta
dificuldade.

Neste capitulo serao inicialmente apresentados, na segao
3.2, as equagoes cinemiticas da atitude de satdlite artificiais, para
metrizadas em quaternions. Na secdo 3.3 apresenta-se o procedimento
usual de estimagao de estado com renormalizacao forg¢ada dos quatéﬁ
~nions. Na segao 3.4 e apresentado e comentado o citado problema de sin
gularidade da matriz de covariancias dos erros no estado. Finalmente
na secao 3.5 apresenta-se a descrigéo de tres procedimentos para a ma
nutengao da singularidade da matriz de covariancias dos erros no esta
do atraves de tecnicas de reducao desta matriz.

3.2 - ATITUDE CINEMATICA

, Conforme ja citado, nos procedimentos de determinacao de
atitude a serem analisadas sera considerada a parametrizagao em quater
nions, 0s quais sao definidos por:

9_. = [g)ql}]Ts (3.])
sendo que:

— _ T .

q = [91,92,93] = n sen(6/2), (3.2)

qy = cos(8/2), (3.3)
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onde n = [ n..n .n ]T e um vetor unitario na direcdo e sentido
do eixo de rotacdo do satelite e & e o angulo.de:rotagao. As compo
nentes do quaternion sio relacionadas entre si, pelo vinculo de norma

unitaria deste, dada por:

T ' . :
lal & g - g = 1. (3.4)

=

e Defina-se A(q) como sendo. a matriz de rotagao do siste
ma de coordenadas de referéncia (usualmente o sistema . inercial
geocéntriéo) para o sistema de coordenadas do satelite expressa em
fungao dos elementos dos quaternions. Esta matriz e dada por (Wertz,
1978): | '

2 2 — 7 —
ACg) = (laul - [a] ) Iy +2:9:Q +29,[97], - (3.5)
onde:
0 a3 -q;
[a] = e 0 q 1 (3.6)
92 -9 o
Desenvolvendo-se a Equagao 3.5, tem-se:
([ q2-q%2-g%4q% 2 +q 21 + )
a;-a>-at+a.  2(a.q+aq ) 2(qaq.+qq)
A = 2 q G -q2+q2-q2+4q2? 2- +q 3.7
(a) (a9-a9) -qfxa’-al+q.  2(qq+34q) . (3.7)
2 + 2 - -2 -q2+q2+q2
(a 9+a,9 ) 2(aa-949) -q -9+ +q

Uma das vantagens da utilizagdo da.parametrizacao por

quaternions, com relacao as outras parametrizagoes, e dada pela simpli



c1dade de se obter a matriz de rotagao resulbante da comb1nagao de duas
rotagoes. 0 produto das matrizes correspondentes a cada rotagao e subs
tituido pelo produto de dois quaternions, onde cada um representa res
pectivamente cada uma das rotagaesAenvolvidas (Wertz, 1978), como sera
mostrado a seguir. Seja A(q) a matrﬁz de rotagid que leva a atitude do
referencial do satelite ao.referenqiél inercial no instante t, e A(g")
a mesma matriz relativa ao insténte t + At, A matriz de rotacao que
. transforma a é%itude do satélite no instante t para a atitude no ins
tante t + at, A(q') satisfaz a seguinte equagao:

A(G") = A(q') . A(q) - ' s (3.8)

Desenvolvendo o produto acima e levando em conta a Equa
cao 3.7, tem-se: -

™ g"= [g'la, ' - (3.9)
onde:
(9" q'  -q' q' )
y 3 - 2 1
. q, a a9
[q7= , (3.10)
92 _ql qlt q3
B N N

Considerando-se as matrizes de rotacdo definidas acima ve
rifica-se, entdo, que q representa a atitude do satelite com respeito
ao sistema de referencia no tempo t; e g" representa a atitude do
satélite com respeito ao sistema de referéncia. no tempo t + At. Repre

presentando-se q e g" por q(t) e gq(t + At) respectivamente, en
tao q' especifica a orientacdo do satélite no tempc t + At em relacdo
a posicdo que este ocupava no tempo t. Considerando-se as Equacgoes 3.2

e 3.3, pode-se escrever:



q1 = ng sen(40/2), (3.11)
@2 = n sen(Ae/Z),_ (3.12)
qy = n, sen(Aé/Z), (3,ﬁ3)
Q) =

; cos(ae/2), | (3.14)

onde Ny ny, n, sao as componentes do vetor unifério de rotacao no
referencial do satelite no instante t (porque este e o sistema de re
ferencia para g') e 46 & o angulo de rotacao que léva a atitude do
instante t "ao instante t+at. Com isto a Equagao 3.9 pode ser rees
crita na forma:

q(t+at) = {COS(AG/Z),I + sen{n6/2)

U Xk

0 n, —ny Ny
-n, 0 Ny ny
} q(t). (3.15)
ny inx 0 nZ
\ Ny —ny -n, 0

Para aplicagOes em determinagao de atitude €  convenien
te converter a Equagao 3.15 em uma equagao diferencial. Para isto con
sidere-se At infinitesimal e 46 = wAt, onde w & a magnitude da
velocidade angular instantanea do satelite. Uma aproximagao para pe

quenos angulos e dada por:

cos(a0/2) ~ 1 e sen(ae6/2) —— . wAt, (3.76)



- com o que a Equacao 3.15 reduz-se a:

1

q(t4at) = [ Loy * ——-ala(t)at |. a(t), (3.17)
-2
onde w(t) = [ Wy a0y 20, ]T & a velocidade angular ‘do satélite e,
( )
0 w, =y Wy
~w, 0 Wy wy | _
o(u(t)) = | | : (3.18)
Wy -w, 0 w, .
‘ -wy "oy o, 0 )
’ Fazendo:
dq(t) 1im alt+at) - g(t) :
= ' : (3.19)
dt At >0 At
tem-se:
dq(t) 1 ,
= — - 2u(t)) g(t), . (3.20)
dt . 2 .

que € a equacao cinematica de atitude com o foralismo de quaternions.

Conforme ja comentado, os procedimentos de‘determihagaode
atitude a serem discutidos utilizam somente o modelo cinematico da ati
tude do satelite. Para a sua integragao, porém necessita-se de valg
res da velocidade de rotagao do satelite em cada instante de integra
cao. "Estes valores sao normalmente obtidos atraves de integracao das

equacoes dinamicas do sistema. Devido ao requisito de velocidade de pro



cessamento caracteristico da aplicacao em sistemas inerciais, em que a
integragao deve ser feita em tempo real em éomputador de bordo, a in
tegracao das equacoes dinamicas e substituida por medidas das velocida
des angulares obtidas mediante o emprego de girometros. O0s girometros
devem fornecer medidas da velocidade angular nos tres eixos do referen
cial do satélite. Estas medidas sio diretamente substituidas nas equa
goes cinematicas da atitude durante o processo de integracao destas
equagoes. Estas porem estao afetadas por, alem de erros aleatorios, er
ros tendenciosos devido a chamada deriva giroscopica. Estas derivas
s3o estimadas conjuntamente com o estado de atitude do sistema com o
que, sua influencia na determinagao de atitude e compensada.

3.3 - PROCEDIMENTO USUAL DE ESTIMACAO DE ESTADO COM RENORMALIZACAQ
FORCADA DOS QUATERNIONS ‘

Considere-se o estado de atitude-do satelite como sendo
o vetor formado por duas particoes: a primeira, q(t), e formada pe
las quatro componentes do quatéernion e a segunda, Q(t); pelos erros
tendenciosos (derivas) dos giros nos tres eixos do referencial do sate
lite.

x(t) = [a(t),b(t) ] (3.21)

As Aerivas giroscopicas podem ser modeladas por:
u(t) = wft) + b(t) + np(t), | (3.22)
onde w(t) e o vetor velocidade angular real do saté]ite,. u(t) =
= [uxjuy,uZ ] T e o vetor velocidade angular, cujas componenzés 5ao

medidas dos giros e nj(t) = [ Ny My nlz] T & un vetor de ruidos

aleatorios gaussianos de media nula e covariancia dada por:

E [ m(t). ni(0) ] = 0 s(t-1), o (3.23)
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onde- §(t-t) e a funcao Delta de Dirac.

Substituindo a Equacao 3.22 em 3.20, tem-se:

-2 (u(t) - b(t) - ny(t)).q(t) .. - (3.24)

dt 2

Considere-se,agora, que o vetor das derivas giroscopica
possa ser modelada dinamicamente por:

(1)

= no(t), : , . (3.25)
dt :
onde no(t) = L N2y ”Zy’ ”Zz] T e um vetor de ruidos gaussiano com

media nula e covariancia dada por:
. A
E [ na(t).na(r) ] = Q2. 8(t-1). (3.26)

As equacoes 3.24 e 3.25 representam, respectivamente,
a dinamica do processo e das derivas dos giros ("rate-drift") modela
daé como movimento brawnianos, pois para aplicagoes em saté]ites, es
ta modelagem para as derivas, € satisfatoria (Lefferts et alii, 1982).

A matriz 9(w(t)), definida na Equagao 3.18, e linear e

homogenea em seu argumento, portanto:

a(u(t)-b(t) - ni(t)) = a(u(t)- ab(th- aln(t). (3.27)

Com isto, a Equacao 3.24 pode ser reescrita como:

Q -

dq(t) 1
= | oau(t))-g(t; - a(b(t)). a(t) - @(n,(t))a(t) | =

o
pury
~NY

- ()] q(t), b(E)s m(t) . (3.28)
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Suponha-se que se dispoes de estimativas q{t), b(t) e
(t): g(t), b(t) e a(t), respectivahente. Suponha-se ainda  que

(t) [n(t)] = o.

Linearizando-se a Equacao 3.28 em torno das estimativas
q(t), b(t) e n(t), respectivamente, vem:

Fu(t),a(t),b(t)on1 (1)) = Fu(t).q

0O
—
+
~—
-
=2
S~
+
~
=
—
—
+
~
~—
+

onde 0(2) representa os termos de ordem superior. Considerando-se
X(t) a estimativa mais recente de x(t), tem-se:

|
T (u(t),a(t),B(thn, (1)) = —2Fu(t),a(t),B(t) mi(t))|

o (t) - ax(t) R(t)

[Fal}

(3.30)

Definindo a matriz Z(q(t)) por (Lefferts et alii, 1982).

Q
—
joy
—
—+
~—
—
<

Ja(t) = Z(a(t))b(t), | - (3.31)
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[ qy =Q3 qx ]

g3 qy -q _
Z(a(t)) = |- K , | (3.32)
=q2 q; Qqy

| -0, -qp -q3 |

b

e substituindo «(b(t)).q(t) dada na Equagdo 3.31,-em 3.29, tem-se:

Ja que () e linear em seus argumentos, esta equagao
pode, desprezando os termos de ordem superior, ser colocada na seguin
te forma: '

- 2@ |- | | (3.30)

Atraveés da Equacdo 3.22 define-se w(t) como:
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~ = u(t) - B(t), (3.35)

com o Que, pode-se reescrever a Equacao 3.34 do seguinte modo:

4 (ag(t)) = <[ e(@(t) sg(t) - Z(3(t)) ab(t) -

- @) ] ) O (3.3)

Esta e a forma final das equagoes cinematicas leneariza
das da atitude que, serdo utilizadas no processo de determinacdo de ati
tude a ser descrito na sequencia. Conforme ja:comentado, o estado com
pleto a ser estimado consistira dos quaternions mais as derivas dos gi
rometros. 0 modelo dinamico a ser utilizado para estas derivas ho'pbg

cesso de'determinagéo da atitude e dado por:

d
at

(ab(t)) = ma(t) . - . (3.37)

As Equagoes 3.36 e 3.37 formam assim a dinamica linea
rizada do processo. Estas equacoes podem ser reescritas na forma ma

tricial, da seguinte maneira:

(8x(t)) = F(t)ax(t) + G(t)n(t), (3.38)

onde:
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Ja@ey - L)
2 | 2
- |
F(t) = e e e | (3.39)
_ | _
i 3XL | Osxs i
7X7
- ] ) | ) -
-T Z(ﬂ(t)> l 4 X3
o | » B
G(t) = e i (3.40)
| .
i 033 - Lixs
7X6
T ,
sendo n(t) = [ m(t),na(t) ] o vetor ruido de estado e ax(t) =
= x(t) - x(t)

3.3.1 - ESQUEMA DE FILTRAGEM

3.3.1.1 - INTRODUCAD

Sera agora descrito o esquema de ‘iltragem, com o qual ob
tem-se estimativas do estado do sistema, a partir de medidas de senso
‘res nao-inerciais. Este esquema & comum a ambcs os procedimentos — em
analise e, consiste basicamente da aplicacao do Filtro de Kalman em
sua versao estendida a sistemas nao-lineares. Visto ser o Filtro de
Kalman uma tecnica bastante difundida na literatura, a descricao dada .
aqui e resumida. Maiores detalhes sobre este assunto poaem ser encon
trados em Liebelt (1967), Jazuinski (13970) e.GeTb(1974) por exemplo.

.0 algoritmo do Filtro de Kalman usa um modelo matematico

do sistema dinamico, com o qual se trabalha, para a propagagao das es
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timativas do estado entre instantes de amostragem. Apos cada propaga
cao, a estimativa corrente € atualizada, isto e, corrigida de modo a
incorporar informagoes sobre o estado contidas nas observacgoes corres
pondentes ao instante de amostragem presente. 0 bom desempenho do
filtro depende, entre outros fatores, da precisao do modelo dinamico

utilizado nestas propagagoes.’

3.3.1.2 - PROPAGACAO DA ATITUDE

Nas fases de propagacao de atitude, entre instante de
amostragem de sensores nao-inerciais, somente s3o integradas as compo
nentes do vetor de estado relativas aos quaternions. As derivas dos
girometros sao consideradas constantes durante o intervalo de tempo en

volvido, ou seja, sao integradas as seguintes equagoes:

W) - eGe)).a, | (3.41)
dt 2 v

dB(t) " . o - (3.42)
dt

As condicgoes iniciais para a integracac constituem-se da
estimativa mais recente do vetor de estado relativo ao instante de

amostragem inferior ao intervalo considerado.

Integrando a Equagao 3.41, (Wertz, 1978) tem-se:
q(t) = e(t,to)g(to), 4 | (3743)

onde é(t,to)_ e a matriz de transicao de estado das componentes das
equacoes cinematicas relativas ao% qudternions. Esta matriz e dada
por (Maybeck, 1982): '
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36 1 -~ v
_at- (t,to) =?Q(g(t)) e(t’to)’ : (3.44)
o(t,t) = T, . | (3.45)

Quando a direcdo de w(t) e constante em Um pequeno in
tervalo de tempo ou os deé]Ocamentos angulares dos eixos do satelite
Sao pequenos, e(t,to) pode ser aproximado por (Lefferts et alii,
1982): '

o(taty) = Tygecos| | a(t) 2] 4
2(5(t)) - 1 |
+ | ——— | - sen [|]a(t)]- LI (3.46)
| w(t)] 2 | ‘
' - . - o 1/
onde At =-t-t_, Jo(t)] = | wi + m§ + mi | ’

_ A matriz de transicao dos guaternions, e(t,to), e orto
gonal, ou seja (Maybeck, 1982):
eT

e‘l(t,to) = (t.t)) = s8(t,,t) . (3.47)

0

3.3.1.3 -  PROPAGAGAO DA MATRIZ DE COVARIANCIAS DOS ERROS NO ESTADO

Considerando-se n(t) constante a cada intervalo de pro
pagacao ("step-process"), a solucdo forcada da Equacao 3.38 e dada por
(Maybeck, 1982): | '

ax(t) = ¢(t,tO)Ax(t

X O) + o(t,t')G(t")dt' n(t), (3.48)
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onde ¢ (t,to) e a matriz de transigao de estado para o sistema
completo, ou seja, considerando-se como estado os quaternions acresci
dos das derivas. Esta matriz satisfaz as equagoes (Maybeck, 1982):

—

3¢

- (t:t ) = F(t)@(t,t )s ' ' (349)
0 0 ,
at'a ’ )
oltyty) = Ly o (3.50)
Sl - T
o7l(t,t) = e(t,.t) . | (3.51)
Reso]vendo;se a Equacgao 3.49, (Vide Apendice A) obtém-
-se: '
e(t,to) y w(t,to)
| _
o(tat) = | o _ , (3.52)
_ |
Oaxh | I3x.3 )
onde:
t
bt = - A e(t.t) Z(a(th)) dt, © (3.53)
2
%
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Definindo-se:

r(t,t

o)

t

cuja integrag&g.é apresentada no Apendice A, a Equagao 3.48 pode
reescrita como: '

Ax(t) = o(t,t) Ax(to) + F(t,to) n(t) . ‘ - (3.

A matriz de covariancias dos erros nas estimqtivas do
tado @ definida por (Jazwinski, 1970):

P(t) = E[ Aﬁ(t).AﬁT(t) ] o (3.

Esta matriz satisfaz a seguinte equagao de Riccati:

0 6y = F()P(t) + P(E)F(t) + 6(£)Q(t)GT

cuja solugao pode ser aproximada por (Maybeck, 1982):

P(t) = e(t,t )P(t.) o (t,t)) + T(t,t)Q(c) r'(t,t), (3
onde:
[ Ql | 53)(3 1
at) - ____| _____ (3
{ _.:x3 : Q/_ J

t .
[' e(t,t') G(t')dt',. . | (3.

(t), (3.

55)

ser

56)

57)

58)

.59)

.60)
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3.3.1.4 - ALGORITMO DE DETERMINAGCAO DE ATITUDE

Em todos os procedimentos a serem apresentados, oS ruidos
das medidas sao nao-correlacionados entre si, isto e, a matriz de cova
riancias dos ruidos nas observacaes, R(t), & diagonal. Isto permite
gue se processem as medidas seqiiencialmente para a atualizacao do éstg
do e da respectiva matriz de covariancias dos erros, o que evita uma in
versio matricial na fase de atualizacgao das estimativas do algoritmo do
Filtro de Kalman (Sorenson, 13866).

- Na Figura 3.1 apresenta-se um diagrama esquematico da evo
Tugao do processo de estimacao, de modo a faci]itar'o entendimento  do
algoritmo utilizado nos procedimentos a serem apresentados. Este algo
ritmo consta das seguintes etapas:

(i) propaga-se o estado do sistema e a respectiva matriz de cova
riancias dos erros do instante tk ao tk+1’ com o auxilio
das equagoes cinematicas da atitude e com os valores das velo
cidades angulares obtida atraves das medidas dos girometros pa
ra o instante tk'

(i1) verificazse tk+1 = tjn’ J=1,2,3,...°

Caso esta igualdade se verifique, va para o passo (iii). Ca

so centrario, retorne ao passo (i) incrementando k de uma uni

dode.

(i11) Aplicam-se as equagoes de atualizagao do Filtro de Kalman (coin
o procedimento adaptativa de estimacao do ruido no estado) ao
processamento das obseryagﬁes-dos sensores nao-inerciais cor
respondentes a este instante, a fim de corrigir as  estimati
vas. Voltar a seguir ao passo (i) incrementado Jj de umauni
dade.

Na Figura 3.2 apresenta-se o algoritmo de determinacao de
atitude juntamente com o procedimento de estimagdo adaptativa.
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u(ty) o ult) ou(t)  u(t) o oult,,) u(ty) - u(t,))

] = - — - - ——-
t o 'tl t ty ther oY ton
Y S ) I "y
éﬂtk)?g(tk)‘ﬁ(to) R éﬂti)=2(ti)i§(tn) St )
2 : L3 an
Fig. 3.1 - Evolucdo do algoritmo no tempo.

MEDIDAS DOS
SENSORES
INERCIAIS

CONDIQOES INICIAIS

PROPAGACAQ DO ESTADO E DA
™ MATRIZ DE COVARIANCIAS

) ENTRE INSTANTES tk et

k+1

T T T T MEDIDAS . DOS
% o (==
_______ NKO INERCIAIS
|
!
$294] e ATUALIZAGAO
DE X(t;,) € o(t;,)

—=  ATITUDE EM t_in

Fig. 3.2 - Algoritmo de determinacao de atitude.
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A utilizacdo do procedimento de ruido adaptativo, da for
ma apresentada no didgrama de bloco do algoritmo de determinagﬁo de ati
tude (Figura 3.2), dependera de analise da necessidade em cada aplica
cao especifica, com base em possiveis problemas de divergencia do fil
tro, ja que a utilizagao desta téecnica visa evitar estes problemas. De
ve ser destacado que sua utilizagao implica em um processamento adicio

nal e consequente aumento no tempo de processamento. Sua aplicacao e

recomendada para casos onde os problemas de divergencia sao relevantes.

3.4 - SINGULARIDADE DA MATRIZ DE COVARIANCIAS DOS ERROS NG ESTADO

0 uso dos quaternions como parametrizacdo do estado, con
forme ja mencionado, apresenta algumas dificuldades na aplicagao do Fil

tro de Kalman, devidc a nao-independencia de suas componentes que estao

vinculadas de forma a obedecer a norma unitaria. Este vinculo resulta

na singularidade da matriz de covariancias dos erros no estado (Lefferts
et alii, 1982):

g (t)a(t) = 1. (3.61)

Considere-se que se disponha de uma estimativa dos quater
nions colocada na seguinte forma:

() = q(t) - ag(t) | | (3.62)

onde .q(t) e o valor real do quaternion = aq(t) o erro real da esti
mativa.

Substituindo-se q(t) obtido da Equacao 3.62 na  Equagao
3.61, tem-se: ‘

(1)) (3(t)+aqt)) . | (3.63)

Considerando-se uma aproximacao de primeira ordemem ag(t),
tem-se:
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T

q'(t) q(t) = 1+ 28" (£)d(t). (3.64)
Para que o vinculo seja satisfeiro deve-se portanto ter:

Ty = | . '
Aq (t) q(t) = 0. - (3.65)

A matriz de covariancias dos erros no estado, para os qua

ternions, e definida por:

'

Po(t) = E [ag(t)aa’(1)] . - (3.66)

Multiplicando ambos os membros desta equagao pof q(t),

obtem-se:
=T Sipy = &l T = |
q(t)P(t)5(t) = q'(t).E [ag(t)ag'(t) ] a(t), (3.67)
3 (6P(1A(t) = E [ a(t) a(t) sa'(1)A(1) 1. (3.68)
Levando em conta a Equagao 3.65, tem-se:
a ()P (D)A(E) = O | O (3.69)

Portanto q(t) e um vetor nulo de Pq(t) e, consequen
temente, o vetor | g(t), O ]T e um vetor nulo de P(t), logo a matriz
de covariancias dos erros no estado de dimensdo. 7x7 € singular. Devido
a erros numericos, esta sinéu]aridade e dificii de ser mantida durante o
processo de estimagao de estado. 0s procedimentos a serem apresentados
para evitar este problema, baseiam-se em transformagoes que permitem
a substituicao da matriz de covariancias dos erros no estado por uma ou

tra matriz nao-singular de dimensao menar.
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3.5 - DESCRICAD DOS PROCEDIMENTOS QUE EVITAM 0S PROBLEMAS DE SINGULA
RIDADES '

3.5.1 - REPRESENTAQKO TRUHCADA DA MATRIZ DE COVAQIAhCIAS DOS ERROS
. NO ESTADO :

Neste caso, o problema da manutengao do ancuTo entre as
componentes do quaternion durante o processo de estimacao e resolvido
atraves da Equacgao 3.65, da qual obtém-se inicialmente a expressao de
uma das componehtes dos quaternions em funcao das outras tres. A se
guir, substitui-se a -expressao assim obtida na equacao da  propagacao
dos desvios nas estimativas dos quaternions Equagﬁo 3.36,' eliminando-
-se, desta forma, uma componente dos quaternions. No,processo de de

terminacao de atitude estima-se apenas as tres componentes restantes,
alem das derivas dos giros. Para a componente eliminada em cada passo,

a estimativa e calculada atraves da Equagao 3.65, a partir dos valores

estimados paka as outras componentes. Calculando- Se,  por exemp]o, - a
componente Aq, atraves da equagao do vinculo, obtem- se:

pqy = - —— T(t).ea(t), (3.70)
qQy

— ST _ - T
sendo q(t) = [q;,92,93] e 4q(t) = [Aq;,807, 8q3] -.

Substituindo-se a expressao de Aqy,, dada acima, nas equa
coes para propagagao dos erros no estado 2 eliminando-se esta componen

te das citadas equacoes, obtem-se um sistema de equacoes reduzida para
um vetor erro de estado truncado dado por:

(3.71)

onde ab(t) = [aby,a8by,ab4 ] T e A X (t) e a diferenca entre o estado
estimado e 0 propagado.
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Fica entao definido, pela Equacao 3.71, um vetor de esta
-do reduzido, cujas componentes serao estimadas no processo:de filtragem.

Essa reducao do estado para o estimador implica em uma
equivalente reducao da matriz de covariancias dos erros, definida por:

. T . .
= E [ ax (t) & : .

P (t) £ [ax () sx (1) 1, : (3.72)

a qual satisfaz uma equagao de Riccati cuja integragao-fornece (May

beck, 1982):

o T ' T,,
Py(t) - Q)y(t’tO)Py(tO) q’y (tﬁto) +T (t$to)Q(t)Fy(tato)’ (373)
onde ¢y(t,t0) e é matriz de transicao de estado truncado e Fy(t,to)

e a matriz de transicao do ruido no estado truncado, dada por:

\
( Sy(t,to) ] wy(t,to)
~ |
, N - 3.74
o (tsty) ‘ , (3.74)
63x3 | Taxs
- ' L 6x6
F t,t z (t,t )\
wy( b O) | y ’LO
T ‘t’t = | —-———— — — — — — — — — . 3'75
J ) - . ( )
0343 | Tixs
Jexe

Para a determinacao das particoes das matrizes acima, con
sidere-se a solucao da parte homogenea da equacao de propagagao dos er
ros no estado das componentes dos quaternions, Equacao 3.36:

SRS
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ag;(t) = [8(t,t )] ;-805(t)) (3.76)

sendo 1i,J 1,2,3,4.

‘Desenvolvendo-se esta equagao vem:

805(0) = [0(t,6)]5, 001 (t) + [8(t,t)]y, - aoa(t) +
+ [o(tt,]5,003(t) + [0(tat )] 5, bau(t,) - (3.77)
Da Equacao 3.65, tem-se:
1 [ -
sanlty) = s [ql_(t(,).tqu(to) ¢ G0t ) ay(t )
v 8y (1) 80 (t) | - (3.78)

Substituindo a Equacao 3.78 em 3.77 e reorganizando  0s

termos tem-se:

i) J . (3.79)

Logo:

—r—y
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AqQ.(t) - q.(t ‘
__glﬁ___ = [e(t’to)] _Y _91_. [e(t,to)]iq' (3.80)

8;(t) O Gty

Levando-se a expressao acima ao Timite‘para qu(to) > 0,

tem-se:
5. (t) . o q.(%,)
———— = [e(tt)]yy - = Te(tt)]y, (3.81)
2q;(t,) 3u(t,)
Portanto:
9i(Y) o (t,t )] 3= 123 (3.82)
— . = 8 5 E 5 1, = s L5 3.
’ Yy o'-1g .
39;(t,) ‘
Da mesma forma, obtem-se:
[y (t,t )] AN 1,2,3 (3.83)
] H 1343 = I P sCs .
Y 071 ab.(t
0
observe-se que:
[oy(tat)]y5 = Doltst)lyy 5 1.3 = 1.2:3 (3.84)
onde w(t,to) e determinada pela Equacao 3.53. Assim:
: t
zy(t,to) = wy(t,t ydt'. (3.85)
t
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Esta integral e resolvida no Apeéndice A. Observe-se que:

L (tt )]s = [Z(t.t)] s i, = 1,2,3. (3.86)

[y iJ iJ
Na implementacdo do Filtro Estendido de Kalman utiliza-
-se apenas a matriz de covariancias dos erros no.estado truncado.
o . .
' Considerando o estado truncado, a equagao do Filtro Es
tendido de Ka]manApara o calculo das correcoes das estimativas corren
tes do estado, Equacao 2.32, fica dada por:

AX y( YA Ky(g(tkﬂ/tk)’ ) [-X(tk+1)

- h(x(t kﬂ/t) tper) } | o (3.87)

onde h(X(t,,/t), t ,,) € a matriz de dimensao 6x1 das observagoes
(vide Apendice C), 1(tk+1) € o vetor de observacoes, sendo que tres
destas observagoes constituem-se dos cossenos dos angulos formado en
tre a direcgao satelite-Terra (sensor de horizonte) e as outras tres da
direcao satelite-Sol (sensor so1ar);_ Ky( x(t k41/t k)’ k+l) e o ganho
.de Kalman, dado por:

t
y

onde y( k+‘/t ) € a matriz de covariancias dos erros no estado trun

cado, Hy(_( k+1/tk)’ tk+1) e a matriz de derivadas parciais das ob

servacoes, considerando o estado truncado, e R(t e a matriz de

k+l)
covariancia do ruido nas observacoes.
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A matriz das derivadas parciais das observagoes e determi
" nada usando-se o mesmo procedimento da Equagao 3.82, utilizando para es
te caso, a Equagao 2.18, ou seja:

M) H(X(ty 1/t )s tepn)s | (3.89)
&éy(tk+1) : .
onde:
- |~ )
. ( HYll( (tk+1/tk) tk+1) ! 3X3
Hy(z(tk+1/tk)’tk+1) = e m - — '—l_;_”“ » (3.90)
Hyz1( ( k+1/tk/’tk+1) Oaxa
‘ ) JGXG
sendo:
[Hyll( (/) k+1)} iy~ [H“(g‘ RVINE tk+1)]1j )
a;(ty,,/t,) X |
1 krl K [ Hll(é( k+1/t ) k41 ).] , (39])
q“(tk+1/tk) Iy
~ 1
[HY21( (t k+1/L )’tk+l)]ij {HZI(ﬁﬁtk+1/fk)’tk+1)Jij —
(/) A :
- A1 k+1" "k {Hox(i(tk+1/t )5t kel } (3.92)
- qt“(tk-i-l/tk) 1“

com-i,j = 1,2,3. As matrizes H
C.

;7 @ Hy, sao determinades no Apendice
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A atualizacdo da estimativa da matriz de covariancias dos

erros no estado truncado e dado por:

Py(tk+1/tk+1) B { Iexe B Ky( x(t k+1/t ) k+1)

-

Hy(R(t, 1 /80 s bepy) | Pyt /) . (3.93)

A quarta componente, Aﬁu’ do vetor erro de estado estima
do e determinada atraves da Equacdo 3.78 e a estimativa atualizada do
vetor de estado completo € entao calculada por:

5(tk+1/tk+1) = X(t /b)) + aX(t /). (3.94)

Note que a Equacao 3.78 (equagEo-re1acionada ao  vinculo
dos quaternions) pode conduzir a grandés erros quando q, for pequeno
comparado com as outras componentes do quaternion. Isto'é evitado eli
minando-se em cada passo do estimador, da forma citada, a componente dos
quaternions de major magnitude, ao inves de se elimipar, para o trunca
mento, sempre a mesma componente. ' '

3.5.2 - REPRESENTACAO REDUZIDA DA MATRIZ DE COVARIANCIAS DOS ERROS NO
ESTADO, EMPREGANDO PROPRIEDADES DA MATRIZ DE ROTAGAO

A matriz de rotacao de dimznsao 3x3, que transforma a ma
triz de aticude estimada do instante t' para o instante t & definida
por (Lefferts et alii, 1982): '

A(t,t') = AGE().AT(E(t"), . " (3.95)
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onde A(q(t)) e A(q(t')) representam as matrizes de atitude em fun
cao dos quaternions relativas aos instantes t e t' respectivamente
(Wertz, 1978). '

Da Equacgao 3.95 pode-se obter a seguinte relagao’
(Lefferts et alii, 1982):

0(t,t").Z(A(E")) = Z(A()).A(tt'), : (3.96).

de onde se obtem:

o(t,t') = Z(q(t) A(t,t)ZT(G(t') + at)d (t'), L (3.97)
pois:
T ) A . |
2a(t). Z(a(t) = T, (3.98)
Z(3()ZT(G(1)) = T,,, - G(£)3'(t) . (3.99)
As relacoes acima encontram-se demonstrada ﬁo Apendice
B.

Utilizando-se as Equacoes 3.96, 3.97, 3.98 e 3.99, conse
gue-se reduzir a dimensao da matriz de transicao de estado e da respec
tiva matriz de covariancias dos erros (Lefferts et alii, 1982). A ma
triz de covariancias reduzida tera dimensao 6x6 e sera nao  singular.
A utilizagdo da matriz reduzida permite gue se mantenha o vinculo im
posto pela norma unitaria dos quatérnions. Permite que se volte a for
ma de representacao 7x7 sem que se perca a singularidade dessa matriz,
devido ao acimulo de erros numericos durante o processo de estimagao.
A matriz de transicao de estado definida pela Equacao 3.52 e dada por:
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3
e(t,to) | w(t,to)
t,t ) = |
o(t,t)) = —————r——~— :
[ | Tays J
7X7
onde:
t
W(tt) = _;T_ o(t,t')Z(q(t"))dt".
tO
Substituindo a.Equaggo 3.96 em 3.101, tem-se:
t
b(tit)) = % ( Z(§(t)) A(t.t')dt"
J
tO
t
= -zt { A(t,t')dt!
2 j
t
0
Definindo:
t .
M(t,t) = - . ( A(t,t')dt",
° 2

J
to

vem:

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)
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Wty = 2(@t) n(t.t,). o | (3.104)

Substituindo as»Equagaes 3.97 e 3.104 na Equacao 3.100,

tem-se.
2(3())a(t,t )2 @(e,))4A0FE,) | Z(a(6)) 1 (Eat)
.. e |
q)(t,to)z ’—"——-—'——-———————-—-—————-—— ________
| i R
O35u ] T3y i
B : 7X7
2@ B, || sttt 1] 2@ T,
| | |
e T 1) BT L] [ +
| o o
3X3 | I3>’3 3Ix3 | Iaxs JL 03xu i I3)<3
7%6 6X6 6X7
Gt d'(t) | O,
| i |
e (3.105)
L 63xu | 63x3'_4
7%x7

logo:
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a(t)a'(t,) | 9,,,
o(t,t)) = S(A(t))(t,t)ST(a(t) + | ——————~- - ,
' S| T
77
(3.106)

onde $(t,to) & chamada matriz de transicao de estado reduzido, ST(_ﬁ_(t))
e a matriz que transforma o estado de dimensao 7 para o estado de di
mensao 6, dada por:

S(a(t)) = | ———=——-———— , : '(3}107)

7X6

B(t,t) = fem—m——— - :  (3.108)

6X6

A matriz de transigao do ruido no estado, definida naEqua

cap 3.55 e determinada no Apendice A e dJ.da por:



onde:

I(t,t )

Y(tat )

ten-se que:

I(t,t,)

r(t;t )

onde:

7X6

“t9

t

w(t,t )dt',

Substituindo a Equacao 3.104 em 3.110, tem-se:

_ t
= Z2(q(t)) . m{t,t')dt' .
J
to
Definindo:
t

i

n(t,thydtt

S CIONRTCRNE

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

Substituindo as Equacgoes 3.104 e 3.113 em 3.109, tem-se:

(3.114)
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f(t9t ) = —_—_———— = — — — = . ' (3.'”5)

6Xx6

Para o estado reduzido a matriz de covariancias dos erros
no estado de dimensao 6x6, que satisfaz uma equacao de Riccati, que apos
a integracao e dada por:

P(t) = #(t.t,) E(toﬁT(t,to) + (.t ) Q(t) TT(tt). (3.116)

A relagao entre a matriz de covariancias dos erros no es
tado de dimensao 6x6 com a mesma matriz de dimensao 7x7 e dada por
(Lefferts et alii, 1982):

P(t) = ST(3(t)).P(t).S(a(t)), (3.117)

. - T, - .
P(t) = S(a(t)).P(t).S'(a(t)). (3.118)

Na implementagao do Filtro Estendido de Kalman a matriz
das derivadas parciais das observacoes, para o estado reduzido, e deter
minada utilizando a matriz definida na Equacao 3.107, onde (Lefferts et
alii, 1982):

H<Z(tk+l/tk)’tk+1) Z.H(g(tk+1/tk%tk+1)' S@(tkﬂ/tk))- (3.119)

Para este procedimento o ganho de Kalman de ¢imensao 6x6
e ‘determinado por: ‘
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e , ‘ - T

K(5(tk+1/tk)’tk+1) = Pt k+1/t ). H (5(tk+1/tk)’tk+1) )

[H(g(tk+1/tk)’tk+1)' P(tk+1/ k) HT()(tk+ /t )> k+1) ¥
+ R(tk+1) 17 ' | - (3.120)

A atualizagao da estimativa da matriz de covariancias dos

erros no estado reduzido e dado por:

P(Th‘k+1-/-tk+1) - [st6 - K(x(t k+1/t )5 tk+1) )

CHE /)] PO/t (3.121)

A obtencao do ganho de Kalman de dimenséo 7x6,
'K(g(tk+1/tk)’tk+1)’ a partir de K(x{ b/t P+1) e feita pela se
guinte equacao:

K(X(t, 0/8) st ,y) = S(alty,,/t) -K(g(tkﬂ/tk),tkﬂ).' ©(3.122)

Com isto, a estimativa atualizada do vetor de estado e ob
tida diretamente pela equacao usual do Filtro de Kalman:

Xt/ bepn) = 2o /) + KX(E /)0t )
[Hty) - DR, /1t )50 S (3023

onde h(Xx( Hl)/t )st +1) & a matriz de dimensio 6x1 das  observacoes

(vide Apendice C) e Y(t & o vetor das observacoes.

k+1) T
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Somente a matriz de covariancias e atualizada e propagada
em sua forma reduzida, nao necessitando durante o processo de estimacao
ser transformada para a forma normal (7x7). Quando, porem, se quer ob
ter a matriz de covariancias normal, basta utilizar a Equacao 3.118. A
matriz de covariancias de dimensao 7x7, calculada desta forma, mantem a
singularidade devido ao vinculo de norma unitiria dos quatérnions,j ja
que o procedimento de estimacgao descrito preserva esta singularidade.
Nesta representagao, portanto, para efeito de estimagao de estado a ma
triz de covariancias dos erros no estado normal (7x7) ndo necessita ser

implementada.

3.5.3 - REPRESENTAQKO REDUZIDA DA MATRIZ DE COVARIANCIAS DOS ERROS WO
ESTADO ATRAVES DO VETOR ERRO DOS QUATERNIONS

Nesta representagao, o erro dos quaternions, e definido co
mo um quaternions que representa uma rotacao infinitesimal, a qual leva
a_atitude estimada a coincidir com a atitude verdadeira. Define-se o
incremento dos quaternions por (Lefferts et alii, 1982; Shuster, 1981):

sa(t) = q(t) 83 '(t), | (3.124)

onde g !(t) representa o conjugado do quatérnion estimado e sq(t) =

= [897,695,603,6qy | T &0 vetor composto pelos incrementos das  compo

nentes dos quaternions. Desde que este vetor corresponde a uma rotacao
inffnitesimé], admite-se a quarta componente , 6g,, como unitaria para
uma aproximacao de primeira ordem (Shuste-~, 1981). Desse modo, ‘todas
as informagies de interesse estao contidas nas tres componentes ' resta.
tes deste vetor (Lefferts et alii, 1982).

Desenvolvendo a Equacao 3.124, tem-se:
q(t) = [g]-sq(t), (3.125)

onde:
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@ - ) , | O (3.126)

=01 -y =Q3 qy

Logo, observando a Equacao 3.32, que define Z(ﬁ(t)), verifica-se que:

a(t) = [2@@(t)! a(t) 1.sq(t), (3.127)
portanto:
[ 6qy ]
sa | = Z'(3(t)) - q(t), - O (3.128)
8q3 |
. _ =T oo
sq, = g9 (t)aqlt) = 1. (3.129)

0 vecor de estado, para este caso, e definido por:

~ . : T ) '
X(t) = [ 691,895,693, by,bp,b3] . (3.130)

Desta forma: -

x(t) = | —-=m s === - (3.131)
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L e M et s o B R ehs Mt = inm

portanto: .

,~ .— T, . .

x(t) = S (a(t))x(t), (3.132)
onde 'ST(Q(t)) e a matriz que transforma o estado de dimensdio 7 - no

estado de dimensao 6.

As equacoes cinematicas de atitude sao dadas por (Lefferts

et alii, 1982):

dq(t) 3 T, o ‘
= —a(ult)alt) = ——. w'(t)8q(t). (3.133)
dt . 2 2
Considerando-se valores estimados esta équagéo'fica:
dq)t) S 1 -, -
= o(ut)a(t) = — w'(t) 29(t), - (3.134)
dt Y .
onde:
w'.(t) = [w,,w,,w OJT e w'(t) = [o,,0,,0 OJT
w N ys 7 w X’ ya 7° .
Da equacao 3.124, tem-se:
a(t) = sa(t)@d(t), (3.135)
Derivando-se esta equacao em relagao a t, tem-se:
d ~ d - o d - ) :
— 6q(t)qg(t) + sq(t) @ — q(t) = — g(t). (3.136)
dt dt ’ dt

Substituindo as Equagoes 3.133

-se:

e 3.134 em 3.136, tem-
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4 sq(t)RA(t) + oq(t) @ (—— 5'(t)Ha(L)) =
dt . 2 '

= ) ag(t). (3.137) -
2

Substituindo a Equagao 3.135 em 3.137, vem:

& sq(t) +—— sq(t)8E'(t) = —- '(t)RQ()8T (L),
dt 2 2

| (3.138)

ou.
—d—ﬁg_(t) = L (u'(t) 2 sq(t) - sq(t) 85 (t)). (3.139)
dt 2 i
Fazendo:

W) = sw'(t) + &'(t), - (3.120)

e substituindo na Equacao 3.139, obtem-se:

4

salt) = [ &' (18 ea(t) - sa(t) 83 () | +
dt 2

+ o sw'(t) Req(t), | (3.141)

onde:

:};_;;_‘= :_ﬂi__,° (3.142)
0 :
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| T fm o~ =T
sendo _ui(.t) = [wx;wy,wzj e w(t) = [_wx,wy,wZ] .

E facil verificar-se que (Lefferts et al alii, 1982):

sw'(t) Boq(t) = Adwf(t) + 0(2), | O (3:143)

-

%'[ w'(t) 88q(t)-6q(t) Bu'(t)] =

. T
onde &G(t) = [891, 9z, G3 ] .

Substituindo-se as Equacoes 3.142, 3.143 e 3.144 em 3.14]
e desprezando-se os termos de ordem superior, chega-se a:

d [ -3(t) x ag(t)J [ “Loab(t) + ny (1)
— &q{t) = | ——————- R , (3.145)
dt 0 0 o
logo:
—=oq(t) = [an] eq(y) - % (84(t) + my(t)), (3.146)
4 sq, = 0, | (3.147)
dt |

onde:
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[0 w, ~wy,
[w(t)] = -w, ' 0 we | . ) (3.148)
i wy, “wy 0 |

As Equacgoes 3.146 e 3.147 sio_as equacoes linearizadas
do erro de estado. Considerando o estado definido na Equagéo 3.130, a
Equacdo 3.146 pode ser escrita na seguinte forma matricial:

AR = F() aR(t) + &(t) a(t), T (3.149)
dt :
. onde;
— R ) _'
[a(t)] | - ‘E’ Tays W
|
F(t) = |m—m—mmm e , (3.150)
N
I O343 | Osxs i
6X6
-y | O
2 3X3 | 3X3
§t) = | —————— e __ . ' (3.151)
_ | |
O3x3 i 33 ]
6X6

A matriz de transigao de estado ¢ definida por (Lefferts
et alii, 1982):
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[a(t.t) [ W(tt,)
i} | '
F(tyt ) = | , (3.152)
0 O
Osxs | Iaxs i
- 6x6
viuc T
2wt ) = [a(H)]. 8(t.t ), (3.153)
ot 0 - 0
T ~ ~
2gnty) = (RO E(tt) - 1, L, (3.154)
at 2
sujeito a e(to,to) = I3X3 e w(to,to) = 03x3'

Desenvolvendo as Equagoes 3.153 e 3.154 da mesma forma
ao apresentado no Apendice A, verifica-se que:

i

Atht,), (3.155)

5(tst,)

P(t,t))

. M(t,t) = —— .| a(t,t!)dt’ , (3.156)
2

0

%

onde A(t,t)) e n(t,to) sao as matrizes definidas, respectivamente
pelas Equacoes 3.95 e 3.103. Assim, a matriz de transicao de estado
e identica a desenvolvida no processo anterior, ou.seja:
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FA(t,tO) | H(t,to) 1
o
Ftot ) = | —mm e . (3.157)
0 | .
B n
i 3x3 | Lixs ]
: 6X6
A matriz de CovariEncias dos erros no estado e definida
por:
P(t) = E [af(t), sx'(1)] . | (3.158)

Esta matriz satisfaz uma equagiao de Riccati cuja integra

cao e dada por:

B(e) = (et )P(t )e (t,t,) + T(t,t) Q(t) Tt,t,), (3.159)

~sendo  T(t,t)) a matriz de transicao do ruido no estado determinado pe
la Equacao 3.115.

, A implementacao desse algoritmo e identico ao da segao an
terior, no que refere & propagacao da matriz de covariancias dos erros
no estado e a determinagéo do ganhc de Kalman. A equagao do Filtro de
Kalman para atualizacao das estimativas do estalo apiicada no  estado
ax{(t), fica dada por:

- . N = Y Eed \ . \ .
AZ(_( tk+1/tk+] ! K(ﬁ( tk‘f‘l/tk/ ,t.k'i'l)

: I_-X.(tk-!-l) - E(Z(tk‘f'l/tk),tki‘l) ]a . (3‘]60)
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onde h(g(tk+1/tk),tk+l) e .a matriz de dimensdo 6x1 das observagoes
(vide Apéndice C), X(tk+1)' e o vetor das observagoes e E(g(tk+1/tk),

tk+1) e a matriz ganho de kalman determinado pe}a Equagéo 3.120.

A estimagao dos quatérnions e obtida por (Lefferts et
alii, 1982): '

R %3

i(tk'+1/tk+1)_ =1-5§(tk+1/tk+1)@Eﬂtk+1/tk)’ (3-161)
onde:
- Gé(tk+1/tk+1)-
Gi(tk‘ﬂ/tgﬂ) = il IR | (3.162)
i 1 '
0 vetor de estimativas dés derivas & obtida por:
E(tk“/tkﬂ') = B(ty,,/t) + Ag(;kﬂ/tkﬂ).‘ (3.163)
Desenvolvendo a Equacao 3.161, tem-se:
'g(tk+1/’“k+1) - -g(tk+1/tk) + Q(ag(tk+1/tk+1))

ﬁ(tk+1/tk+1)- ' (3.764;
Logo:
At /b)) = Al /) + Z(E(Y,,/8)) -

Gﬁ(tk+1/tk+1)- (3.165)
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0 estado estimado de dimensio 7 & obtido pelas Equacgoes
3.163 e 3.165. Note-se que a matriz de covariancias dos erros no es
tado reduzido e nao singular, ja qué para este novo estado inexiste o
vinculo de norma unitaria. A deterrn1'na¢50 desta matriz na dimensao 7x7
e feita atraves da Equagao 3.118, sem que se perca asua singularidade.



CAPTITULO 4

DESCRICAQO DOS TESTES EFETUADOS E APRESENTACKO
DOS RESULTADOS OBTIDOS

-Q.] - INTRODUGAO

_ Serdo descritos neste capitulo os testes efetuados para
avaliacao do desempénho dos procedimentos em analise. A seguir os resul
tados obtidos nestes testes serdo apresentédos'graficamente e comenta
dos. O0s testes foram realizados por simulacao numerica em computador
digita1, considerando-sé'um satélite artificial de.baixa altitude.

4.2 - DESCRICAQ DO PROCEDIMENTO DE SIMULACKO

0 esquema de simu]agéo adotado consta basicamente de dois
modelos dinamicos do sistema. O primeiro modelo (modelo de avaliagao),
utilizado para a simulagao da atitude do satélite (que inclui os modg
Tos matematicos dos torques provenientes das influencias da atmosfera,
da radiacao solar direta, do albedo terrestre, da radiacao terrestre e
do gradiente de gravidade) (Moro, 1983), e utilizado para a simulagao
-das dbservagGes dos sensores inerciais e nao-inerciais. 0 segundo, tra
ta-se de um modelo cinematico que e utilizado no processo de estimacao
de atitude via Filtro Estendido de Kalman. Na Figura 4.1 éapresentada

um diagrama esquematico do processo de sirulacao executada.

Os testes dos procédimentos foram efetuados a partir da
simu1ag§o do satélite TD-1A (European Space Agency - ESA, 1977), cuja
altitude media e de aproximadamente 550 km. A orbita deste satelite e
caracterizada pelos seguintes elementos Replerianos jniciais:
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CONDICOES
INICIAIS

SIMULACAO
DAS
OBSERVAGUES

SIMULACKO DE
ATITUDE DO
SATELITE TD-1A

Atitude
Real

PROPAGACAD  E
ESTIMAGAO DE
ESTADO VIA
FILTRO DE KALMAN

SIMULACAO
DOS
GIROMETROS

“Atitude
Estimada

Ny

&

Desempenho

q

- Esquema de Simulagao.




a (semi-eixo maior) - 6.910 km
e (excentricidade) _ - 0,0027
i (inclinagao) . - 97,6 graus
Q (ascencao reta) - - 317,9 graus
w (argumento do perigeu) - §0,6 graus
M (anomalia media) - 15,3 graus
h POSICAO DO
X SATELITE
LINHA DOS APSIDES
_ LINHA DOS
T° NODOS
EQUINGCIO
VER#-AL -

Fig. 4.2 - Elementos keplerianos da orbita.
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Em relagao a simulagao da atitude do satelite, os valores
iniciais adotados para as velocidades angulares e para os quaternions fo

ran:

0,052 (rad/s)

€
n

X.

0y = 0,052 (rad/s)

o, = 0,078 (rad/s)

q(0) = Q1(0? = qu(0) = 0
qu(0) = 1

As observacoes dos sensores nao-inerciais (sensor solar e
~sensor de horizonte) foram calculadas a partir de atitude gerado com o
modelo de avaliagao (Moro, 1983) e, a. seguir contaminadas por erros alea
torios com desvio padrao de 121072 rad. (Wertz, 1978}; compativel com
0s erros apresentados na pratica por estes tipos de sensores. Com base
‘no girometro do tipo integrador, foi realizada a simulagao de um siste
ma “strapdown" (Joos, 1978; Cardenuto, 1984) para obtengao de dados das
velocidades angulares, considerando um erro aleatorio com desvio padréb
de 1x107° (rad/s), tambem compativel com girometros empregados na prati
ca neste tipo de aplicacao. Os erros aleatorios foram obtidos apartir

de uma subrotina garadora de numeros aleatorios gaussianos.

‘As condicoes iniciais para o estimador foram obtidas a
partir das condigoes iniciais para a simulacao adicionando um eirro de
-3 - . . ‘ - .
ix10 = para os quaternions e para as derivas. O0s valores dos varios pa

rametros necessarios para a estimacao de estado estao apresentados na
Tabela 4.1.
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. TABELA 4.1

VALORES INICIAIS PARA ESTIMACAO DE ESTADO

VARIAVEIS

.VALORES

LI

PERTODO DE SIMULAGRO (Seg.

)

1200

INTERVALO DE PROPAGACAQ
(Seg.) (Vide Figura 3.1)

- 0.2

INTERVALO DE ATUALIZACRO
(Seg.)

PRECISAO NAS CONDIGOES INI
CIAIS DOS QUATERNIONS

PRECISAO NAS CONDIGOES INI

TATIVO)

— -3
CIAIS DAS DERIVAS = 10
MATRIZ DE COVARIANCIAS DOS e
ERROS NO ESTADO P = diag. {107
| - Q. 0 = diag. {107'%)
MATRIZ BE COVARIANCIA DO RN q |
RUIDO NG ESTADO 5 o, Q, = diag. (1077
 MATRIZ DE COVARIANCIA DO . .
RUTDO N45 OBSERVACOES Ro= diag. {1093
MATRIZ DE COVARIAHCIAS INI Pk | O ok = diac {107%°
CIAIS DO RUTDO DINAMICO ===,
(REFERENTE AO FILTRO ADAP- 0 Pl Py = diag. {10 12
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4.3 - ANALISE DOS RESULTADOS

Para a analise dos resultados obtidos sao calculados a ca
da instante os erros reais e os erros estimados, em quatérnions e deriva

assim definidos:

1

“erro real em quaternion.

4 1/2
AqQ = [ % P(i,1) } (4.2)
=1 . : ,
- erro real em deriva
. 3 2 1/2
Ab = [ 1£i(b1~61) J (4.3)
- erro estimado em derijva
7 1/2
sb = [ r P(i,i) } (4.4)
i=b
Define-se, ainda, 0 residuo norma.izado por:
6 . o .
r = { ERES } /6o, » (4.5)

onde:

Y. e o valor da observacao;
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e o valor da observacao relativo ao estado estimado e

<
4]

o € o valor do desvio padrao considerado igual para ambas as ob

servacoes (sensores solar e de horizonte).

Desta forma, o residuo normalizado € expresso em  termos
de desvio-padrido, permitindo uma avaliacao imediata do processo de esti
macao. E desejavel que o residuo permaneca no interior de uma faixa de
+ 3. ’

v Com o intuido de se ter uma melhor visualizacdo e inter
pretagao fisica imediata em cada eixo do satelite, define-se o erro an
gular por:

Agh. [8By,8By, 6B3 ]T, - - (4.6)
que e a rotagao que leva o satelite da atitude estimada para a real. As
‘sim, 8By, 8By, 6B3; admitidos pequenos, sao angulos de rotacao ao re
dof dos eixos x, y e z do satelite, respectivamente, que representam
os erro$ de atitude em cada eixo. As propriedades estatisticas de Ap

sao (Shuster, 1981):

E[ag] = 0, (4.7)
E [ AE_A@T ] = Pgs (4.8)
( Pe : U501 ]
e I N LR -y (4.9)
“ |
| 0

byt
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onde:
Pq e a matriz de covariancias dos erros referente a particdo do
estado relativo ao quatérnion, '
PB e a matriz de covarianciaé dos erros angulares e
BRI AR
| 93 Ay §1 qz _
[ g_] = . ' (4.10)
PR 9y q3
ST

Portanto, define-se o erro angular estimato em graus para

cada eixo por:

) 1/2
pe; = [ Py(ih1)] QL B I (4.11)

0 erro_angu]ar real e determinado atraves da Equacao 3.128

(Shuster, 1981), cI' seja:

[ 8q; ] 581
69z = ‘—%—- 882 | . (4.12)
9 6Ra

e

Portanto, o erro eral em graus e dado por:



3.

" 5By ] [ sq; ]
582 = 360 . (SQQ . (4.]3)
i1
L SB3 6q3 |

%e N . . . N . . .
: Em todos.os procedimentos apresentados foi analisada apre
cisao angular, com o objetivo de se ter melhor visualizagcao e interpre

tacdo fisica do desempenho do processo de estimacao em cada metodo.

4.4 - RESULTADOS E COMENTARIOS

0s resultados obtidos para os_quatro'procedimentos de de
terminagao de atitude de satelites artificiais sao apresentadas a se
guir, de maneira grafica, considerando-se para cada procedimento a simu

lacao de sua aplicagao durante um intervalo de 1.200 seg.

0 objetivo do trabalho e, atraves da analise dos resulta
dos dos testes efetuados, proceder-se a uma comparacao entre 0S desempe
nhos dos procedimentos estudados, chamando-se atengao para as curvas sem

pre que necessario.

) Nos resultados apresentados a seguir, nao foi utilizada,
durante o processo de estimaciao de estado. a tecnica de estimacao adap
tativa do ruido dinamico (Rios Neto e Kuga, 1982). No entanto, esta tec
nica foi utilizada, em um teste a parte, para se obter (calibrar) um va
lor medio de matriz de densidade espectral do ruido dinamico, a ser uti
1izada em todo intervalo de teste.
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As.Figuras 4.3-a, 4.5-a, 4.7-a e 4.9-a apresentam as
curvas, sobrepostas em um unico grafico, dos erros estimados e reais
nas estimativas dos quaternions para cada um dos procedimentos em ana
lise, respectivamente. Estes erros encontram-se definidos nas Equacoes
4.1 e 4.2. As Figuras 4.3-b, 4.5-b, 4.7-b >e 4.9—b apresentam, ana
lTogamente as curvas sobreposta dos erros estimados e reais nas estima
tivas das derivas giroscopicas para cada um dos métodos, respectivamen
te. Conforme pode ser observado nestas figuras, as curvas dos  erros
estimados tanto para as estimativas dos quatérnions quanto para as de
rivas, para todos os -procedimentos em analise, partem de.um va]of ini
cial e decaem gradativamente, mantendo-se, apos um certo intervalo de
tempo, em um valor praticamente constante, permanecendo sempre superior
a0 valor medio do erro real das estimativas, o que atesta a convergen
cia do estimador para todos os casos, dentro do intervalo considerado.
‘As Figuras 4.3-c, 4.5-c, 4.7-¢ e 4.8-c apresentam és curvas dos re
'sTduos normalizados das observacoes, definido na Equacao 4.5, para ca
da um dos procedimentos. Observa-se nestas figuras que para todos o0s
metodos a curva dos residuos apresentam media nula e mantem-se  prati
_camente dentro de uma faixa de um desvio padrao do erro aleatorio das

observacoes, o que confirma a convergencia do estimador.

Uma vez que a precisao em quaternions possui dificil vi
sualizagao e interpretacao fisica, nas Figuras 4.4, 4.6, 4.8 e 4.10,
sao apresentadas, para cada um dos procedimentos, respectivamente, as
curvas sobrepostas dos erros angulares estimados e reais, para cada um
dos eixos principais dc satelite. Verifica-se n2stas curvas que, para
todos os procedimentos, 0 . comportamento do estimador foi pratica
mente equivalente. Em ambos 0S casos o erro estimado partiu de uma con
dicao inicial da ordem de 0,12 graus e convergiu para valores em tcrno

de 0.05 graus.

Com base nos resultados ja apresentados, verifica-se que
nao houve diferencas relevantes entre o desempenho dos quatro procedi
mentos estudados na aplicacao especifica do teste e ainda que  todos

eles apresentaram caracteristicas satisfatorias.
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4.5 - VERIFICAGAO DA SINGULARIDADE DA MATRIZ DE COVARIANCIAS DOS ER
ROS NO ESTADO B

Para a verificagao da singularidade da matriz de covarian

cias dos erros no estado, para todos 0s procedimentos em analise,  0S
T, . o~ - .

i (tk)Pq(tk)g(tk), k =1,2, ..., m, oqual, confor

me a Equagao 3.69, deve ser nulo em virtude da singularidade da matriz

valores do'prdduto q

de covariancias dos erros no estado. O0s valores calculados para este
produto, para todos os procedimentos, foram plotados para a verificagao
da singularidade, analizando-se nestes graficos se os valores calcula
dos sao da ordem de erros numericos, d’que atesta.que a singularidadee
mantida. '

Estes valores foram plotados para dois casos distintos.
No primeiro caso considera-se a aplicacao direta dQ procedimento, sem
a utilizagao da tecnica citada de estimagao adaptativa.do nivel de rui
do no estado (Rios Neto e Kuga, 1982). A matriz de densidade espec
tral do rufdo dinamico & considerada, neste caso, constante em todo in
“tervalo de teste. No segundo caso, a tecnica de ruido adaptativo foi
1nc1ufda.

Nas Figuras 4.11, 4.12, 4.13 e 4.14 sao apresentadas

as curvas obtidas para o primeiro caso.

1a 12
L0 S B I S N DL B (N M SN AR B RO SR S B S
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Fig. 4.11 - Valores de aT(t) P (t)g(t) do procedimento usual com re

normalizacgao. .
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T
g q
através do vetor efro dos quatérnions.

Fig. 4.14 - Valores de q (t) P (t) q(t) da representacao reduzida

Observa-se nessas figuras, que para os tres  procedimen
tos de reducao da matriz de covariancias (Figuras 4.12, 4.13 e 4.14)
o produto _QT(t) Pq(t) q(t) manteve-se em um nivel praticamente cons
tante e proximo de zero (1x10—19). Isto era esperado, ja que foi man
tida a singularidade da matriz de covariancias com a aplicacgao das téc
nicas de redugdo. Para o metodo em que so e efetuada a renormalizagao
periodica dos quaternions estimados isto, porem, nao ocorreu, conforme
se observa na Figura 4.11. Embora o valor do citado produto permaneca
proximo do zero numerico, percebe-se que existe uma componente crescen
te, de modc aproximadamente'1inear. Isto se deve ao acumulo de erros
numéricos que destroem gradativamente a singularidade da matriz de cr
variancias. Isto provavelmente ira implicar em divergencia do filtro
ao se considerar longos periodos de tempo de aplicagao do procedimento
Fste teste porem nao foi efétuado devido ao tempo excessivo de proces
samento que seria exigido para o processo de simulagao.

Nas Figuras 4.i5, 4.16, 4.17 e 4.18 sao apresentadas
as curvas obtidas para o produto _QT(t) Pq(t) q(t) para o segundo ca
so citado, ou seja, com inclusao do procedimento de estimacao adapta
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tiva do ruido no estado. O objetivo e a verificagac de-sua influencia

na manutencao da singularidade da matriz de covariancias dos erros no

estado.
i ? :
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Fig. 4.15 - Valores de nT(t) P (t) g(t) do procedimento usual com re
= "~ normalizacao e ruido adaptativo.
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Fig. 4.16 - Valores de GT(t) Pq(t) q(t) da representacao truncada com

ruido adaptativo.
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Fig. 4.17 -~ Valores de gT(ﬁ) P (t) g(t) da representagao reduzida em |
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Fig. 4.18 - Valores de g (t) P_(t) g{t) da representacao reduzida atra

vés do vetor erro dos quaternions com ruido adaptativo.



- 88 -

Comparando-se as curvas obtidas nos dois casos, verifica-
~-se que n3o houve qualquer diferenca relevante para os tres procedimen
tos que empregam tecnicas de redugao da matriz de coyarigncias. Para o
procedimento com renormalizacio periodica dos quatérnions, porem, perce
be-se que o valor medio da curva, para o caso da Figura 4.15 possui um
valor inicial médio maior que.o da Figura 4.11, ouseja: aproximadamente
3.107% e 6x.107%0 respectivamente. Para o segundo caso (Figura 4.15),
embora se parta ‘de um valor medio inicial maior para o produto, este se
mantem praticamente constante para todo o intervé]o, nao apresentando a
tendencia crescente do primeiro caso. Nao se pode porem afirmar, com
base neste fato.que o produto nao. iria em um intervalo maior comecar a
apresentar um valor medio crescente. Tambem, por problemas de tempo de
processamento necessarios a éimu]agéo de intervalos muito grande, nao

“foi possivel a realizagao deste teste.



CAPTTULO 5

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS DE CONTINUIDADE

5.1 - CONCLUSAO

Considere-se que a proposta inicial deste traba]ho, a im
p]ementagao e comparagao de metodos que evitam o problema da singulari
dade da matriz de covariancias dos erros no estado, em procedimentos de

determinacao de atitude com parametrizacao em quatérnions, foi atendido.

A comparacao do desempenho dos tres procedimentos que uti
lTizam técnicas de redugdo da matriz de covariancias mostrou, para os ca
sos testados um desempenho semelhante dos metodos. No intervalo consi
derado nos testes, tambem o procedimento que se utiliza apenas de renoi'
malizagao periodica apresentou um desempenho sem quaiéquervariagaessig
nificativas em relacao aos outros tres. Quanto ao tempo.de processamen
to, porem, a representacao que utiliza a renormalizacao periodica  dos
quaternions foi o'procedimento que apresentou o maior consumo, conforine
o esperado, ja. que os outros utilizam reducao de dimenséo, tanto de es
tado quanto da matriz de covariancias dos erros.

A representagao truncada da matriz de covariancias dos er
ros no estado mantem as propriedades da caracteristica desta matriz mas
nio resulta em economia significativa de cempo de processamento em rela
¢ao a representagao com renormalizagao dos quaternions, devido a neces
sidade de c2lculo da matriz de transigao de estado de dimensao 7x7 a ca
da instante, para em seguida se poder efetuar a transformacao para a di
mensao 6x6. 0 tempo necessario para fazer esta redugao cancela pratica
mente toda a economia computacional consecquida com 0 esquema de atuali
zagao utilizado num espaco de d1mensao menor.

A representacdo reduzida da matriz de covariancias dos er

ros no-estado, para os dois procedimentos que empregam deste  recurso,

- 89 -
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preserva as propriedades da caracteristica da matriz com simplificacio
computacional consideravel, pois a matriz de transicao de estado e a
respectiva matriz de covariancias dos erros sao computadas somente na
forma ﬁeduzida; n3o sendo necessario o retorno as matrizes de dimensio
~7x7. Qutra vantagem destes dois procedimentos_com relacao ao que uti
liza a fepresentagéo truncada da matriz de covariancias e a inexisten
~cia do problema numérico relacionado ao calculo do erro do quaternion

eliminado via equacao de vinculo.

Os procédimentos analisados tambem mostraram resultados
semelhantes em termo de precisao na estimativa do estado, nas condicoes
adotadas nos testes. Apresentaram porem diferencas com relagao ao tem
po de processamento e a manutencao da singularidade da matriz de cova
‘riancias dos erros no estado. Destd forma, pode-se concluir que o0s
dois procedimentbs de representacao reduzida da matriz de covariancias
sao os mais indicados para o tipo de aplicacao analisado, pois alem de
manterem a singularidade da matriz de covariancias de dimensao 7x7, per
mitem que se obtenha uma reducao do tempo de processamento de aproxima
‘damente 7% em relagao aos outros dois procedimentos (representagac trun

cada e procedimentc usual com renormalizacao forcada dos quaternions).

5.2 - PERSPECTIVAS DE CONTIRUIDADE

Como perspectivas para desenvolvirentos futuros pode-se

citar:

a) Simulagac de atitude por longos periodes de tempo de nmodo a
permitir a avaliacao da convergencia do filtro a longo prazo.

b) Revisao do esquema de integragao numerica no calculo da ma
triz de transicao de estado visando avaliar os erros ocasiona

dos na propagacao dos quatérnions.

c) Estudo qualitativo, quantitativo, teorico e experimental sobre

a nao-linearidade envolvida na dinamica e na equagao das ob



servagoes, a fim de minimizar seus efeitosi e, consequentemente,

aumentar o periodo de propagagao.

d) Analisar o desempenho -dos procedimentos citados com intervalo
de atuaTizagSo maior que 2 Seg., diminuindo o intervalo de dis
cretizagao,Auti1izando de maneira periodica (com frequéncia me

‘w_ndr que a atualizacgao) a tecnica de ruido adaptativo (Rios Ne
to e Kuga, 1982). “

e) Utilizagao desses procedimentos na malha de controle e verifi
cacao da possibilidade de utilizar apenas as observacoes  dos
sensores de horizonte para a estimacao de estado.
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APENDICE A

A.1. DETERMINACAO DA MATRIZ DE TRANSICAO DE ESTADO

A matriz de transicdo de estado e solucdo da equagao:

o(t,t) = F(t) o (t,t,), | : (A1)
ou:
| 1 - o ] -
¢11(t,t ) ¢19(t,to) —E“'Q(B.(t)) | T Z(g(t))
R SR I I I
' |
| ~ _
o21(t,t)) 1 222(t,t)) O3y : 0343
7x7 ' 7X7
#11(t,t,) : 21a(tst,)
S , (A.2)
o21(tsty) | 2e22(tst)) .
sendo o(t,t ) = I, onde I & amatriz identidade e 0 a matriznu
la, logo:
. ] _ - R :
o ltyt,) = Y 2(ult)) ena(t,t)) - "i%* Z(g(t))®21(t’to), (A.3})
. 1 -~ - ‘
o12(tst,) = e a(w(t))ep(t,t)) - Y Z(gq(t))e22(t,t))) (A.4)
ba1(tot)) = Oy, (A.5)

- AT -
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db22(t’to) = 055 > - o (A.6)

Se—lldo Qll(to,to) = q)22(t0’t0) = I; q)iz(to,to‘) = —64X3 e q>21(t0,t0) =
= 03xL+ logo:

s
o21(tst ) = Ty, (.7)
9p2(t,t,) = Iy, ’ : (A.8)
A Equacao A.3 fica:
. 'I - . A ‘ .
e11(tst,) = —— @ (B(t))er1(tot,), . (A.9)
2
cuja solugac aproximada e (Wertz, 1978):
(4.6 - 1 la(t)|-at a(z(t))
ep1(tsty) = I, " cos + e
* L 2 L ety ]
lo(t) | -t
sen —— |, (A.10)
2 -
onde At = t-t_e Jo(t)] = (02 +u2 +w? )1/2
0 =\ x y z

Portanto @11(t,t0) = a(t,to), estando e(t,to) definida na  Equacao
3.46. Da Equacao A.4, tem-se:

Z (q(t))o22(tst,),

élzﬁhfa)g —%—gz(éﬁ»élzﬁbto)‘ —%—
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com a condicao inicial élz(to,to) = 0,,; @ solugao fica:

t
@12(t,to) = _._%_.J 8(t,t') Z(q(t")) dt'.f (A1)
' t
o
Portanto @12(t,to) = .w(t,to),estando w(t,to) definida pela Equacgao

3.53.

Resolvendo de forma aproximada a.integracao da Equacao
A.11 pela regra do trapezio, para varios pontos de integragao, e apli
cando a propriedade da matriz de transigao dos quatérnibns dado pela
Equacao 3.47, tem-se:

y
n
] ] ping ] ]
w(tn,to) = - _E_-J e(tn,to)e(to,t JZ(q(t'))dt’, (A.12)
t
- - ] ' = 1 i
Wtgty) == —= oltty) [ oty t)2(E(t"))dL, (A.13)
t
o
Apiicando a regra do trapezio, tem-se:
p(t ,t ) = - ot e(t .t ) . g é(t t. 4)Z(q(t. ) +
n’-o A n’>-o q=1 0’ =1/ A -]
R e(to,tj)Z(g(ti))} } o (1.14)

Dessa forma a matriz de transicao de estado fica:
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| cp(t,to)' S U - (A.15)
TX7

A.2. DETERMINACAO DA MATRIZ DE TRANSICAO DO RUIDO

A matriz de transigao do ruido & dada por:

n .
r(t.t) = J o(t ,t') G(t')dt' |  (A.16)

A integracao & feita aplicando as propriedades da matriz

de transicao de estado, obtendo-se:

0
r(tn’to)': -q)(tn’to)@(to’t )G(t'")dt
tn
t
n
= q)(t”,to) @(to,t')G(t')dt'
tO
= o Vg '
c(tn,to) r \to,tn) . (A.17)

Substituindo as Equagdes A.15 e 3.40-em A.17 e  reorgani

zando de forma a obter:
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1l 1 ) i B 1 = 1 A ]
taf olto.t) L utegoty | [ -3 z@enl o,
| : | .
. _ dt
r (toatn) =y 11 -—-"—-""""—-—-—\|" |/°”""7"=-"—"-"=—"—""7"=—"™—"/=™=—= =" ™7
_ | 1 _ l
L axs | 3x3 A - 3 [ I -
R 5 X3 3x3
t 7X7’  7ge
(A.18)
(- t -'t —
n | n
- Loa(t ,tN)Z(a(t"))dt" | P(t_,t')dt!
£ 2 e
= _‘_9____._______._._________2 ______
_ ot
3x3 } : I dt
.té' T7x6
v(to,t) | Z(to,tn)w
|
T e ——— — — - = = , (A.19)
O3X3 | I3X3Nz_\t T e
.onde N e o numero de intervalos de integracao considerado e:
t
n
Bt ot ) = - | e(t ,t))z(q(t"))nt, (A.20)
0 D 2 0 -
t§
_ .
z(to,t|) = w(to,t ydt (A.21,



- A6 -

Resolvendo as Equagoes A.20 e A.21 pela regra do trapezio,

tem-se:
' n
Pp(t ,t ) = - SLLI [ o(t ,t. )Z(g(t._.)) +
0’"n 4 -1 0’ i-1/ 72 -y
v ot t2E(E)) |, | | (A.22)
T : 1 |
£(t,.t) = _Z_ . [ ¢(to’ti—1) +u(t,.ts) J . : (A.23)



APENDICE B

A MATRIZ Z(9(t))

A matriz Z(q(t)) definida pela Equagao 3.32, apresenta al
gumas propriedades que simplificam a computagao da matriz de transicao de

estado e a respectiva matriz de covariancias dos erros:

L (z2(a(t)) = T au(t)z(a(t)-2(a(t)) [u] | (8.1)
dt V4
o(t,t,)Z(alt,)) = Z(a(t)) A (t,t ), (8.2)
Mt,t) = Z(a(t))e(t,t,) Z(alt), (B.3)
o(t,t,) = Z(a(t))a(t,t )2 (a(t,)) + a(t)a'(t,), (8.4)
onde:

( 0 w3 —wy
[w] = -y 0 wy |,

L wp “wy U

I

A(t,to) € a matriz de rotacao de dimensao 3x3, a qual transforma a m

o

triz de atitude estimada do instante t' para o instante t e w(t)
' |

= '[wlsw2’w3

Para provar a Equagao B.T1, tem-se que:

- B.T -
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Z(q(t))C(t) = a(C(t)a(t), S (8.5)

[0 Cs -C, Cy ]
R=
¢y 0 C, C,
a(C(t)) =
c, -C 0 Cs
L -¢, -G, -C3 0 |
Derivando a Equagao B.5, chega-se a:
2(g1t)).Ct)+Z(q(t))C(t) = a(C(t))q(t) + a(C(t))q(t). (B.6)

0 valor de C{t) no tempo t pode ser arbitrario e sua
“evolugao do tempo C(t) & dado por:

Ct) = [w]C(t) = - a(t) x C(t). (8.7)

Para »s quaternions, tem-se:

4(t) = —— 2l D)alo), (8.8)
a(t) = e(t,t ja(t,) (8.9)
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Substituindo as Equagoes B.7 e B.8 em B.6, obtem-se:

z(a(t))e(t)+z(a(t)) [w]C(t) = -alu(t)xC(t)) +a(C(t))a(u(t))a(t).

(B.10)
Desenvolvendo Q(g(t)xg(ﬁ)), resulta:
[ wpC3 = w3Cy ]
| w(t)xC(t) = | wiCz - Crug s - (B.11)
L w1l —  waly
0 (wlcz'@zcl) | ~(01C3-Cruz)  (02C3-w3C;) ]
Q(g(t)xg(t>) i “(w1C2mwaCr) 0 (waC3-wsCy)  (w2C5-Crug)
(01C3-Ciwz)  -(w2C3-wsC2) 0 (w1Ca-02C1)
i -(w2C3-w3Cs) -(w1C3-Ciwz). -(w1Cr-wyCh) 0 |
Assim:

(o(t)xC()) = =~ a(u(t))a(C(t)-a(Clt)ale(t)) |, (8.11)

Substituindo a Equagao B.11 em B.10, obtém-se:
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2a(0)U02a(t) [e]e(r) = = [a(a(e)aet)]
a(t) ~§7-9(§<t>>n(g(t>>q<t> +

+—'—§;-n(gﬁt))a(gﬁt>)g<t). O (a)

Sabendo-se que Z(q(t))C(t) = Q(E(t))g(t), fica bprovado
que: -

4 7(q(t)) = 1 a(u(t)z(a(t)) - Z(a(t)[w] - o (8.13)

dt 2 : ‘
Para prdvar a Equagéd B.2, tem-se:

C(t,to)'i 9(t,t )Z(alt,)) - Z(a(t))a(tst,) - (B.14)

Derivando-se esta equagao obtem-se: .
Clt,ty)= o(t,t)Z(alt,)) - Z(a(t))a(t,t) - Z(a(t)) -
A (ity) (B.15)

Sendo 8(t,t ) e a(t,t)) matrizes de transicao, as dife

renciacoes dessas matrizes sao dadas por:

B(tot) = —;——._Q(g(t))a(t,to), (B.16)
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A(t,to) = [o]ln(t,t). _ - (B.17)

- Substituindo as EquagSes B.1, B.16, B.17 em B.15, obtem

- Z(g(t))A(t,to)J - —%T»Q(g(t)C(t;t ). (B.19)

Integrando a Equacao B.19, tem-se:

Cltsty) = o(t,t)Clt L), | (B.20)

mas da Equacao B.14 C(to,to) = 0, Jlogo fica provado a validade da Equa

cao B.2.

cao:

A prova da Equacao B.3, segue provandb diretamente a rela

Maenza(t) = 1., . (8.2)

aplicando-se esta relacao na Equacao B.Z2.

Para obter a Equacao B.4, note-se que a relacao se inver

te, ou seja:
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a(t)g'(t).

2(q()2'(q(t)) = I,,,-

Aplicando a Equacao B.22 em B.2, obtem-se:

note-se que:

e(t,to)

Portanto prova-se assim a Equagao B.4, dada por:

T

o(t,t)) = 2(a(t))r(t.t)z' (a(t,)) + a(t)a’

a(t)al(t,).

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)
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C.1.MODELO DE AVALIACAO DO GIROMETRO INTEGRADOR

0 modelo de avaliagao do girometro desenvolvido por Joos
(1977) e bastante reaiistico -para este tipo de girometro. 0 modelo pro
posto nas leva em conta consideracoes a influencia da temperatura, pois
seu efeito sobre a deriva e de longo periodo face a taxa de atualizagdo.
Assim, os erros considerados sao relativos a deriva dinamica, isto devi
do a grande influencia dos erros de montagem e da eletronica associada,

predominante na realizacao de um bloco girometrico.

A equagao do torque sera obtida em relagao ao eixo de sai

da 0, uma vez que as medidas dos girometros sdo tomadas neste eixo
) 0 rotor gira acionado por um motor em torno do eiko de ro
tagao S e € suspenso em um anel que gira em torno do eixo da saida 0;
i € o eixo de entrada do girometro. Os sTmbolos "Ssym" e "Tsym" sao
respectiVamente "syncros", sensor de deslocamento angular e motor de
torque, onde "Ssym" mede o angulo a, € "Tsym" mantem ay proximo do
nulo a fim de minimizar a influencia de erros por acoplamentos de ei
'x0s. Uma entrada de velocidade angular no eixo 1, produz um  torque
no eixo 0, que por sua vez, desloca o anel com o0 angulo uo(”pitkof”)
Considerandc que a montagem ndo & perfeita existem varios efeitos que ge

ram torque no eixo de saida, tais como:

- aceieracao angular

- dinamica angular .

- anisoinercia

- produto de inercia dos "gimbal"
- desalinhamento "case-gimbal"

- desalinhamento "gimbal" - rotor.
= -desalinhamento do rotor

- aniscelasticidade.

- C.1 -

@,
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INVOLUCRO AS
("CASE") I
|

/
ANEL

{"ciMBAL"™)

Fig. C.1 - Esquema basico do giro integrador.

LEGENDA: i - eixo de entrada nas coordenadas do involucro
("case").
0 - eixo de saida nas coordenadas do involucro
S

- FEixo de rotagdo do rotor {"spin") nas coorde
nadas do involucro.
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Todos os efeitos citados acima estao detalhados no traba
Tho do Joos (1977) e Cardeénuto (1984). A dinamica sem torqueamento (ma

Tha aberta) e dada por:

1o Ba +K(w)a = H M -F(w,A),. | ' »(9.1)
onde:

Lo, - representa a dinamica angular

I - momento de inercia do giro

B - viscosidade do fluido que engloba o roter

K{w) - representa a elasticidade do giro

o, - angulo de "pickoff"

H. - momento angular do rotor

Her - representa o tordue fundamental do giro

F(w,A) - representa os termos restantes do torque

:(mx’my’mz)T - velocidade angular
T

A\= (AX,Ay,AZ) - aceleracao linear.

e

Dependendo das caracteristicas desejadas, tais como: pre
cisao, constante de tempo, linearidade, e outros requisitos inerentes
a um servopusicionador, varios esquemas de torqueamento podem ser impla
mentados tais como os digitais (binario,:ternario e modulado) e o analo
gico, sendo este uitimo de implementacao mais simples.

m e m———
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; F(W,A)

KY <

Fig. C.2 - Malha de torqueamento analogico.

Conforme a Figura C.2, k; e o ganho do sensor "Ssym" e
K; € o ganho do gerador de torque "Tsym"; I e a corrente proporcio
nal ao "pickoff"; w, e a velocidade angular medida pelo gircmetro, e
- 0s dados restantes estao relacionados com a Equacao C.1.

a

X

Fig. C.3 - Disposicao dos eixos dos girometros em relagao aos eixos de
veiculos.
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A Figura C.3 mostra a disposicao dos girometros em rela
cao aos eixos do veiculo para que possa ser medida a velocidade angular
do satelite nos 3 eixos.

C.2. EQUACAO DAS OBSERVAGUES

Existe a necessidade de sensores de atitude nao-inerciais
para obtencao de medidas externas (observacoes) necessarias ao Sistema
de Navegagao Inercial Auxiliado tornando possivel a recalibragao perio
dica dos sensores inerciais. Estas medidas sdo geralmente obtidas atra
ves dos sensores solares e sensores de horizonte, que apos umpre-proces
samento fornecem as direcoes do Sol e do centro da Terra, nos eixos de

referencia do satelite.

Existem varias fontes de erros que influem na qualidade
das medidas, sendo a maioria delas diretamente relacionadas ao equipa

mento utilizado. Assim, a cada sensor e a cada medida realizada esta

~associada um erro devido ao equipamento. Admitindo que os erros tenden

ciosos tenham sido eliminado por calibracao do équip@mento, uma maneira
simples de simular as medidas dos sensores (observacoes) & atraves da
simulacao das diregoes satelite-Sol e satelite-Terra corrompidas  apos
com ruidos gaussianos de media nula e covariancias unitaria multiplica
das pelo desvio padrao correspondente a incerteza da observagao relati
va ao sensoraie faria a medida (solar e de horizonte respectivamente).
Com isto as observagoes simuladas para os sensores nao-inerciais  cor
responderiam as obseryagGes apos o procéssamento, prontas para alimen
tar procedimentos de estimacdo de.estado cujas anaiises sao o objetivo
deste trabalho. '

As observacoes constituir-se-ao, pois, de medidas de angulrs
formados entre os eixos do referepcial do satelite (x,y,z) e o versecr
relativo a direcao satelite-Terra (TX,_Ty,TZ)T e analogamente para o)

versor da direcao satelite-sol (SX,S ,SZ)T (Moro, 1933), como visto na

y
Figura C.4.
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A s
z
d."'
X 0
y
e/
X \\\\3
T
Fig. C.4 - JAngulos entre 0s versores de (x,y,z) com as dire

coes 0S e OT.

0s angulos que definem a direcao OT e 0S sao dados nor:

cosa, Tx

cosa,, = B. ATy ; (C.2)
i COSaé | T, 1
| cosBX | I Sx _

cosg = B S, | (C.3)
_cosB S

z - - "z -
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onde B & a matriz de rotagao do referencial inercial para o referen

cial do satelite.

Observe-se a partir das Equacoes-C.2 e C.3 que "a equa

cao das observacgoes pode ser escrita da seguinte forma:

SY(t) = h(x(t).t) + »(t), ' (C.4)

onde x(t) e o vetor de estado, Y(t) e o vetor de observagoes simu

lado, h(x(t),t) e o vetor de observagoes deterministico obtido atra

ves do estado simulado a partir do modelo matematico das observacoes
v(t) e um ruido branco gaussiano com media nula e covariancias dada

por:

E[X(t)XT(T)] - R(t)6(t-1) . | | | (c.5)

COSa

COSa
Yy

Cosa —\2

COSBy h.(x(t),t) |

COSB

cos
BZ

onde:
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I

hi(x(8),t) = B [ss,8,] N (c.7)

Como as observagoes sao relacionadas de forma nao-linear
com o estado, a linearizacao torna-se necessaria. E considerada uma
aproximacao de primeira ordem da forma:

SY(t) = H(x(t),t)sx(t) + v(t), | (C.8)

onde a matriz H(x(t),t) e a matriz de derivadas parciais das.observa
coes em relacao ao estado, ou seja:

(C.9)

ahi(g(t),t)/dxJ =0, para J=5,6,7; portanto:
sh(q(t),t) ]
o 3q(t)
H(x(),8) & |- = ===~ : (c.10)
' ! —
L %

Resolvendo-se a Equagao C.9, tem-se:

- T & T ‘
(F1,F2,F3,Fy) :=C(TC,Ty,Tz) s (C.11)

(F5>F69F7>F8)T é=C(3x,Sy,SZ)I, (C.12)

onde:



.92
q,
qQy

Q3
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q3

=Qy

9,

G2 |

Definindo-se as matrizes:

i Q)
_q2

C =
=43
L 9y
Hll(f(t)’t) =

por:

(C.13) .
Fu T
F3 ,, (C.14)
-Fy ]
Fg |
Foo |l (C.15)
-Fg |

das observagoes H(x(t),t) dadr

__________ | - - (€.16)
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Sendo que a matriz de derivados- parciais das observagoes
e fungao somente dos quatérnions, pode-se reescrever a Equacao C.8 na

forma:

SY(t) = H{q(t),t)sx(t) + v(t), _ (C.17)

onde q(t) representa os-quaternions no instante t. A equagdo acima @
a equacao de observacoes a ser utilizada no filtro de Kalman.
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