3. Data
Fev.,1882

1. Publicacgao nQ 2. Versao

INPE-2320-TDL/080

4. Origem Programa
DRH/DSE ORBAT

5. Distribuigao
O Interna [z Externa
O Restrita

6. Palavras chaves - selecionadas pelo(s) autor(es)

EXPRESSOES ANALTTICAS SIMPLIFICADAS
TEORTA DE ESTIMACAO DE PARAMETROS
PROCESSAMENTO SEQUENCTAL

7. C.D.U.: 521.3:620.7,0786.6

8. Titulo INPE-23820-TDL/080

DETERMINAQAO DE EXPRESSOES ANALITICAS SIMPLIFICADAS
PARA CALCULO E PROPAGACAO DE ORBITAS MEDIANTE

0 USO DE TEORIA DE ESTIMAQAO DE PARAMETROS

]

10. Paginas: 11§

C1tima pagina: 103

9. Autoria Wigon Custodio Canesin da

ﬂcﬁm CC §ilp=.

Asswnatura responsave]

Silva

"12. Revisada por

. ;;ES""‘V.

Atair Rics Neto

13. Autorizada por

Neigz;\Lq Jesus Parada

Diretor

14, Resumo/Notas

Dzscutem-SQ as principais perturbagoes que atuam nmum sq
telite artificial, e propoe—se umg modelagem matematica aproximada, com ex
pressoes que representam a variagao no tempo dos elementos da orbita. Tais
expressoes sdo parametrizadas e seus parametros determinados a partir de da
dos obsgervados (ou simulados), utilizando-se a teoria de estimagac, atraves
de téenicas de processamento sequenczal com o emprego do filtro estendido
de Kalman., As expressoes aJustadhs, permitem a propagagao da orbita do saté
1ite, com aprecidvel economia de tempo e sem necessidade de recurscs compu

tacionais sofisticados.

15. Observacoes Tese de Doutoradc em Ciéncia Espacial, aprovada em 23 de

setembrc de 1981.




Aprovada pela Banca Examinadora
em cumprimento a requisitos exigidos
para a obtencao do Titule de Doutor

em Ciencia Espacial

T

S
Dr.Santiago Alves Tavares <::“)c“;rjxkyCWC}{) fji(bezv~¢< VP e
Presidente
Dr.Atair Rios Neto U/)"”’ / 0
Orientador
Dr.Nellore S.Venkataraman ?{f&ﬁ?/f /rULg;qqm/
Membro da Banca
Or.Antonio Felix Martins Neto L»Lﬁvo Tl&f Q»@U
Z‘ ///[ Membro da Banca
— ), P
Dr.Rodolpho Vilhena de Moraes iés,LjL oy :(ﬂﬁwk J‘Tv\*fw ; /////“
| Memb¥o da Banca
—conv1qado—
Dr.Wagner Sessin g iy

~ //// MemBrO da Bancé

49/ -conV1dado—

Dr.Sylvio Ferraz Melio

Membro da Banca

//’ -convidado-

Candidato: Wilson Custodio Canesin da Silva

Sao Jose dos Campos, 23 de setembro de 1987



AGRADECIMENTOS

Ao Instituto de Pesquisas Espaciais pelo suporte forneci
do para a realizagao deste trabalho.

Ao Dr. Atair Rios Neto pela orientagao do trabalho eincen
tivos para sua realizacgao.

Aos demais membros da Banca Examinadora por suas observa
coes e sugestoes durante a apresentacao preliminar.

Ao colega Helio Koiti Kuga pela troca de ideias e por seu
valioso auxilio na parte computacional, como também pelo emprestimo de

importantes sub-rotinas utilizadas no programa.

A Srta. Neusa Maria Dias Bicudo pela minuciosa corregaodo
texto e prestimosa ajuda na sua composicao final.



ABSTRACT

The principal perturbations on ariificial satellites
orbits are discussed and an approzmimated mathematical model using
parameterized expressions is proposed to represent the time variation
of orbit elements. The parameters in these expressions arve determined
from observational (or simulated) data, employing estimation theory
through the use of Kalman filtering sequential tecniques. Theanalytical
expresstons obtained allow orbit predictions with significant saving
in time and without the need of sophisticated computational resources.
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CAPTTULOD 1
INTRODUCAO

As teorias de determinagdo deorbitas de sateélites dividem

-se basicamente em dois tipos: teorias especiais e teorias gerais.

1.1 - TEORIAS ESPECIAIS

As teorias especiais sao as mais precisas e mais elabora
das. Permitem incluir todo tipo de perturbacoes, como tambem usar os mo
delos mais refinados, pois saode facil manipulacao. As integragoes neste
caso sao feitas numericamente, usando-se um dos metodos convencionais,
tais como ometodo de Cowell, ode Encke, ou oda variagao dos parametros,
onde se integra diretamente as equagoes planetarias delagrange (E.P.L.},
ou estas na forma de Gauss. As teorias especiais oferecem maior precisao,
porem sao mais dispendiosas devido ao maior tempo de computagao parasua

realizacao.

1.2 - TEORIAS GERAIS

As teorias gerais foram inicialmente desenvolvidas basea
das nas integracoes analiticas das equacoes de Lagrange (E.P.L.), para
as forcas conservativas, e nas E.P.L. na forma de Gauss, parafor¢as nao
conservativas. Nestas Ultimas, admitem-se modelos simplificados para des
crever a densidade atmosferica e para as forgas de pressao de radiagao.
Sao usadas tambem na forma de variaveis canonicas, como & por exemplo ©

método de Brouwer e gutras variantes do mesmo.

As teorias gerais levam uma vantagem sobre as especiais,
pois siao de baixo custo computacional; entretanto, nao tem aprecisao da

quelas. -



1.3 - TEORIAS SEMI-ANALITICAS

Estas teorias foram desenvolvidas posteriormente, na ten
tativa de obter teorias analiticas (gerais), com a precisao das teorias
especiais, o que obviamente nao foi conseguido. Elas estdo também muito
em uso para a propagagao de orbitas, e tem como procedimento basico pri
meiro a transformagao de elementos osculadores em elementos medios, de
pois a integragaoc numerica deste Ultimos e, em seguida, sua transforma

cao para elementos osculadores novamente.

A vantagem das teorias semi-analiticas €& que estas podem
usar grande passo de integragao (normalmente 1 dia). A transformacac de
elementos osculadores em medios se faz calculando-se asvariagoes medias,
por periodo, das equagoes de Lagrange (na forma nao-singular, em varia
veis equinociais). Porém, cada vez que se calcula estas medias, realiza
-se uma grande quantidade de calculos, porque as fungoes envolvidas(fun
cdo de Hansen da excentricidade e funcao de Kaula-lzsak, da inclinacao)
sao de carater bastante complexo.

Varios trabalhos tem sido publicados nesta area (Cefola,
1976; Green, 1979), onde ja aparece inclusive o uso da teoria de estima

¢aon, com processamentos em sua grande parte em lotes.

Outros trabalhos para determinagaoc de orbitas desatelites,
usando a teoria de estimagao de parametros, com modelos de compensagao
dinamica, foram os de Tapley (1972), Rios-Neto (1973), Tapley et alii
(1975). Estes, entretanto, integram diretamente a equagao de estado do
sistema e fornecem dados que servem de condigoes iniciais estimadaspara

outros metodos de propagacao de orbitas.

1.4 - METODOS EMPTRICOS

No Smithsonian Astrophysical Observatory, Veis and Moore
(1960), em seu programa de determinagao de orbitas utilizaram metodos em
piricos para propagagao de orbitas. Em tais métodos, as equagoes sao es



critas na forma parametrizada, e os coeficientes sao determinados poste
riormente, combinando-se dados observados com processos de ajustamento
por corregoes diferenciais, ou métodos de minimos quadrados.

1.5 - OBJETIVO PROPOSTOC

0 objetivo deste trabalho & determinar expressces analiti
cas, simplificadas mediante o uso de teoria de estimacao de parametros,
e, especificamente, técnicas de processamento sequencial, com o filtro

estendido de Kalman.

. As observagoes serao simuladas por um gerador numérico de
orbitas, onde se pode incluir todas as perturbacoes que se desejar, devi
do a flexibilidade apresentada por este tipo de programa.

No CapTtulo 2 faz-se um estudo gqualitativo das perturba
¢oes, comegando com as gravitacionais e tendo como preocupagdo, nao ade
deduzir formulas, mas sim, o aspecto final tomado por estas. Faz-se um
rapido estudo das equacoes de Lagrange, analisando-se inclusive possiveis
casos de ressonancia que podem surgir e propondo-se umfator denaminado,
aqui, fator de resgonancia (FR), que permite avaliar a intensidade com
que atua este fenomeno nos parametros da Orbita. Na sequéncia, comenta
-se a teoria de Brouwer (1959), condensado nas Equagoes 2.40. Estas ul
timas, por sua vez, sao de grande importancia para odesenvolvimento des
te trabalho, porque possuem quase o perfil definitivo das expressoes ana
17ticas, que vao representar o modelo matematico das perturbagoes.

As perturbacoes devidas a atragao gravitacional de um ter
ceiro corpo (Sol ou lua), vistas a seguir, nao apresentam caracteristi
cas relevantes, uma vez que suasperturbagoes seculares e periodicas po

dem ser perfeitamente absorvidas dentro da forma das Equagoes 2.40.

No CapTtulo 3 estudam-se as forgas nao-gravitacionais, is
to &, as decorrentes do arrasto atmosférico e as da pressao deradiagao.
As primeiras preponderam nos satelites de baixa altitude, enquanto asde
pressao de radiagao sac mais atuantes nos satelites acima de 1000 km. Os



efeitos destas duas Ultimas forcas sao bastante significativas e sao co
mentados no Capitulo 4, onde se trata da modelagem matemdtica das equa
goes representativas das perturbacoes que atuam no satelite. Afilosofia
encerrada nestas equagoes € de que as perturbagoes seculares e de longo
periodo se ajustam em arcos de parabolas; dai o aparecimento de termos
em primeiro e segundo grau em t, nas expressoes modeladas. Estahipotese
e razoavel porque as observacOes saoc em pequenos arcos.

Quanto as perturbagoes de curto periodo, estas saoapresen
tadas inicialmente com apenas uma freguencia, que por sinal @ tomada'cg
mo igual ac movimento medio (no) do satelite, porque as observagoes sag
em arcos curtos {(de um perioda).

A parte que trata da modelagem matematica nao apresenta
grandes problemas pois,em geral, as perturbacoes tem comportamento mui
to proximo do descrito pelas Equagoes 2.40, com excecao das perturbagoes
devidas ao arrasto atmosférico e da pressao de radiacao.

0 arrasto atmosferico causa a circularizacao daorbita, is
to e, preduz um decaimento (no semi-eixc maior e na excentricidade) que
se adapta razoavelmente numa parabola. Como a anomalia media e fungao do
semi-eixo maior, esta também sera afetada, porem de maneira indireta.

_ 0s valores iniciais para os parametros das expressoes mo
deladas sao obtidos, na maioria das vezes, poranalogia comas expressoes
de Brouwer,com excecao dos dois primeiros termos das expressoes modela
das, que sao obtidos da seguinte forma: supoe-se que ¢ represente umele
mento gualquer das expressBes'modeladas. Todas estas expressoes comecam
pela forma g=¢ +g,t + ... . 0 primeiro termo do segundo membro (&) e
sempre tomado (em valor inicial) como o valor inicial daquela efemeéride
fornecida pela observagao. Isto faz com que a curva modelada comececoin
cidente com a curva observada no ponto inicial. O coeficiente £, & toma
do como a derivada da curva real, neste mesmo ponto. Isto obriga acurva
modelada comecar (o processu) tangente a curva real {observada}. A esco
1ha destes dois coeficientes, desta forma, ira facilitar o processo de

convergencia do metodo que sera empregado no ajuste.



As expressoes, com apenas estes dois termos, jaconstituem

uma primeira aproximacao das equagoes finais que se deseja obter.

0s Capitulos 5 e 6 apresentam um resumo da teoria aplicada
no trabalho e o algoritmo do procedimento, e no Capitulo 7 & feito otes
te do procedimento.



CAPITULD 2

FORCAS GRAVITACIONAIS

2.1 - CAMPO GRAVITACIONAL TERRESTRE

0 estudo a seguir trata apenas do aspecto qualitativo das
perturbacoes que atuam no satelite, isto €, de suas caracteristicas ge
rais de variacado, tais como periodicidade, frequencia de perturbagoes, va
riagoes nao periadicas (seculares), etc. Inicia-se com as perturbagaes
devidas ao campo gravitacional terrestre. Como se sabe, este campo tem
como perturbacoes principais, as decorrentes doachatamento dos polos ter
restres, que e representada pelo coeficiente dos harmonicos esfericos
J,, a deformacao denominada forma de pera (J3), a elipticidade equato
rial (C,,), etc. Para visualizar melhor a forma das perturbagoes, e im
portante Tangar mao da expressao do potencial gravitacional terrestre
(Heiskanen e Moritz, 1967):

n o a
) 5" [ €. COSWA+S  senmh ] P (5€ne)

V = %-+ %
| 2m=0 " (2.1)

n

Il ~18

onde r, ¢ e X sac as coordenadas esfericas (raio vetor, latitude e lon
gitude) do ponto onde se esta medindo o potencial; 2y e oraio equatorial
terrestre; an(sen¢) sao os polinomios associados de Legendre; Cmne Snm
sao os coeficientes dos harmonicos esfericos do geopotencial (mais rigo
rosamente do esferopotencial, porque n varia de 2 a um numero finito).

Na Expressao 2.1, m=0 representa os harmonicos zonais (e
-Jn); m == n, os harmonicos tesserais e m=n, osse

e usual definir Cno
toriais.

Num modelo simplificado, onde se considera que adistribui
¢ao de massa da Terra seja simétrica em relacdo ao eixo de rotagao, a
Expressao 2.1 perde a dependencia da longitude {)) e resulta nasequinte

forma:
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w_u oy Ceyn
V = r r Z (“F) \]n Pn(sen‘¢). (22)
n=2

Observa-se que o primeiro termo do seqgundo membro {u/r)
representa a distribuicao esferica de massa, enquanto os outros termos
contem fatores (ae/r)n J P » multiplicados pela parte esferica. Arazao
(ae/r)n e conhecida como fator de amortecimento doan(deformaQBQS).Quag
do r >>ae,(ae/r)n tende para zero; o mesmo ocorre quando r >a, en for
muito grande.

A Expressao 2.1 pode ser expressa em fungao dos elementos
keplerianos da orbita, isto &, do semi-eixo maior (a), daexcentricidade
(e), da inclinacao (I), e dos angulos: argumento do perigeu (w), Tlongi
tude do nodo ascendente (@) e anomalia média (M).

Tais transformacoes podem ser vistas em: Kaula (1966),Bal
mino e Borderies (1978), Borderies (1978), Gaposchkin (1973}, Giacaglia
(1979). Assim, o potencial escrito em funcao dos parametros daorbita e:

anp(I) ) anq(e)snmpq(w,Q,M,e). (2.3)

R= 7}
= 0 q:-m

n=2m

N ~13
e
———

|
S
=

il t~13

Esta expressao representa so o potencial perturbador e tem
por parte periodica a fungao Snmpq’ gue & definida como:

--C S - n-m, par
Snmpq = { L nm } COSA + [ Cnm J senh } s (2.4)
“Som nm n-m, impar

eA={(n-2p)u+(n-2p+g) M + m{(n-8), onde 8 & a hora sideral local.

As funcoes anp(I) e anq(e) sao encontradas nas referen
cias acima citadas e apresentam expressoes ligeiramente diferentes, mas
que conduzem aosmesmos resultados. Isso ocorre porque Kaula (1966) usou
um processo classico, enquanto Giacaglia (1979) e Balmino e Borderies
(1978) usaram uma teoria mais recente, que e a de rotacoes de harmonicos

esfericos. A funcao anp(I) apresentada por Giacaglia (1979) e:



(1y = (-l 2 Jint. _@p)i(en-Zp) oy nem

"mp (n-m):2"p: (n-p)! g-q, P~
. (n;m) (_])q Cn+m+2p—2q Sn-m-2p+2q’ (2.5)
onde [ q = max {0,2p - n + m),
: { q =min (2p, n +m ),
C = cos %, e
S = sen %u

A funcao anq(e) e oriunda das fungoes de Hansen da Meca

nica Celeste e e dada pela forma:

r. s

171
_ n 2p-2n, ,-2p .
Brpq(®) = (1 + 897 T 1 (7 “H(™)

H(-8) 3y s [ (n-2psa)e ] (2.6)

Sendo que: ry = {2p-2n se 2p—2n_i 0
« se 2p-én < 0
€ $; = =, pois =-2p <0.

Usa-se ainda a relacio (‘?) = (-1)Y (J+§'l). 09 (ke) que
aparece - na Expressao 2.6 e uma fungao de Bessel de primeira especie.

Para verificar a forma das perturbagoes devidas ao geopo
tencial no satelite, e recomendavel fazer uso das equagbes planetarias

de Lagrande, apresentadas por Kaula {1966):

de _1-e2 3R _ (1-e2)1/% aR e

dt ngaZe aM  n, a2 e dw
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dI _ ctgl FLE 1 3R

dt nan'(]_eZ)l/fE Jw noaz(]_EZ)l/z SenI TB}E

du _ _ ctgl 3R (1_92)1/2 aR
dt nga2(1-e2)1/2 31 ng a2 e 3e

(2.7)
de 1 aR

dt  nga?(1-e2)1/2 senl 3l

M _ . _1-e2 R __2 2R
0 .
dt ngaZe 3e  npa 3a

onde R se relaciona com o hamiltoniano F, que e definido pelaexpressao:
CF= - (T-V) = $-+ R-T=-24+R

e T eV sao as energias cinetica e potencial (por unidade de massa),res
pectivamente. R e denominado potencial perturbador, ou seja, @ igual ao
R da Expressao 2.3, que na forma de componentes em n e m @e:

® ' € S n-m, par
Looen nm nm ’
sl Fe o ol 5 s [
o =5 620" L Fanp(1) L Copale){| }cosm s
m nm

(2.8)

Tomando-se n=2, m=q=0 e n=2p para eliminar aparte pe

riodica, o efeito secular,produzido pelo achatamento dos polos terres

tres (Coq ou Jy) e dado por:

C a
L) Faor (1) Gaaoe) (2.9)

Rop10 =

Fog1 € Gy sao calculados pelas Relagoes 2.4 e 2.6 e,por
tanto, substituindo-se a Expressdo 2.9 nas Equagoes 2.7 obtem-se as va
riacoes dos parametros da orbita devidas ao potencial perturbador R;q,

que sao:

da _de dI _, (2.10)
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0s tres primeiros elementos nac sao afetados por perturba
coes da parte secular do achatamento dos polos, enquanto os trés Ultimos
(angulos) variam (Kaula, 1966) da seguinte forma:

3n0 CZO d
Qo o = (&2 (1- 5 cos?I),
dt  4(1-e2)2 2
3n0 C20 a
9. 77 7 8y cosT (2.11)

dt  2(1-e2)2 @

3ng C a
™M - ___E__EE_,.(—S)Z (3 cos?I - 1).

dt ¢ 4(1-e2)3/2 2

Observando-se as Equagoes 2.11, nota-se que existe um an
gulo I que torna ¢ =0; tal angulo € conhecido como angulo eriiico emteo
ria de satélites, e seu valor & de 63,4°. Nota-se também que @ >0 para

I<I » € p <0 para I>1

critico critico”

Apesar do angulo critico no perigeu ser estacionario(para
aproximagao até J,), sera visto mais adiante que nao & vantajoso colocar
satelites com tal inclinacao, porque neste ponto ocorrem fortes efeitos

de ressonancia que perturbam significativamente a orbita.

Existe tambem um angulo que torna uniforme a variagao de
M (ate Jy), que corresponde a cosl = /373, ou seja, I = 54,7°. Em tal
valor de inclinagao M = ng{(J,), isto e, a parte secular do achatamento

nao perturba a anomalia media.

Resumindo-se, a deformagac terrestre de achatamento intro
duz perturbagoes seculares em w, 2 e M, da forma ¢ = g, + const. At, on
de £ @ um elemento generico das Equagoes 2.11. Deve-se ter em mente tam
bem que o coeficiente do harmonico esférico J, = -,y € amortecido pelo
fator(ae/a)z, que para satelites altos (a >>ae) e bem pequeno.
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Tendo-se em vista ainda a Expressao 2.8, verifica-se que
J, introduz também perturbacoes periodicas, cujo potencial perturbador

-

e:

uCao 2

Rog = 1) G e) cos| (2-2 +(2-2p+q)} M

20 =~ 7 L 2op{1) Gypq(e) cos[ (2-2p)u +(2-2p+q) M ]
(2.12)

e que, esta substituida nas Equagoes 2.7 apresenta termos do tipo curto

periodo para 2-2p+q = 0.

0 potencial perturbador correspondente ao harmonico quere
presenta a elipticidade equatorial & dado por:

a 2
Ryp = %.(75)2 EO Fzzp(l) ¥ Gzpq(e) (Cp, COSA +S,, senp), (2.13)
p= q
onde A e
A=(2-2p)u+ (2-2p+q)M+ 2 (2 - 0).

Como p =0, 1, 2, ..., observa-se que havera perturbagoes
de curto periodo | gM+2(R-08); * 2u+(x 2+q)M + 2 (2-9) ] ligadas a
este harmonico, pois, mesmo quando q = 0 ainda resulta 2(q -8), que ede

curto periodo.

Mais adiante sera visto também que C,, e S,, sac harmoni
cos ressonantes para satélites geoestacionarios.

A perturbacao denominada forma de pera tem por potencial

perturbador:

a
=K _g r , 2.
R3o =3 3op20 30p 1) 16 3pq(e) cos [ (3-2p)u+(3-2p+q)M ] (2.14)

mostrando, portanto, que as perturbacoes introduzidas no caso podem ter

curto periodo, e longo pericdo quando q = 2p - 3.
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7 Para uma visao mais geral do problema, pode-se efetuar as
integragoes analiticas das Equagoes 2.7, apos ter substituido o poten
cial perturbador dado pelas Equacoes 2.8. Tal procedimento requer que se
faga uma mudanca de variaveis, relacionando-se o tempo com o argumento
da funcgao Snmpq(m‘ Q, M, 8). Faz-se isto, tendo em vista que A = dA/dt,
ou dt = (1/A) dA, que substituido nas Equagoes 2.7, por exemplo para a

primeira delas, tem-se:

da= 2 3R gp .. 2 3Ry 2 3R3A 4 (2.15)
nga aM ngaA 3M ngah oA sM :

ou: Aa =

(1) 6,0 (8) Sppog (s 25 M, 0),

que na forma de componentes podem ser escritas como:

2u (ig)n §n—2?+q; F G S ,

Aanmpq B nga2 a i nmp npq ~nmpqg

Aénmpq = ;jj; t%f)n iliE%liiianp anq [(1—e2)1/2(n-2p+q)-{n—2p)]8nmpq,
g2 (o I L) o2 ] S

Mnmpg =n0ua2(fag)n Jii[ g%L/Z Fﬂfnpsrllpq'CtgI“'ez)_l/2 Fﬁmpanq] Snmpa”
A - W (E n Fr‘Imp anq < ,

Q .
PG pa? a A(1-e2)1/2 sen 1 MMPI

a
] 1-e2 o (2.16)
M =M (" lremne - G T
nmpq nga? a A [ npa e P
onde A = dA/dt e Fﬁhp(e) = aanp(I)/aI, Gépq(e) = aanq(e)/ae e Snmpq e
a integral em relagao ao seu argumento. Na verdade, A = Anmpq porque con
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tem dentro de si indices do somatorio, e as variacoes das Expressoes
2.16 devem.ser somadas em todos os indices. Numa forma genérica em que
= (a, e, T, wy, 9, M), tem-se:

(2.17)

= t~1

% 5% mpg

Uma observagao rapida das Equagoes 2.16 mostra que ofator

A no denominador pode causar problemas, quando A =0, porque fara comgue
as amplitudes aa, Ae, ..., aM cresgam rapidamente. E possivel verificar

que isso ocorre em situacoes peculiares, por exemplo, se
n-2p=n-2p+'q=1, entao:
c+Mem(a-6)=A, (2.18)

porem, como M e 6 sao muito maiores do que w e 2, em primeira aproxima
gao, estes ultimos podem ser negligenciados na Expressao 2.18,tendo-se:

A=W - me (2.19)

Tal expressao mostra que quando M= mé, tem-se A=0, que
fisicamente significa ser o movimento medio do satelite igual a um mul
tiplo inteiro (m) da velocidade de rotacao da Terra. Lembrando-se que M
depende de "n", conclui-se que a multiplicidade pode ser encontrada ou

nao, a medida que o semi-eixo & perturbado pelo arrasto, e que as pertur
bagoes contribuem para colocar o satelite em situagao de ressonancia, co
mo tambem podem tira-lo das mesmas.

Outro caso de multiplicidade {nos satelites geoestaciona

rios) ocorre quando:
n-2p=n-2p+q=m,

entao:

A=w+M+ Q-6 ouseja: A=M-o. (2.20)
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Se o satelite tiver a mesma velocidade angular que aterra
ocorre o caso A = 0. Isto permite identificar a situacao como ofendmeno

fisico denominado ressonancia.

Porem € importante notar que este crescimento rapido deam
plitudes ocorre dentro das Expressao 2.17, nos pontos onde se tem que
n-2p=n-2p+q=m, tal que n-m = 2p{par), sempre gue as condigoes
fisicas apresentadas pelas Expressoes 2.18 e 2.20 forem satisfeitas. An
critico - 63,40) ?onstitui um
caso de ressonancia, porque pode ocorrer a situagao em que A =ua. Seacon
tecer simultaneamente que M = ma, tal fenomeno serd denominado duplares

teriormente foi dito que w = 0 (para I =1

sonancia.

Nos satelites geoestacionarios, os harmonicos ressonantes

mais importantes sao C,, € Sy, ..., uma vez que n > 4; tais harmonicos
~ . -~ . : no- .
serao de pouca influencia porque o fator de amortecimento (ae/a) e mui

to pouco significativo.

Multiplicando-se o segundo membro das Equagoes 2.16 por

ng/ng, a primeira destas, e, por exemplo:

Aa s (a_e)” (n-2p+q) F(I) G{e) S(w, -2, M, 8). (2.21)

E ficil ver que o quociente ng/A mede, para a, e, I fixos
a sensibilidade de ressonancia do satelite (em relagao ao campo gravita
cional terrestre), numa da situagao; por isto, o mesmo & denominado, aqui,
fator de ressonancia (FR), e assim a primeira das Equagoes 2.16 pode ser

escrita da seguinte forma:

a
2u e\n
=F. £E_ (= -2p +q) F{I) G(e)S{w, @, M, 8), 2.22
2 mpg =Fp oy ()" (n =20 +4) F(1) 6(e) S(o ), (2.22)
0

e as demais, das referidas equagoes, tomam forma semelhante.

0 motive de colocar ny na definigao de Fro ® para queeste

Ultimo se torne adimensional. Assim, pelas Expressoes 2.18 tem-se:
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Ny No '
Fp = — = — - - — (2.23)
A o+M+m (0 - 8)

Pela Expressao 2.19, verifica-se que em primeira aproxima
gao M = ny = me, logo a relagao anterior fica:

No No
Foe . S (2.28)
wtmg w+Mg o e 8
3 ng 8

Como & = 1 rot./dia, observa-se que os dois elementos fun
damentais para produzir o crescimento de amplitudes e de FR 530 o € Q.
No angulo de inclinacdo critico, I = 63,4%, & = 0 e o fator de (amplifi
cagao) ressonancia cresce. Para I= 90° ocorre 9 = 0, que contribui para
que Fp cresca, mesmo nao constituindo um caso de ressonancia.

_ E importante conhecer as situagoes em que ocorre ressonan
cia, para gque, nestes casos, o gerador de orbitas considere oscoeficien
tes ressonantes do esferopotencial em seu modelo de forgas.

Un dTtimo enfoque das Equacgdes 2.16, que tem como argumen
— A=(n-2plw+(n-2p+q)M+m(Q-06), per
mite as sequintes interpretacoes com respeito as perturbagoes:

to da funcao periodica, S

~a)y Sen=2p em=0, os harmonicos esfericos em tal situagao sao

I =J2p =dy, Jus Jgs ... € introduzem perturbagoes  seculares
(em q =0) e de curto periodo (em q #0).
b) Se n =£2p e m =0, os harmonicos sao Ji, Js, J7, J2p+1’ e as per

turbagoes que estes introduzem sao de curto e longo periodos.

Os demais harmonicos, onde m =0, introduzem perturbagoes

de todos os tipos.

2.2 - TEORIA DE BROUWER

Uma outra abordagem que permite uma visao muito boa dafor
ma qualitativa das perturbagbes, devidas ao campo gravitacional terres
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tre, @ o metodo de Brouwer {1959}, desenvolvido paraumadistribuigao si
metrica (de massa) em torno do eixo de rotagao da Terra, que considera
harmonicos de ate grau 5 e de segunda ordem em J,, isto &, (J,2).

Inicialmente, esta teoria aborda o problema principal pa
ra a Terra como um esferpide, com potencial limitado ao termo esferico
(u/r) e ao segundo harmonico {J,). A solugao & desenvolvida empoténcias
de J,, em variaveis canonicas {(de Delaunay), por um metodo que & basica
mente o mesmo usado por Von Zeipel. Os termos periodicos sac divididos
em duas classes: a de curto pericdo que contem a anomalia media em seu
argumento, e a de longo periodo que tem multiplos do argumento do peri

geu em seu argumento.

Os termos periodicos, curto e Tongo periodos, saodesenvol
vidos ate a ordem J,, enquanto os termos seculares sao obtidos ate J,2.

Os resultados sac obtidos na forma fechada, nao surgindo,
portanto, nenhum desenvolvimento em série de potencias daexcentricidade
ou da inclinagao, como era usual nos procedimentos classicos de Von
Zeipel e Poincare.Como se poderia esperar, a solugao nao se aplica asvi
zinhangas da inclinagdo critica,mas por outro lado nao tem outras singu
laridades, como e o caso das Equacoes 2.16 de Lagrange. No final de seu
trabalho, Brouwer apresenta cstermos de longo periodo e seculares, cau
sados pelos harmonicos Jd5, J, e Js, do esferopotencial.

Tendo-se em vista o interesse apenas qualitativo das per
turbagoes, as equagOes do metodo de Brouwer sao aqui apresentadas somen
te em sua forma final. As variaveis usadas sao as mesmas vistasanterior
mente, com excecao dos tres angulos da orbita, que sao escritos como:

As equagoes na forma final sao:

e =a"{ 1+ T2 [(-1 +392)(§;§'"n'3) +3(1-62)§;§-cos(29'+2f')]},
(2.25)
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" n2 "3 - a"3
e=e" +8,e +—— { 2[ (-1+382) (32— - 1=3) +3(1-82) (*— -n-"*)cos(2g" +2f') -
2e|| r|3 |3

-y, (1-02)[ 3e" cos(2g' +f') + e"cos {2g' +3f") ] } , (2.26)
I-= I”+511+l Yée (]_62)1/2 I'3 cos(2g' +2f') +3e" cos(2g' +f') +
5 L
+e" cos (29' + 3f') ], (2.27)

1 n3 "2 2 a"
L=1' - ———-yz { 2(-1 +392)(———-n +—_-+1) senf' + 3(1-¢2) -
rlz r
ny n no
T (-2 12 -2 41 sen(2g'+f") +(-———n2+ E—-+])sen(29 +3f! ] l
r'2 r' . r'? rt 3
(2.28)

2 nz2 "
g=g'+-- yz{ (-1 +362)(2= n2 +& i 1)senf' + 3(1-82) -
49“ I,.,12 r,l

"2 [t n2 [}
'[(-E—E-nz- E—-+1)sen(2g +')+ (E—E-n2 +%T-+%jsen(2g‘+3f')]} +
r' r' r'

+ % yé{sm +502)(f' 4" +e" senf') +(3 -562) [ 3sen (2g" +2f') +

+3e" sen(2g' +F') +e" sen(2g' +3f') ] } , (2.29)

h=h' -1 yse[6(f' ~2' +e" senf') -3sen(2g' +2f') -3e" sen(2g' +f') -

: 2

- e" sen(2g' + 3f') ] (2.30)
onde 6 = cosI", n = (1 -e"2)1/2, Y, =aéd2/2a"3, Y, =Y, n=", & as varia
veis com uma linha sao de longo periodo, enguanto as de duas linhas sdo

medias de Brouwer {(constantes, ou que variam linearmente no tempo).

As variaveis de longo periodo sao obtidas atraves das va

riaveis medias, conforme as relagoes:
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§ie :{l vl e"n2[1-1102 -4002(1 -562)"1 ]- 2 YL,‘ “n2[ 1-382 -804 -
2

g 2 12 v
Y, Y.
- (1-5982)-1 } cos2g" + [-l 22 senlt 4 > o senl"(4 +3e"2)
VE oy, Y,n?
2 2
Y’ .
-[1-98% —246“(]—582)—1} seng" -2 — e"2 n2 senl" .
384 s
L1 - 582 - 168%(1 - 582)-1 ] sen3g" , (2.31)
e"éle
§,1 = - , (2.32)
nztglll
. 'Yl
gt =gt +{% v, nd [1-1162-408"(1-562)"1 ] - %frﬁ [1- 362 - 8" -
Yy -3 Yo o3
-(1-592)~1 } senzq" +{_l _?_ ”" senl”® .2 = 0" senl"(4 +9e"2) -
4 v, e 64 v, e
_Yi

35 ? n3 eu SenI" .

+1-9¢2-24p%(1-562}"1 } cos +{
[ ( ) g 384 Yo

[ 1 - 582 - 166%(1 - 562)~1 ] cos2g" , (2.33)

g' =g" +{1‘_6 vi [ (2+e"2) -11(2 +3e"2)0? -40(2 +5e"2)g* (1 -502)71 -

.
400e"268(1 - 567)"1 ]*'E%'ﬁf‘[ 2 +e"2 -3(2 +3e"2)82 -

B(2 +5e"2)e%(1-567)-1 -80e"2 ¢6(1-502)"2 ]} sen2g" +

Y n " YI 2 bt Un2
+ {] 3 (SenI e 62 )+ 5 5 (n senl _ e 0 )(4+3e112) +

4 v, " senl" 64 vy, e" senl”
+e"senl" (26 +9e") | - [ 1-962-246"(1-562)"1] - == —2 e"o2senl" -
32 e
o 2 2y-1 y 2y =2 " 35 s
+(4+3¢"2) [ 3+1602(1-502) "1 +400"(1-50%)~2 1 cos2y" +{- 7225 — °
.
ellgez
-[ e“senl"(3+2e"2)- [1-562-166%(1-562)"1 ] + (2.34)

senl" ~
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+ 2 2 emezsent® [ 5+3262(1-502) 1 +800%(1-502)2 ] } cosag® , (2.34)
] n ] 5 Y{:
h' =h +{“'§Y2E"26[11 +8062(1-502)-1 +2008%(1-502)-2 +T§_;T_euge|_
2
« [ 3+1682(1-582)"1 +408%4(1-592)"2 ) 29" {1 Y e"s
[ ( ) (1-56%) ]JSQ”‘-‘*_aY-senx"

2

'

v
(4 +3e"2) [ 1-982-246"(1-502)"1 ]+—l§-—3 e"ésen]"-
32 v,

575 e
64 v5 senl"

- (4 +3e"2) [ 3+1682(1-582)~1 +40p"(1-502)"2 ] } cosg” +

Y
1152 Y: senl" r] '562'169"}(]‘592)‘1 ] - 3_5 __5 e"3eSenIll .

{ 35 Vs e"%
576 Yé

- [ 543202(1-562)"1 +80r%(1-562)" ]} cos3g" . (2.35)

E para finalizar, os elementos medios sao dados pelas ex

pressoes seculares.

2" =ep 4+ nq{]-b%yén692-1)+§% Yézn[-15+16n+25n2+(30—96n—90n2)82 +
s (1Q5+]44n+25n2)8“+% v, ne"2 [ 3-300%+350" ]} St (2.36)

q" =g} +n0{% v:(502-1)+ 312 v;2 [ - 36424042507+ (90-1920-126n2 )02 +

+(385+360n2+45n2 )64 ] + T% vo [ 21-9n2+(-270+4126n2)82  +

+(385 - 18902 )04 j}. t, (2.37)

h* =hg +n0{ 3Y29+§ 722[( 5+12n +9n2)6 + (- 35-36n -5n2)63 +

+ .3«,; (5 -3n2)6 (3 -762)} -t (2.38)

onde as constantes y;, Y; e yé sao definidas como:
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s oy =y, n8, (2.39)

A essencia do metodo €: dados os elementos iniciais aj,
eg> 15, %y, 9g e hy, propagam-se oselementos medios atraves das Expres
soes 2.36 a 2.38, 0s quais sao obtidos no instante seguinté (a", e",I",
¢", g", h"). Em sequida, calculam-se ¢', g', h', r' e f' e, com estes,
determinam-se os elementos osculadores pelas Expressoes 2.25 a 2.30.

As Equagoes de 2.25 a 2.38 podem ser agrupadas e escritas

de uma maneira literal, como:

a =ag +‘a1 cos(2g' + 2f'),

e=ep + € seng” +e,c0s2g" +e;sen3g" +e,cos(2g'+f') +egcos{2g' +2f') +
+ egcos{zg' + 3f'),

I =1, + I;seng" +1,cos2g" +I3sen2g" +I,cos(2g'+f') +Igcos(2g'+ 2f") +
+ Igcos(2g' + 3f'),

g =12 + 21t +2,c059" +23c0529" +agsenf' +egsen(2g'+f") +2;sen(2g'+3f"),

g=9gp + 9;t +g,c0sg" +g;sen2g" +g,c0s3g" +gssenf’ +ggsen(2g' +f') +
+ gssen{2g' +2f') + ggsen(2g' +3f'),

h=hy +hit +hycosg” +hssen2g" +h,cos3g" +hgsenf' +hgsen(2g' +f') +

+ hosen{2g' + 2f') + hgsen(2g' + 3f'),
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Lembrando-se que g" =gy +gjt e tendo-se em vista que os
aj, ej, Ij, lj’ gj e hj sao fungoes de a, e, 1), estes variam muito len
tamente. Assim, dentro dos argumentos dos cossenos e senos, que estaore
presentados por g", 2g", etc, colocam-se (gg + g"t), 2(gh + g"t), etc.
As Expressoes 2.40 sao muito importantes, pois mostram a forma das per
turbagoes devidas ao campo gravitacional terrestre, com suas frequencias
principais de longo e curto periodos, como também a grande quantidade de

termos das expressoes analiticos.

2.3 - PERTURBAGUES DEVIDAS A UM TERCEIRQ CORPO

Os efeitos das forgas de atragao do Sol e da Lua saoc mui
to importantes, principalmente para satélites de grande altitude,isto e,
a alguns raios terrestres de distancia, como & o caso dos satélites de
comunicagao. Varios autores ja estudaram este efeito como Kozai,Blitzer,
Moe; Geyling, Musen, elpton,Bailie e Musen, (Cook, 1962}.

0 procedimento usual € tomar as equagoes de Lagrange, do
movimento planetario, e substituir nestas, as forcas obtidas por deri
vagoes parciais do potencial perturbador R, de atracao do terceiro cor
po. A expressao da fungao de perturbacao em coordenadas cartesianas, re
feridas ao sistema inercial centrado na Terra, segundo Brouwer{1959},é:
1 xxp + yyp + zzp ) (2.41)
A 3

p
sendo Mp a massa do corpo perturbador, que est3a a uma distancia rp do

centro da Terra; e A, a distancia entre o satelite e o corpo  perturba

R=GM_(
p

dor, dado por:

a2 = (x -xp)2 + (y -yp)z + (2 -zp)2 . ' (2.42)

As forcas devidas ao corpo perturbador podem ser escritas
em funcao de suas componentes, segundo tres diregoes principais, denota
das por S, T e W, onde S & a componente na diregao radial, a partir do
centro da Terra, W @ normal ao plano da orbita e 3 S, e T & normal  as
duas primeiras, no plano osculador da orbita (plano que contem r e v do

satelite).
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As expresspes finais para S, T e W, apos calcular as deri
vadas parciais de R nestas tres diregoes (Cook, 1962), sdo:

S=-K[r- -gl (A2 +B2) -3AB sen2u - % (AZ -B2) cosu +

+ % ri (A cosu + Bsenu){ 3-5(Acosu +Bsenu) }] >

P
T = 3Kkr[ AB cos2u - % (A2 -B2) sen2u + 2—:} (A senu - Bcosu) -
p
-{1-5(/—\ cosu + Bsenu)z}] ,
W =3Kr C[ Acosu +Bsenu - % { 1-5{Acosu + Bsenu)z} 7. (2.43)

p
Onde A, B e C sao as expressoes:

A=cos(-0 Ycosu_ +cos i_ senu_ sen{-0 ),
( p) p p P ( P)
B=cos il - sen(q-2_)cosu_ + cos i_ senu_ €os{Q-n ¥
[ - sen(a-2, Jcosu_  senu cos(a-n) ]
+ seniseni_ senu_,
P p (2.44)
C=sen il cosu_ sen{o-a ) -cos i_ senu cos{o-0 +
. cosuy ( p) . 0 ( p) 1
+ cos i sen i senu_, e
P p
K=GMp/r‘F3), e u=w+f , u =w +f.

Os elementos rp, up, Qp, ip, etc. pertencem ao corpo perturbador.

Tomando-se as equagoes planetarias de Lagrange naforma de
Euler (Bate et alii, 1971}, tem-se:

. [sesenf+2(1e?)T], (2.45)

dt  ng(1-e2)1/2 ~
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_e2y1/2
de | ll_E_l___‘{ Ssenf + T[ e + cosf('g +1) ]} ’

dt nga

dl Wr cosf

dt  npa(1-e2)1/2

do _ Wr3 senu

dt  nga?(1-e2)1/2sen] ’

—_a2y1/2
do__da o . (1-e2)1/2 {5 cost -1 1143 senf},

-dt  dt nga e a(1-e?)
W ng - B (- e2)1/2 (4 + @ cosD). (2.45)
dt ng a2

As Equagoes 2.45 podem ser integradas em anomalia verda
deira, desde que se efetue a transformagao dt = (rZ/na?/ 1 -e2) df. -

Substituindo-se S, T e W nas Expressoes 2.43, obtem-se:

; |
da _ _ 2Kr® ([-—1 +§(A2+B2) + 3AB sen2u +§{A2—Bz) cos2u | e senf +.
df  nZa3(1-e?) ' 2 2

+3 [ AB cos2u —-%(AZ—BZ) sen2u ] (1 +e cosf) ,

1

3
de _ Kr {[-1 +%{A2+82) +3AB sen2u +%{A2—Bz) cos2u | senf +

df n% as

+3[ AB cos2u -%(Az-Bz)sen2u ][ cosf s cosfre ]} s
1 +e cos f
I -
ar _ __ 3krC [ A cosu + B senu ] cosu ,
df  nZal(1-e2)
X _
da _ 3Kr*C [ A cosu + B senu ] senu , (2.46)

df  nZa“(1-e2) senl

| :
do 40 oqp o K {1—3(A2+BZ) -3AB sen2u - 3(A2-B2)cos2u Jcosf +
df df n2a3e 2
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+ 3[ AB cos2u -%{A2~Bz)sen2u e ;———lk——-] senf } . (2.46)
+e cosf

Lembrando-se que u =w +f e admitindo-se que avariacio dos
elementos orbitais, num dado intervalo de tempo, seja insignificante
quando comparado com a variagao de f (anomalia verdadeira) e ainda que
r, distancia do satelite, seja a mesma de uma drbita Kepleriana nao-per
turbada (osculadora), as integrais em relacao a f podem ser calculadas,
obtendo-se daj as variagaes dos respectivos elementos, por periodo({Cook,
1862), da seguinte maneira:

Ad = 0:
—a2y1/2
pe = - 15mKeU-e®) /2 ~pp o5z - Lia2op2) senzy ]
n3 2

Arp = - a e, (2.47)
AQ = 3mke [ 5 Ae? senZw + B(2+3e2-5e2 cos2uw) | ,

2nZ(1-e2)1/%sen]
Al = 3nKC [ A(2 +3e? +5e2cos2u) + 5 Be? senlw | ,

2n2(1-e2)1/2

_a2y1/2
Aw + A0 cos] = STK(1-e?) { 5[ AB sen2y + %{A2-Bz) cos2w | -

2
n
0

-1+ %{A2 + BZ)} .

A, B e C foram considerados constantes, porque a variagao
dos elementos orbitais do corpo perturbador e tambem pequena em relagao
a variacao de f.

Observando-se cuidadosamente as Equagoes 2.44 e 2.47,veri
fica-se que as perturbagoes devidas a um terceiro corpo tem carater se
cular em Q2 e w somente, e de longo periodo para todos os outros elemen
tos, com excegao do semi-eixo maior da orbita que, em primeira aproxima
¢ao, nao e perturbado. 0s longos periodos em questao sao muito maiores
do que o periodo do satelite e sao, por exemplo, os periodos de: rotagao
da linha dos apside, rotacio do nodo ascendente do satelite em re]agéo

ao periodo do terceiro corpo, rotagao do terceiro corpo, etc.
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Os efeitos da atragao do Sol e da Lua crescem com a excen

tricidade da orbita.
2.3.1 - RESSONANCIA

Este item e importante por existirem quinze casos possi
veis de ressonancia, devidos a um terceiro corpo (Sol ou Lua). Em qual
quer um destes casos (trinta ao toda), as variagoes dos elementos podem
ser muito mais significativas do que as vistas ate agora. Quando ocorre
a ressonancia, a excentricidade da orbita do satélite € o elemento mais
importante, pois esta diretamente ligada ao tempo de vida do satelite.
Tomando-se a segunda das Equagoes 2.47 e admitindo-se que Ae/at &, em
primeira aproximacao, igual a variacao temporal de e, ou seja, para
st = P = 2n(ad/u)l/2, tem-se que:

== 15 K1 2)1/2[ p B cos2w -1(A2-B%) sen2u ]+ 0(2%),  (2.48)
? 2 '

Ng

Substituindo-se A e B pelas Equacoes 2.44, e assume a for

ma:
e = f [ senv, cost ].

Sua integracac requer a seguinte transformagao: dt = l—dw, que resulta

¥
em:

e =+ F [ senv, cosv]. (2.49)
¥

¥ & derivada de um argumento que, ainda de acordo com as Expressoes 2.44,
& umadas seguintes relagoes de ressonancia:

Q-0 +tu=0, (2.50}



épiZd)
-0
{ p)

"
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(2.50)



CAPITULO 3

FORCAS NAD GRAVITACIONAIS

3.1 - FORGA DE ARRASTO

Una das forgas mais importantes, do tipo passivo, € a for
¢a de arrasto, que para satelites com altura inferior a 1000 km se torna
bastante influente. Sabe-se que tal forca & proporcional ao quadrado da
velocidade de deslocamento do satélite em reiacao a atmosfera, e seu va
lor absoluto por unidade de massa (King Hele, 1964) e:

|F| = cD%p V2, (3.1)

1
2
7 A/m e a razao area/massa do satélite, calculada como sen
do um valor medio de sua variacao total em fungdo da altitude do satéli
te, e considerada constante para efeito de calculo da forga de arrasto.
0 coeficiente de arrasto C depende da razao molecular de velocidades(ve
locidade do satelite dividida pela velocidade molecular media), do pro
cesso de reflexdo molecular, da variagao de energia das moléculas antes
e depois de atingir a superficie e ser refletida, da temperatura dosate
1ite e do grau de dissociagao das moleculas pelo impacto. A forma do sa
télite também influencia o valor de Cp- A densidade o & fungao daaltitu
de h e da temperatura exosferica T, Esta Ultima depende do fluxo solar
medio e instantaneo da epoca do ano {posicao do Sol) e do indice geomag
netico. 0 fluxo solar tem variagoes periodicas de longo periodo, istoe,
passa por um maximo e um minimo num periodo de 11 anos, e tem variagoes
de curto periodo (27 dias) e variagoes semi-anuais.

Faz-se o calculo da influéncia do arrasto atmosferico nos
elementos da orbita, tomando-se as componentes da Expressao 3.1 nas di

regoes S, T, W (Balmino, 1974), que sao:

- 29 -
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(S (e senE E )
- 2. .
T | = l'CD A pavi{-( -92)1/2[] - g llAJiEQEEl_] EY (3.2)
2 m 1 - e2 :
W ~??—(]-ecosE)25enI cos(f +uw) 3
. - \ 4 S5
onde:
v=[% (1 +e COSE) ]1/2 (1 -8 1-e COSE) , (3.3)
a 1 -e cosk 1 +e cosE

8 ¢ a velocidade angular da Terra, e

B == (1 - e?)1/2 cosl.

K}
Ng

A substituigao das Expressoes 3.2 nas Expressoes 2.45 per
mite que se efetue a integracao delas. Tais integragoes so podem serana
1iticas quando se considera um modelo simplificado para a atmosfera,por
exemplo, p = og expl —(rp ~-r)/H 7], onde o so depende da altura. Por ou
tro lado, a razao A/m e CD também sao considerados constantes, embora

-saiba~se que CD varia significativamente com a altura (King Hele,1980).

Assim:
e 1 £)3 1- ecosk
Aa = - cD_.a2J Q(E)[l_iéﬁﬂil_jl/z [1-8 12 o€ ,
m 0 1- ecosE 1+ ecost
7 2n
. —a2y1/2 ‘ -
re == €, %_a(] e?) p(E)[HecosE jl/g (1-8 - 1- ecosE } -
' 2 0 1- ecosE 1+ ecost
- [ cost __,_EL_H_(1_ ecosE)(2 cosE -e -e cos?E)] dE ,
2(1-e2)
1. A 1 2n
Al=- — ¢ 22 6 senl — o(E)(1- ecosE)/2(1+ ecosE)1/2 .
8 Dmng (1-e2)1/2 |,

- -e2)cos?E - 2 .
+(1-8 leEEQEE).[ 1 +cos2, L2787)Cos’E -1 +2e” -2 ecosk 1 dE

1+ ecosk (1 - ecost)?

>
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1
8

AQ =~ C

: 2
; A a ¢gsen2y J p(E)(1-92C0525)1/2(1-B 1- ecosE) .
m

No (1-e2)1/2 1+ e cosE

[ 2e2 -1 -2e cosE +(2-e2)cos?E ] dE,

dw = - cosl a0,

AM

|

- (1 -e2)1/2 py +J §n dt. (3.4)

Estas equagoes mostram a presenga de perturbagoes periodi
cas e seculares em todos os elementos da orbita; porem, asmais importan
tes estao no semi-eixo maior e na excentricidade. Isso e facil deser vi
sualizado fisicamente, tendo-se em vista que a forga de arrasto tem seu
efeito preponderante, no sentido oposto ao do movimento do satélite, o
que produz uma contragao no semi-eixo major e uma consequente diminui
cao da excentricidade. No perigeu, devido a maior proximidade, a veloci
dade & major e, em decorrencia, a forga de oposigcao do arrasto tambem e
maior, acarretando dissipacao de energia, que implica diretamente perda
de altura do apogeu. Sendo rp e rap as distancias radiais do perigeu e
do apogeu em relagao ao centro da Terra, entdo e facil ver que as varia

¢oes no perigeu e apogeu sao:

Arp = (1 - e) aa - aae
(3.5)

Arap = (1 + e) Aa + ale

A variagao no perigeu & irrelevante, enquanto a do apogeu

somam as variagoes em a e €.

A Ultima das Equagoes 3.4 mostra que a variagao na anoma
lia média depende da variagao do semi-eixo, pois, én =(-3n/2a)sa, que &
equivalente a dizer que M & fungao de a atraves de n.

As perturbagoes na excentricidade tambem sao importantes

porque afetam o tempo de vida do satelite.
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As perturbacdes de curto periodo, decorrentes do arrasto,
para satelites de altura em torno de 1000 km, sdo mehores doque lm e
podem, portanto, ser negligenciadas. As perturbacgoes Secﬁ1ares podem,
em alguns casos, ser absorvidas por constantes do modelo orbital adota
do. Assim, as Expressoes 3.4 sao mais usadas para analise de perturba
¢oes de Tongo periodo. '

As Figuras de 3.1 a 3.4 mostram oS casos mais comuns das
perturbagoes decorrentes do arrasto.

=
E A
O
O
2
& 115
L
(o 08
11O
105
|00 ATIVIDADE SOLAR
ALTA BAIXA ALTA
! 1 | | }"
36600 37800 39000 40200 TEMPO (DJM)

Fig. 3.1 - Variacdo do periodo do satelite 1958a.

FONTE: Sehnal (1973}.

A Figura 3.1 mostra os periodos de atividades solares al
ta e baixa, e como varia o periodo do satélite. D e N sao intervalos em
que o perigeu do satelite esta ou nao na luz. A curva de maior periodo
representa a variagao de 11 anos do fluxo solar. Dia Juliano Modificado

(DJIM).
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Fig. 3.2 - Curva de decaimento do perigeu do satelite 1965 11D, corrigido dos har
monicos zonais Tmpares e da perturbacdo luni-solar. Dia Juliano Mod
ficado (DJM). :
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A Figura 3.2 mostra que a queda & mais brusca no final do

tempo de vida.

ALTITUDE (km}

1000

500

PERIGEU {rp)

- 0 | 1 1 -
100 -
0 - 200 300 TEMPO (DIAS)

Fig. 3.3 - Curva de decaimento do SPUTINIK III, calculado pe
To programa LIFTIM,

FONTE: Eckstein (1978).

Na Figura 3.3 verifica-se o decaimento rapido do apogeu,

enquanto o perigeu se mantem quase que inalterado até o final.
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3.4 - Variagao da anomalia devida ao achatamento e ao arrasto.
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3.2 - FORCA DE PRESSAQ DE RADIACAQ

A forga de pressao de radiagao (FR) e uma das mais impor
tantes forgas nao-gravitacionais, pois dependendo da altitude pode ser
ate maior do que aquela decorrente do arrasto. Foi demonstrado por Lala
(1974) que, para alturas acima de 800 km (a temperaturas exosfericas de
1400°K),a pressao de radiacao supera o arrasto atmosférico. Outra parte
importante destas forgas e a devida ao albedo, que & a radiagao refleti
da pela Terra e que pode atingir valores de ate 10% da pressao de radia
¢cao direta. Para alturas de 1200 km esta Ultima se equipara a forga -de

arrasto atmosferico.

Nos satelites do tipo balao, a forga de pressao de radia
¢do € bastante significativa, em virtude de sua grande razaoarea/massa,

e & dada por:
A .
EQa (3'6)

onde K & o coeficiente de reflectividade, que & igual a 1 para superfi
.cie jdeal e cerca de 1,44 para uma esfera que reflete difusamente (Lala,
1974). A/m & a razao area para massa, e Q € a pressao de radiagao exer
-cida sobre uma esfera de raio unitario (da ordem de 4,63 x107® N/m?) a

uma distancia de uma unijdade astronomica.

As forcas S, T e W das Equagoes planetarias delagrange,na
forma de Gauss-Euler, s3o escritas (Cook, 1962; Lala, 1974) como:

S =n2 a’Fs’
T = n% ad FT' , (37)
W o= n2 a3 '
W = ng a Fu

sendo que S', T' e W' serao definidos a seguir, e F & um parametro que
engloba todas as constantes do problema, ou seja: F ={A/m)(KQ/u).
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Substituindo-se as expressoes anteriores nasEquacoes 2.45,
tem-se as variagoes no tempo dos elementos orbitais.

A solucao de tais equagoes pode ser obtida de duas manei
ras: calculando-se os angulos de entrada e saida da sombra da Terra, e
integrando-se as equagoes em anomalia verdadeira ou excentrica, durante
0 tempo em que o satelite estiver iluminado; outra maneira & utilizando
-se uma fungao de sombra, que pode ser escrita em fungao de umaanomalia,
e que vale umquando o satelite esta iluminado e vale zero quando ele
se encontra na sombra. A funcao de sombra foi uma importante descoberta
de Ferraz Mello (1965), porque permite resolver analiticamente uma forca
que age de maneira descontinua, enquanto o calculo da entrada esajda da
sombra atraves da classica equagao do quarto grau, gerada pela intersec
cao de um cilindro com o plano da orbita, nao permite solucacanalitica,
pois tal solucao nao pode ser escrita em fungao dos elementos orbitais.

Entretanto, analisando-se a solugao sob o ponto de vista
classico de entrada e saida da sombra, e sendo que S', T' e W' saodados

por:
S' =- cos? —é—cos2 %cos(LO ~w -0 -f) - sen? %—senQ'%-(Fe -~w+Q-f) +
- %—senlsene[ cos(LO -w - ) -cos(Ly +u +f) -sen? %—cos2 %—-
rcos(@w-L - f) - cos? %-sen2 -g-cos(Le -w -0 ~-f),
T' =- cos? %—cos2 %sen(Le -w -9 -f) -sen? é—cos2 %—sen(Le -~w R -f) -

»

1 - —epn2 L pqe2 E
senl sene[ sen(Ly —w - f) + sen(L, +w +f) - sen 5 cos? 2

. -—w - - 2 1 2 & 0+f),
sen(Q -w L@ f) + cos > sen ” sen(Le +w + )

W' =senl cos? %sen(LO -q) -senl sen? %—sen(LO +9) -cosl sene senLe )

(3.8)
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onde Ly, e a longitude do Sol e e @ a obliquidade da eclitica, e inte
grando as Equacoes 2.45, combinadas com as Equagoes 3.8 e 3.7,(Balmino,
1976) obtem-se: '

Ez
Aa 2a3Fl [Sp cosE - Tp(]-ez)l/2 senkE ] JEI )

£

se = a3F(1-e2)1/2 { ‘ %Sp(]-eZ)l/%OSZE +T(~2e sent +

1 2 3
+—sen2E)| +—JTdE,
4 E, 2 P

) ,
al = 22 FW {' [ (1+e2) senE -~ -2— sen2E ] cosw +(1-e2)1/2 .

(]_92)1/2
Ez
- (cosE - cos2E) senw| - 3e J cosw dE } , (3.9)
4 E, 2 :
senlaq = a2F N — {| [ (1+e?)senE - £ sen2E | senw -
(1-e2)1/2 4
- (1-e2)1/2(cosE -£ cos2E)cosu 3. ( senwdE
4 £, 2 J

2F(1-p231/2
bo = - coslag + 2F(-e2)1/ [ l S, (e senk + ]T sen2E) +
e
T | : E
— P (e cosE- — cos2E)
(]_e2)1/2 4

+

Q-E[Sde},
E, 2P _

AM % JE“ ‘3—; dM - (1-e2)1/2 aw-(1-e2)1/2 coslan +
0

+

2aF {l Sp[ (1+e?)senE - % sen2E ] - Tp(]—e2)1/2 .
s dE } s
[

onde Sp, Tp sao os valores de S e T no perigeu (f =0).

E2

IR

- {cosE - £ cos2E)
4 £,
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Se o satelite estiver iluminado e se for tomado qualquer
dos elementos (¢) das Equagoes 3.9 na forma:

P o 88 nag
p

2m

e integrando-se esta equacao de 0 a 2r, para satelites permanentemente

iluminados, resulta:

a =20,
_p2v1/2
o = 3(1 -e?) / TP ’
2ang
r =-ae,
p
(3.10)
4= 3 We senuw

2ang (1 ~e2)1/2gen]

3 We cosuw
2any (1 -e2)1/2

@ + Qcosl = - 30 -e?)l/2 S .
2ange P

Com excegao do semi-eixo maior, todos os elementos daorbi
ta estao sujeitos a perturbacoes de longo periodo. Observa-se tambemque
0 Tp que aparece em e, pode ser ora positivo e ora negative, de tal for
ma que a variacao da excentricidade sera & >0 e e < 0.

As forgas Sp e Tp que aparecem nas Expressoes 3.10 contem
funcoes periﬁdicaé, cujos argumentos sao da forma w +Q iLO e w :LO; por
tanto, sua integragao no tempo faz aparecer derivadas do argumento node
nominador, que em certos casos tende a se anular, dando origem aos se

guintes casos de ressonancia.

(3.11)
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3.3 -~ ILUSTRACAD DO EFEITO DAS PERTURBAGDES MAIS SIGNIFICATIVAS

A Figura 3.5 mostra que as perturbacoes mais importantes
(seculares e de longo periodo) aparecem superpostas por perturbagoes pe

riodicas de curto periodo.

A ELEMENTOS
ORBITAIS

LONGO
PERIODO ™™=

e

TEMPO (1)

Fig. 3.5 - Esquema geral de todas as perturbagoes gque atuam
‘ nos elementos da orbita.

As principais forgas que atuam em satelites podem ser enu

meradas na Tabela 3.1.
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TABELA 3.1

PRINCIPAIS FORCAS PERTURBADORAS QUE ATUAM EM SATELITES

EGUACDES DAS FORCAS PERTURBACORAS I SATELTTE SATFLITE
EM COORDEMNADAS CARTESTANAS PRA¥IMD GEOESTACIONARID
FORGA TiP0 KASKITUDE | NAGNITUDE
'i= - /)X Kepler 1 1
+ (u/r?) Jag(a /1) faelt) X Achatetento 10-3 10-5
+ (u/r3)n§m Jnm(aelr)" fonbén) X Tesserais 1076 10-8
- X.- X X
+ uL[EL X . f‘k :IH"S [:S_a_ - __i} Luni-Salar 10-7 10-3
ai ri 8 rs
1 . Arrasto -
) -2_ CD‘(MM pVE #rmrosfér\'co 107 ¢
X Pressao de ' a-6
+qd = radiagas 1= ]
[ Fs
Mares Mares 10-% -
Arrasto Eletrico Arrasto - -
Onde:
(¢, A) = latitude e longitude do satelite.
X = vetor posigao do satelite.
Jog = coeficiente dos harmonicos esfericos.
s Mg = constantes planetarias da Lua e do Sol (u = GM).
X » Xg = vetores de posigao da Lua e do Sol.
B s b = distancias da Lua e do Sol.
CD = coeficiente de arrasto.
o = densidade atmosferica.
q = pressao de radiagac na superficie terrestre.
A/M = razao area/massa.

FONTE: Eckstein (1978).

As Figuras de 3.6 a 3.9 apresentam perturbagoes noselemen

tos da orbita, devidas ao albedo.
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Fig. 3.6 - Perturbacdes nos elementos a, e e M do satélite Pageos duran
te 60 dias, partindo de DJM = 39384.0.

FONTE: Lautman (1975).
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Fig. 3.7 - Perturbacoes de Tongo periodo nos elementos I, w e @ do sate
1ite Pageos, durante 60 dias.

FONTE: Lautman (1975).
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Fig. 3.8 - Perturbacoes de curto periodo em a,e e M, nosatélite Pageos,
para um periodo.
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Fig. 3.9 - Perturbagoes de curto periodo nos elementos I, w
e 0 do satelite Pageos.



CAPTITULO 4

MODELAGEM MATEMATICA

4.1 - FORMA DE EQUACDES

Feito o estudo das perturbacoes mais importantes, resta
agora estabelecer a forma das equagoes matematicas que melhor as repre
sente, para cada um dos elementos da orbita. Estas expressoes terao coe
ficientes (componentes do vetor de estado), que serao determinados medi
ante o uso de teoria de estimacac e teraoc a forma aproximada das expres
soes analiticas estudadas nos capitulos anteriores, principalmente asde

Brouwer no Capitulo 2.

As equacoes modeladas apresentam-se da seguinte forma: com
termos constantes, lineares e quadraticos em t, para representarem per
turbacoes seculares e de longo periodo, o que e suficiente porque as ob
servacoes simuladas sac em pequenos arcos de um periodo.Finalmente,elas
contem um termo representativo das perturbacoes mais significativas de
curto periodo (as gravitacionais). Este Ultimo & caracterizado por uma
fungao trigonometrica, seno ou cosseno, No €aso, que tem como argumentos
uma freguencia fundamental (da ordem do movimento medio do sateélite) ve
zes o tempo, mais uma fase igual a 2w, emanalogia.comas Expressoes 2.40
de Brouwer. A funcao trigonométrica e multiplicada por umaamplitude que
geralmente e da ordem de 103 do valor maximo da grandeza emquestao, ou

seja, J, vezes o seu valor maximo.

Uma expressao que contenha todos os termos ate aqui expos
tos esta em condigoes de representar, em primeira aproximagao, uma boa
modelagem da lei de variacao de qualquer elemento da orbita, incluindo

as perturbagoes mais significativas.
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4.2 - ESCOLHA DOS ELEMENTOS DA ORBITA

Uma primeira inspecao leva a crer que uma boa escolhapara
0s elementos da orbita a serem modelados seria a dos proprios elementos
keplerianos (a, e, I, @, w e M). Entretanto, sabe-se que, nasexcentrici
dades proximas de zero, o perigeu se torna indeterminado, epara posicio
nar o satelite surgem dois tipos de erros de indeterminagao: um no argu
mento do perigeu, e outro no calculo da anomalia verdadeira através de
M. Uma escolha conveniente &, portanto, a do angulo v = w + f, que Econ
tado a partir do ponto nodal ate o satéelites (dois pontos bem determ{qg
dos). A imprecisao angular seria agora apenas em um parametro.

0 ponto nodal so nao e definido para orbitas equatoriais,
neste caso e so substituir w + f por a, ascensao reta do satelite, para
diminuir o sistema em dois graus de liberdade, como mostra aFigura 4.1.

Fig. 4.1 - Drbita de um satelite.
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Usando-se as notagoes c(x} =cos{x) e s(x) =sen(x), a posi
gao do satelite pode ser calculada diretamente utilizando-se v = @ + f

(Brouwer, 1961) da seguinte forma:

X =rlc{v) ¢() - s(v) s{a) c(I) ],
Y = r[ c{v) s{a) + s(v) c(2) c(I) ], (4.1)
Z=r s(v) s(I),

enquanto as componentes da velocidade sao:

X = Fé——r%[s(v)CUU_+C(V)S(R)C(I)]=

P= Lo rfDs(v) s(a) - c(v) c(@) (1) ] . (4.2)
Z=r%-rfs(v)s(n),
onde:

Fo & (up)/?

r2 r2
"= [ v2 - up/r2 ]1/2 , e (4.3)
ves 21y,

r a

Observando-se as Expressoes de 4.1 a 4.3, pode-seconcluir

que uma escolha de um conjunto apropriado de parametros e:
(a, p, I, 9, v=uw+"fer).

Note-se que a excentricidade e substituida por "p", onde
p e o parametro das conicas, conhecido como "semi-latus rectum", e esta
diretamente ligado ao momento angular (p =G2/u), sendo portanto bem com
portado. Por outro lado, a indeterminagao de w e eliminada pela escolha

do parametro v = w + f.
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Escolhidos os elementos da orbita, seguem-se as suas res
pectivas modelagens. As expressoes parametrizadas modeladas sao apresen
tadas de acordo com o esquema discutido na Seccao 4.1. Mostra-se tambem
a maneira de calcular os valores iniciais de seus parémetros; gue sao
utilizados para inicializar o processo de ajustamento dos mesmos.

0 primeiro elemento modelado & o semi-eixo maior, que €da
forma:

a=a; +at+azt? +a, cos(ag + agt). (4.4)

Os valores iniciais paracomecar oseu ajuste, sao: a;=a(tg)
ou seja, a; e igual ao valor de "a" no ponto inicial, a, = [da/dt]t =t
{para obrigar a curva modelada iniciar tangente a curva dasobservacgoes}),
a; pode iniciar com valor zero, a, € obtido emanalogia comas Expressoes
2.25 {Brouwer, 1961}, assim como as, e finalmente ag e aproximado por
2ny. '

Resumindo-se, os valores iniciais de "a" sao:

a; = a(t = to) ’
a, = [da/dt ] t =ty ,
dy = g,

(4.5)
ay = 3y, (1 - 62) a%/r3 ,

dg = 29 = 2w N
= 2ng = 2(u/a%)1/2

u
h
1

0 parametro p, de acordo com a forma comentada na Secgao

4.1, e dado pela expressao:
p=p; + pot + p3t? + p, sen{ps + pgt) ,

sendo que os valores iniciais dos parametros, que serao utilizados para
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dar inicio a0 processo de ajustamento, sao: p; € igual ao valor de p em
t = tg; p, e py podem comecar com valor zero; p, € da ordem de J, vezes
P15 Ps e pg sao, respectivamente, 2w e 2ny, desde que se observe o para

Telismo da expressao de p com as Expressoes 2.40.

Em resumo, os valores inciais dos parametros de p sao:

p1 = p(t = tg) = G%/u ,
P = p3 = 0,

Py = d2 * P1

Ps = 2w 5

Pg = 2ng .

A modelagem da inclinagao & a mais simples de todas, por
que I varia pouco em um periodo, e somente o termo em t & suficiente pa
ra incluir os termos de Tongo periodo e os seculares. Portanto, aexpres

sao para I e:
I = 11 + 12t + 13 COS(Iq + Ist) .

Os valores iniciais dos parametros de 1, que servem para
comegar o ajustamento, sao: I; = 1 em t = ty, I, pode serconsiderado co
mo zero, ou como a tangente dada por [ d1/dt J; . £y I, & calculado
por analogia com a Expressao 2.27, assim como I, e Is, sendo, respecti
vamente, (3/2)ev,0(1 - 92)1/2, 24 e 2n,y. Resumindo-se, os valores ini

ciais de I sao:

Iy = I(t = tg)

L-Tavel, .y,
3 '

Ly = 2 evsal1 -e2)i/2

Iq = 2!'.0 3

I5 = 2n0
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A modelagem do parametro v = w + f pode ser feita de forma
semelhante @ de p, pois, segue o esquema tragado no inicio deste capitu
1o, e & dado por:

V = V] + Vot + vat? + vy sen{vg + vet) ,

sendo que seus valores, para iniciar o ajustamento, sao: vy = v(t =ty);
v, & dado pela derivada da curva no'ponto, ou pode serconsiderado zero;
vy pode comegar com zero; vy e da ordem de J; vi; e vs e vg sao escolhi

dos como 2w e 2Zn,, respectivamente.

Logo:
vy = v(t = tg) ,
v, = [ dv/dt 1y - £y *
v3 =0,
vy = Jo V]
Vg = 2w ,
Vg = 2ng .

Entao, pode-se escrever a expressao para a longitude dono
do ascendente, pois sua forma matematica e semelhante aquela do argumen
' to verdadeiro v, e a da Expressao 2.30, como:

Q=0 + 0t + Qt? + Qh sen(Qs + fgt) , (4.6)
onde:
ﬂl =Q(t=t{}):
4.7
dn ( )
92=‘_ [
dt t'-"to

e pela Expressdo 2.38, para perturbacoes gravitacionais, os valores ini

ciais sao:
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Qa = 0 s
3 ~
Q = E‘Yzee (Expressao 2.30) ,
(4.8)
QS=29’
QB=2nD.

0 Ultimo elemento a ser modelado & o modulo do vetor posi
gao (r), que juntamente com os cinco elementos anteriores {a, e, I, 0,
w + f} determina o estado do satelite. A expressao escolhida para r é:

ro=rp +orpt +r3t? +ory sen(rs + rgt) ,
onde os valores iniciais para comegar o ajuste sao:

r =r (t = to) N
P2=P3=0,

ry = ]0_3 ry = Jz A T

=3
L2l
1"
™
=
o

Assim, termina-se a parte de modelagem dos elementos daor
bita, necessarios para determinar a posicao e a velocidade do satelite.



CAPTITULO 5

FUNDAMENTOS TEGRICOS

5.1 - DEFINICOES BASICAS DE TEQRIA DE ESTIMACﬁO

Tendo-se em vista que a utilizacao de teoria de estimacao
de parametros e o uso de técnicas de filtragem requerem o conhecimento
de algumas definigOes basicas, faz-se aqui uma rapida revisdo, conside
rando-se como pre-requisitos os conceitos mais elementares, tais como:
variaveis aleatorias, eventos, probabilidade de ocorréncia de umevento,
etc., o gue permite uma enumeracao concisa das expressoes de maior uso
nas especulagoes matematicas, que ocorrem ao longo do trabalho.

Define-se a fungao de distribuigao da variavel aleatoria

X, avaliada na realizagao x, como a probabilidade:

Fx(x) AP, { w: X{w) < x, x€ER } s (5.1)

—

onde 0s eventos w sao elementos do espaco de probabilidades o*, e R e a

reta dos reais.

Se Fx(x) for continua e derivavel, entdo existe uma densi

dade de probabilidade dada por:

d
=ZLF , (5.2
DX(X) I X(x) )
ou:
X
i) = | pyle) ds (5.3)

A média (ou esperanca) da variavel aleatoria X(-), conti

nua, e definida como:

E{X}éjmxpx(x)dx, (5.4)

-
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e E{X} existe se E{|X|} < =, ou seja, se a media do valor absoluto de X
e finita, o que equivale a dizer que a integral e absolutamente conver
gente (Bryson e Ho, 1969). Representa-se, tambem, a media por iy OU X,

= X,
Py

ou seja, E{X}
A expressao:
E {x” } & J X" py(x) dx (5.5)

define o n-esimo momento de X. Em particular, quando n=2, E{X?} & deno
minada media quadratica de X.

0 n-esimo momento de X em torno da media e definido como:
E {(x —E{X})n} L J (X = EOON" py(x) dx (5.6)

A variancia de X nada mais e do que o segundo momento de X

“em torno da media, ou:
var { x} - E {(x ~E{X})2 } = E{X2} - E2{X} , (5.7)

ou seja, a variancia € jgual a média quadratica menos o quadrado da mé

dia.

Finalmente, define-se o erro médio quadratico, ou desvio

padrio, como:
o (X} & (var (x})1/2, (5.8)

0 desvio padrao mede a dispersao da variavel X em tornoda

media (X) de sua amostragem, conforme mostra a Figura 5.1.
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Fig. 5.1 - Curvas de distribuicdes gaussianas de X.

Na Figura 5.1, tem-se que o3 > g, > g}, isto porque aarea

envolvida pelas curvas e sempre unitaria, isto e:

j: py(x) dx = 1.

A probabilidade de que a variavel aleatoria X estejaentre

As variaveis aleatorias, cujas densidades de probabilida
de sao representadas pelas curvas da Figura 5.1, definidas pela forma:

X-ux

py(x) = (1/2192)1/2 exp[ - - 2] (5.9)
. a

Estas variaveis sdo de grande uso pratico, devido a sua forma facil de

ser tratada, e porque os fenomenos naturais, na maioria dos casos, podem

ser considerados como a forma apresentada pela Expressao 5.9 (ou seja,

pelas curvas da Figura 5.1).
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Tais distribuigoes sao denominadas gaussianas, e represen
tadas somente por u e o2, ou: '

X~ N {u, o). - ({5.10)

5.1.1-VARIAVEIS ALEATORIAS CONJUNTAMENTE DISTRIBUIDAS

Diz-se que as variaveis aleatorias X;, Xo, ..., Xn saocon
juntamente distribuidas, se estdao nc mesmo espago de probabilidades.Tais
variaveis podem ser caracterizadas por sua fungao dedistribuigao conjun
ta (Jazwinski, 1970), da seguinte maneira:

Py oes x e Xg) SUOES NN A® :"n}

n
ou pof sua densidade de probabilidade conjunta:
_ X1 XN
FX15 o, xn(xls ey Xn) = J-w J-m pxl’ o, X -
'(Els---, EI’I) dEl: veey dEn s (5']2)

ou ainda na forma:

JN
(X1, s X ) =
X1 ' X n 3Xps vees X
(5.13)
“Fx o, X, (X5 vs X))
A covariancia de X, e X, e definida por:
4 - - 5.1
cov{ X, » xn} 2 E{(xk ECX 1) (X, - E{X}) } , (5.14}

que pode ser colocada na forma:

cov{ X\ > Xn} = E{ X, X, } - E{ Xk} E{ XR} (5.15)
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Em decorrencia da Expressao 5.14, & facil observar que:

cov { Xk, Xk } = var { Xk} (5.16)

Define-se o coeficiente de correiagﬁo de Xk e Xz como:

cov{Xk, Xg}

X,) = ————t
ofX, } olX 3

D(Xk,

Diz-se gque as variaveis Xy, Xo, ...y Xn sao conjuntamente

independentes das variaveis Y;, Yp, ..., Y s se:

- X1s oy X 5 sy =
Py coes Xa Vs e ¥, (xy n N1 Yo
= pxl, '..’Xn(xll -.-jxn) . le, s Ym(yls s s 0y ym) (5.]7)
para todo SEREREE xn: Yi1s --4a ym-

Diz-se que as varijaveis aleatorias, conjuntamente distri

buidas, Xk e XE sao nao-correlacionadas quando:

cov { Xk’ XQ } =0,
ou 0 que equivale a: p{xk, X 1=0,

L

Para melhor compreensao do significado da definigao 5.15,

introduz-se aqui o vetor aleatdorio:
T
X =[X1’ ) Xn] 9
onde os X;, Xz, ..., X sao suas componentes, e X e um vetor coluna.

Assim, o vetor tem como media {esperanga):



- 60 -

[E{X{} ]
B = | EOG) | 5 EOXTY = [EOGY, wowy EOX )] (5.18)

E{X,}

b -

A covariancia do vetor aleatorio X & definida por:

‘ T
P, = [cov{Xi, xj} ] = E{(X ~E{X}){X -E{X}) } (5.19)
[ var{X;}  coviX;, Xo} ..., coviX;, X }]
coviX,, Xy} var{X,} ..., cov{X,, Xn}
= : : : (5.20)
_ coviX X1} coviX s Xp} ....... var{X } |

A matriz de covariancia e simetrica e, se os elementos de

X sao nao-correlacionados, Py e diagonal.

Aproveitando-se esta definigao, pode-se escrever a densi
dade de probabilidade, para n variaveis aleatorias gaussianas conjunta
mente distribuidas, X;, Xo, ..., Xn’ como: '

(¥ = [ (22 [Py 1/2 17 exp[ - tx -u )T PR (x - u) T,
: (5.21)

sendo:

|PX| = det Py.

Assim, se X & um vetor aleatorio com distribuigao gaussia

na, entao ele e representado por:

X~ N { E(X), P, } . (5.22)
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5.2 - PROBABILIDADE CONDICIONAL

Considerando-se dois eventos A e B, define-se a fungao de

probabilidade condicional Pr {A/B} do evento A, dado o evento B, por:
A Pr{Af1B}
p { A/B } b r ., (para P_{B} >0) (5.23)
r r
Pr{B}

que e equivalente a dizer que Pr{A/B} g a probabilidade do evento A, ten

do-se observado a ocorrencia do evento B.

A densidade de probabilidade condicional de X, dado Y, e:

Py .y06¥) Py y(xY)

Py y(x/y) 2 (5.24)

py(¥) ) Joy y(xsy}dx

0s postulados pX/Y(x,y) >0e | px/Y(x/y)dx‘= 1 continuam
validos e, se X e Y forem independentes, px/Y(x/y) = px(x). Escreve-se
tambem:

pX,Y(X"y) = pY/X(‘y/X) px(x) = pX/Y(X/Y) py(.V) 3 : (5.25)
gue e a conhecida regra de Bayes.

Aproveitando-se a sequencia, define-se amedia condicional

{ou esperanca condicional) como:
E{X/Y} s | pr/Y(x/y)dx (5.26)
A matriz de covariancia condicional & definida pelaforma:
Py v (X/¥) 8 E{(X CECX/YI)(X -ECX/YD) /Y } (5.27)

5.3 - PROCESSO ESTOCASTICO

Um processo estocastico (aleatorio) {X,, t € T} e uma fa
milia de variaveis (vetores) aleatorios, indexados pelo conjunto depara
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metros T. Se a variavel aleatoria .(vetores) X, & discreta, diz-se gue o
processo estocastico tem espaco de estado discreto. Se os Xt sao conti
nuos, diz-se que o processo e de espago de estado continuo.

O0s dois casos mais usados saoc classificados de acordo com
a Tabela 5.1.

TABELA 5.1

PROCESSOS ALEATORIOS

PARAMETRO (T)

DISCRETO CONTINUO

Estado -Sequéncia Processo

Continuo Aleatoria | Estocastico

5.3.1 - PROCESSO GAUSSIANG

E o processo no qual a densidade de probabilidade &comple
tamente caracterizada pelos primeiros dois momentos (média e covarian
cia). Com isto, pode se obter as leis da probabilidade do processo nor
mal. Este processo e importante porque na natureza tudo se aproxima do
processo gaussiano (Papoulis, 1965).

5.3.2 - PROCESSO DE MARKOV

Um processo estocastico de parametros discreto oucontinuo
{Xt,t €T} e chamado processo de Markov, se para um conjunto finito depa
rametros {ti’ ti <ti +1}€ T, e para tudo X real {Jazwinski, 1970), seti

ver:
P { Xy o) <X ERERENORRY b,
r t - t tn~i riot, tn_1

(5.28)
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ou seja, o futuro pode ser probabilisticamente predito com o conhecimen
to do presente e independente do passado. Tratando-se de umprocesso con
tinuo, a Expressao 5.28 toma a forma:

Pr‘{ th(w) AKX T2 tl} = Pr‘{ th(w) < A/th} . (5.29)

Em termos de densidade de probabilidade, o processo (se
quencia) de Markov (Expressao 5.28) & dado por:

p{x, /X, » ...s X ) = p(x, /x ) (5.30)
ty 4 Lo Bt

onde: t; < t, < ... <t (observar que foi usada nova notagao}.

No caso continuo, a Expressao 5.29 em termos de densidade

de probabilidade traduz-se por:
pixg Moo T2 ty) = plxg /g ) | (5.31)

Pode-se dizer entao que o processo markoviano pode ser ca
racterizado com o conhecimento de_apenas p(xt, xT), para todo os t,
1e[0,T], e

p(xps %) = P(x_/x,) p(xy) | (5.32)

Em particular, quando a distribuicao for normal, isto e,
quando p(xt, xT) e uma densidade de probabilidade gaussiana, diz-se que

o processo e de Gauss-Markov.

5.3.3 - PROCESSOS PURAMENTE ALEATORIOS (BRANCOS)

Un processo puramente aleatorio significa que os X séormi
tuamente independentes, isto &, que o conhecimento da realizagao de Xg

nac ajuda na determinacao de X -
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Uma sequencia branca & completamente imprevisivel e, por

tanto, sua definicao e simples:
p(x./x,) = plx) 5 (k> 2) (5.33)

Se 0s Xy estao normalmente distribuTdos, entdo asequéncia
{kn, n=1, 2, ...} & denominada sequencia branca gaussiana.

Um processo sempre pode ser remodelado, procurando-se ob
ter novas relagoes causais, até que se encontre o ponto em que as Giti
mas modelagens nao aperfeigoem mais as predi¢oes.Isto pode acontecer por
que existem flutacoes imprevisiveis no processo, para as quais nao exis
tem rejagoes causais, ou porque o mesmo atingiu o nivel de erros aleato
rios nos instrumentos usados para medidas. Em qualquer destes dois casos,
diz-se que o nivel de ruido (ou faixa cinzenta) foi atingido.

A matriz de covariancia para uma sequencia branca {xn, n=

=1, 2, ...} gaussiana é:
- T2
e {0x, - e e - e b= g (5.34)

onde 8 = 1 ou 0O, paran=men = m, respectivamente, e Qh e uma ma

triz semidefinida positiva.
Para tempo continuo, {Xt, te T, o processo & denominado
branco e & um processo de Markov, isto &, os x, sao mutuamente indepen

dentes para todo t €T, e para um processo gaussiano branco,

pxy/x ) = p(x) s t > €T (5.35)

3 {(xt - B (- EX)T } - Q(t) 8(t - 1), (5.36)

onde o delta aqui e o de Dirac, ao inves do de Kronecker.
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5.4 - ESTIMADORES

A estimativa de sistemas dinamicos lineares nao apresenta
grande problema; portanto, serao tratados apenas sistemas nao-lineares.
0 caso mais comum em problemas de satelites artificiais & o de sistemas
com estado continuo, porém observado discretamente no tempo. A maneira
convencional de resolver o problema e por linearizagao dosistema nao-1i
near em torno de uma solugao de referencia e, em sequida, aplicar astec
nicas de estimagao linear. Os dados podem ser processados demaneira glo
bal, isto e, todos de uma so vez, usando-se um estimador adéquado ao pro
blema (Sorenson, 1970; Leibold, 1980; Liebelt, 1967).

0 processamento tambem pode ser sequencial, usando-se ofil
tro estendido de Kalman (Jazwinski, 1970; Rios-Neto, 1973).

0 vetor de estado de um sistema dinamico € composto de to
das as variaveis e de todos os parametros necessarios para definir aevo
lugao no tempo. Assim, chamando-se X o vetor de n-dimensces, que repre

senta o0 estado, tem-se simbolicamente,

X' = [ Xy Xpu oo X1, (5.37)

e a equagao {nao-estocastica) de estado e:

X = F{X, t), (5.38)
onde X{tg) = Xg. A solugao da Equagao 5.38 e da seguinte forma:

X(t) = F*(Xg» tg» t) (5.39)

Geralmente, o vetor X(t) nunca e observado diretamente,
mas somente através de fun¢oes nao-lineares. Por outro lado, as observa
coes estao impregnadas de erros que ocorrem nos processos de medida. Lo
go, uma equagao representativa das observacoes e que as relaciona com o

estado no tempo e:
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Vo= h(X,, t) + e .

1 1 (5.40)

Obs: 0 erro e sera comentado mais adiante.

0 Xo que aparece na Solugdo 5.39, em determinacao de Orbi
ta, ndo e conhecido com precisdao; portanto, a solugao real difere da so
Tugao nominal X*(t), obtida com o estado inicial XE . Assim, tendo-se
uma série de observagoes regidas pela Equagao 5.40, procura-se determi
nar uma solucao que mais se aproxime da real.

Tomando-se:

§X(t) = X(t) - X*(t) , (5.41)

- - * .
sy; = ¥y - RO €))L i= 1, e,

as Equacoes 5.38 e 5.40, linearizadas em torna do estado nominal X*sao:

§X = 3F §X + ...,
axX X=X *
, {5.42)
Y. = h(x*, t.) + 20 SX: + ... ke
1 1 1 aX X=X 1
Definindo-se agora
Aft) = [ oF/aX Ty_ys »
]X"X* (5.43)
H(t,) = [[ah/aX Ty _ya .
as Expressoes 5.42 podem ser escritas como:
6X = A(t) 8X ,
(5.44)

. = . . + E.
5)’_’ H_' 6)(1 F_‘_l s

sendo 8X{ty) = 8Xg e i =1, ..., m.
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As Equagoes 5.44 constituem um sistema linear, no qual se
tem &X ao inves de X, ou seja, 0 desvio em relagad a0 estado real.

A solugao da nova equagao de estado (por enquanto, nao-es
tocastica) pode ser expressa como:

5X; = 9 8% (5.45)

onde @, | e a matriz de transicdo de (tempo t. paraot } estado,que pos

sui as seguintes propriedades (Liebelt, 1967):

1) o(tg, tg) k) = Qk,k 3
2) #(ta, to) = o(ts, ty) o(ty, to) (5.46)

I - oty , t

3) ¢>(t2, t]_) = (D(tl, tz)-l L)
e satisfaz a equagao diferencial:

d(t, t ) = A(t) o(t, t com

k) k) > (547)

¢(tk, t)=1,

k)
sendo que I & a matriz identidade.

0 sistema de Equacoes 5.44 pode ser reescrito como:

5)(_i = ¢1,k 6Xk

n

H. 6X. +e. , 1=1, ..., m. (5.48)
i i i

6yi

Hi q)i,k 6Xk + €

Levando-se em conta que:
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" oyp ] e ]
5}’2 €2 ~ _
8y = . s € = . e Hk = Hi % K e{mxn).
| Y, L Eq -

Qual e a estimativa 6X , otima, de minima variancia e nao

k’
-enviesada (nao tendenciosa) do estado GXk, das Equagoes 5.487

Para resolver este problema, considera-se a seguinte esta

tistica:
E{e. b=0, Elec e }=R a,. (5.49)
' i ? i i ij’? )
Geralmente admite-se R; = Ry= ... = R,» embora esta restrigao nao seja

necessaria; no caso,a estimativa e linear com as observacoes, ou seja:

6X, = M oy (5.50)
e € nao-enviesada, isto e:
E{ X - 85X } =0 . (5.51)

A matriz de covariancia para o caso de estimativa nao-ten
denciosa e:

P, = E{(ai - §X) (68X -GX)T} = E{(si ~E{sX}) (&X -E{a?})T} (5.52)

A matriz P (covariancia) e o valor estimado sX podem ser
postos na forma final:
._.T ~—
= (H R-! H)-!,
k (5.53)

- ol p-1
K= Pk H R~ 8y ,

P

>}

$§
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No calculo de aik, aparece uma inversao (nxn) de matriz,
que pode apresentar dificuldade no caso de sistema de dimensio muito

grande.

Outra maneira de estimar GXk e usar o estimador de minima
variancia, com informagao a priori. Para isto, sendo dado um valor esti
mado e sua matriz de covariancia associada, num tempo tj, e, emseguida,
feita nova observagao, num.tempo t, > para combinar o valor estimado em
tj’ com a nova observacao em tk’ procede-se da seguinte maneira:

1) Propaga-se o estado e a covariancia de tj para tk(Tap1ey,1972):

§X, = o . &X.
k kg 37
(5.54)

2) A nova matriz de covariancia e o novo valor estimado utilizamos
dois valores dados pela Expressao 5.54, como informagao apriori,
e sdao escritas da squinte maneira (Liebelt, 1967):

- T
P, = (Pl +H, R,V H )L, .
k k k Tk Tk (5.55)
7 - T o a1 =1 £y
6%, = P, (Hg R sy, + P71 sk ),

onde as notagoes §X e 6X significam, respectivamente, valor processado
e valor propagado. Neste caso, tambem aparece uma inversao de matriz

(n xn).

5.4.1 - FILTRO ESTENDIDO DE KALMAN

Esta tecnicade estimagao de parametros edas maisvantajosas,
porque permite estimar o estado de um sistema dinamico ao longo da sua
propria evolucao no tempo (ao longo da trajetoria), isto &, tao Togo as
observacdes sejam realizadas, ja vao sendo processadas. A trajetoria de
um corpo em movimento, por exemplo, pode ser recorrigida, a medida que

se vai efetuando novas observagoes.
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Neste processo, admite-se que cada novo estado estimado
- - ‘ . *
) esta mais proximo do estado real (Xk), do que o valor nom1na1(Xk).

(X,
A trajetoria nominal e retificada a cada observagao, usando-se a estima
tiva (ﬁk) como novo valor nominal, para efetuar a propagagao da estima

tiva.
Supoe-se que:

X(t) = X(t) + oX(t) , t <t<t, 5,

onde a solucao de referencia € obtida, resolvendo-se a equagao:
X = F(X, t) , (5.56)

com valor inicial iftk) = X: + 6§k. Assim, resumindo-se oprocedimento e

usando-se o filtro estendido tem-se que:

dado: X = x*

K ‘ + axk, e P

K

1) Integra-se a Equagao 5.56 ate teoy1 isto e:

X=X 4 t“”IF(E t.) dt
ke1 ~ Tk k

k (5.57)

B(t, t) = A(t) o(t, t,) , et t) =1.
2) Calcula-se:

H = | ah/aX —
k+1 [ ]X=X

k+1
{5.58)

5 T
Pl = o t )P o

tk+1’ k) k (tk+1’ t

K
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3) Calcula-se:

( _ T T A T _1
Kk+1 - Pk+1 Hk+1[ Hk+1 pk+1 Hk+1 + Rk+1 ]

H 1P (5.59)

1 Pre [1- Kier Pear = P ‘

I

- h(X

Xk+1 xk+1 + Kk+1[ Yk+1

k+1? tk+1) ]
4) Substitui-se k+1 por k+2 e recomega-se 0 processo.
Alem do que foi descrito, este procedimento tem avantagem
da matriz a ser invertida ter a mesma dimensao da matriz de covariancia

dos erros de observagao, e se a quantidade observada for um simples es
calar, a inversao e, {1 x1), isto e, trivial.

5.4.2 - CASO ESTOCASTICO

Supondo-se que o sistema nao-linear seja descrito pela e

quagao diferencial estocastica:
dXt
—E = FXye )+ B(t)uy | (5.60)

onde {wt} e caracterizado como ruido branco de média nula e para todo

t 3_t0,'X

~N(X , €

to te’ Pto)

E{ o 6l }=Q(t) s(t - 1). (5.61)

Neste caso, a Unica das equagoes que muda, em relagao ao
que foi visto na Secdo 5.4.1 & a de propagacao da covariancia, que toma
a forma:

D - T
pk+1 - ¢k+1,k Pk ¢k+1’k t Q(tk+1): . | (5.62)
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sendo que oQ(t, . .),por suavez, € calculado por:

k+1

[ Y T, T

Q(tkﬂ) = J o @(tkﬂ,T) G{t) Q(t) G (x) ¢ (tkﬂ’T) drt

k
(5.63)

A propagacac da covariancia pode ser feita também atraves
da solucao da equagao de Riccati (processo de Markov), que & equivalen
te a Equacao 5.62.

0 filtro estendido de Kalman deve ser usado de maneira se
quencial, para nao perder a vantagem de retificar a orbita nominal pon
to a ponto.



CAPTITULO 6

ALGORITMO DO PROCEDIMENTO

6.1 - EQUACKO DE OBSERVACAO

0 objetivo deste trabalho, como descrito anteriormente,é€,
a partir de observagoes sucessivas do satelite, durante umoudois perio
dos, gerar, mediante o uso de teoria de estimacdo de parametros, expres
soes analiticas simplificadas para calcular os elementos da orbita.

As observagoes, entretanto, sao simuladas por um gerador
preciso de orbitas, atraves da integragao da equagao de movimento do sa
télite, X = f(X, t), de um tempo t,, até t0+np , onde t0+np = tg+ P (pe
riodo). A integragao deve ser de dupla precisao, para gue nao haja erro
significativo, devido a integragao durante um periodo. Logo apos, obtem
0+1), > X{t,4,, )s Que em se
. Y(t0+np),sendo queY(tk)

~se os vetores correspondentes X(tgy), X(t
guida sao transformados em Y(tgy), Y(t,,,)s
e o vetor dos elementos orbitais "observados" no tempo t, .

Para cada tk,k =0,1, ..., np organizam-se as observacoes

que sao traduzidas pela equacgao:
Vilt) = hi(Zs t) + e s (6.1)

para i =1, 2, ..., 6, sendo que k caracteriza o tempo de observacgao. Zi
€ o vetor (estado) de parametros utilizados para definir afungao hi,que
se aproxima analiticamente do i-esimo elemento. Por exemplo, para i=1,
correspondendo ao semi-eixo maior, entao, Z; €:

T

Z]_ = [a]_s Aoy 4oy an] ’ (6'2)

ou seja, o semi-eixo maior € escrito como uma fungao dos parametros ai,
Ags «-vs Ao conforme foi visto na parte de modelagem matematica, no Ca

pitulo 4.
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6.2 - CONSIDERAGDES SOBRE 0 ERRO (e.)

Como as observagoes sao simuladas por um gerador de orbi
tas, atraves da integragao numérica da equagao de movimento, que & doti
po X =F(X), a natureza do erro e;» Que aparece nas Equacoes 6.1 de obser
vagbes, se deve principalmente aos: erro de precisdao no processo de com
putacao, erro de truncamento no integrador, erro de indeterminagao napo
sigac calculada, e erro devido as falhas no modelo tomado paradescrever
a fungao de forcas F(X) da equagao de movimento. G primeiro dos erros
mencionados, isto e, o de precisao, esta ligado ac tamanho da palavra
com a qual se esta trabalhando, e ao nimero de operagoes que se executa
em cada passo de integracao. Usando-se dupla precisao, este errodiminui
consideravelmente. O erro de truncamento se deve, como o nome ja diz, a
truncamentos de expansoes dentro do integrador e & tanto maior, quanto
maior for o numero de passos dentro de um intervalo. O erro de indetermi
nacao na posicao ocorre quando o passo usado & muito grande ediminui ao
diminuir-se o tamanho deste. Assim, um 1ntegrador sofisticado, munido de
controle de passo e de erro, determina o passo ideal de trabalho e dimi
nui a intensidade desses erros. Finalmente, vem os erros devidos ao mo
delo de forgas usado. Atualmente, todas as forgas'sao razoavelmente bem
modeladas e, assim, tais erros s¢ poderiam ocorrer caso se usasse mode
los simplificados. Obviamente nao se inclui aqui o caso no qual algumas.
forcas sao consideradas como nao-modeladas (Tapley et alii, 1975), para
depois as estimar. Os modelos onde se usa numero muito reduzido deharmo
nicos para o esferopotencial constituem fonte de erro.

Num modelo, por exemplo o GEM-10, ou seja, o GODDARD EARTH
MODEL-10, que vai até o grau 30 e a ordem 30, (n=m=30), oscalculos po
dem ser de bastante precisdo. Os erros de posigao podem ser proximos de
alguns milimetros, para cada intervalo de integragao.

Observando-se a Figura 3.8, verifica-se que a amplitude
das perturbacoes de curto periodo no semi-eixo maior, que decorrem da
pressao de radiagao, e de 5 m, enquanto as perturbagoes gravitacionais
vao até 10 km. Outras perturbagbes como o arrato atmosferico tem ampli
tudes de 1 m, no semi-eixo maior (ainda para curto periodo), conforme
Sehnal (1973).
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Uma escolha razoavel para € e de 10 m para comprimento e
1078 radianos para arco, como mostra a Tabela 6.1.

TABELA 6.1

RESUMO DOS ERROS DE OBSERVACAO

ERRO EM CADA OBSERVACAOD (Ei) VARIAVEL MEb&BEAa—
10 ate 50 m a (semi-eixo maior)
10-8 rds , 107 graus w, 2, M, I
10-8 e
1078 (percentual) qualquer

0 erro percentual numa determinada grandez L & definido

por:
L
= T x 100 N (6.3)

onde €L e 0 erro na medida de L. Se L - 7000 km e e~ 10 ¢cm, entao

Como ja foi comentado, o erro €., que aparece na Equagao de
observacao 6.1, esta relacionado com a precisao das observacoes. Eusual
escolher e, com distribuicao normal, €, ~N(O, Ri) de média nula evarian

cia definida.

Se €3y for o erro maximo admissivel para a referida pre

cisao, entac toma-se P sendo o, 0 desvio padrao relativo ao

elemento i, como mostra a Figura 6.1.
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MPe;

mV¥

—=— 3 0= emax
Fig. 6.1 - Distribuicao gaussiana de £s -

Ao escolher o erro maximo aceitavel, na precisao da mode
lagem, igual a tres vezes o desvio padrao (Oi) da distribuicao, assegu
ra-se que existe 99,7% de probabiltidade da variavel aleatoria e; estar

dentro da distribuigao.

- De infcio sera admitido que os € sao completamente inde
pendentes entre si, de forma que se possa caracteriza-los como uma se
quencia gaussiana branca aleatoria, de media nula e covariancia especi
ficada, ou seja, matematicamente a estatistica da sequencia {e,} &:

E{ e (1) } -0

E{ 5 e (t) }= Ry (tyd Sy

(6.4)

ou:
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i Ri(t,) covvnnnnnn 0]
E(ee'd = | O Rp(t,) wovennen 0
0 e R ()

No caso, toma-se Rg(tk) constante para todos os tk.

Tomando-se a'Expresséo 6.1 e substituindo-se zi(tk) por
f}(tk) + 6Z;(t ), onde f}(tk) e um valor (nominal) inicial,. tem-se:

Yilt) = hi['ii(tk) + ozt ) t ] v ed(t) (6.5)

considerando-se

_ﬁ(tk)—hi[24tk)+az#tk),qj =a[Y#tk)—hi[E#tkLtk]}+
+ E'i(tk) s

onde o & um parametro que serve para amortecer os erros de linearizagao,
sendo definido por 0 < « < 1. Portanto, para ¢ = 0, tem-se o caso ordi
nario de linearizagao e para « > 0, a tendencia e amortecer os termos de
ordem superior, negligenciados nos processos de linearizacao. (Rios Neto
and Bambace, 1981)

Expandindo-se a Expressao 6.5 em torno de E}(tk),obtém-se

a seguinte relagao:

sh.
3

B—Z_i— _ Azi(tk)+Ei(tk)=(1-a){vi(tk)_hi[fi(tk)’ tk]}
Z.=2.(t,)

que pode ser escrita,para i = 1, ..., 6, da seguinte forma:

Ho(t,) 82, () + e (t,) = §.(t,) (6.6)
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sendo que na Equacao 6.6, Hi (%) e a2 matriz de dimensao(1 xni); Az, (t

k)
)

(
~ N [ i
e (ni x1);e yi(tk)e(ixﬂ,onde n. e onumero de componentes doestado zi(tk

Esta Ultima equa¢ao pode ser desdobrada, desde que secolo
que Azi(tk) = Zi(tk) - Zi(tk)’ para:

+ E_i(tkl) = (.|-cx){Y.|- (tk) -hi[ff(tk)’ tk ]} - H Zi(tk)

ou:

+es(t) = it (6.7)

6.3 -~ DINAMICA DO PROCESSO

0 vetor Z nao evolui no tempo, & estacionario e so tem,

portanto, reajdstes durarnte o procedimento sequencial.
A dinamica do sistema :
Zi(k+]) = ¢1(k+1, k) Zi(k) ) (6.8)

onde k esta representando o instante tk e @1(k+1, k) = I e a matriz (de

transicao) unitaria, logo:
Z,(k+1) = Z, (k) (6.9)

6.4 - APLICAGAO DO FILTRO ESTENDIDO DE KALMAN

0 procedimento sequencial, que utiliza o filtro estendido

de Kalman, e descrito a seguir.

Dados os valores iniciais ii(k) e P.(k), onde ii(k) g cal
culado de acordo com as instrugoes da Secgao 4.1, e Pi(k) g determinado
atraves de expressoes da Seccao 4.1, entao, procede-se daseguinte manei

ra.
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1) Propagagao (-)

Ei(kﬂ) = 7.(k) ,
(6.10)

PL(ke1) = o, (k41 k) P (k) ¢1T(k+1, k) = P.(K) .

2) €alculo no novo estado

yi(k+1) = (1-a) {Yi(kﬂ) -h L7 (k1) 1, ]}+H1.(k+1)??_'1.(k+1),

onde H.(k+1) = [ 3h./oZ, 121':?1'(“” ’

(6.11)
sendo

hi['fj(k+1, tk+1) 1, fungao modelada, calculada no estado propa
gado.
Hi(k+]) , derivada calculada no estado propagado.

3) Atualizagao (-)

(K (k#1) =P (ka1) B (k1) R (k1) M, (k1) P (k1) H] (k1)1
(6.12)

| Zi (k1) =Z. (k1) K (k1) [y (k1) =H, (ko) Z.(k+1)],  (6.13)

PL(kH1) =P (k1) =K, (k1) Ho(keT) Po(ke1) (6.14)
{ 1 1 1

Substitui-se k+1 por k+2 e reinicia-se o processo.



CAPITULO 7

TESTE DO PROCEDIMENTO

7.1 - INTRODUGAO

A propagacao da orbita de um satélite, porumoumais dias,
tem como finalidade fornecer dados angulares e a posigao aproximada do
satelite, para as estagoes rastreadoras que estdo espalhadas por todo o
mundo.

0 procedimento de ajustar coeficientes de expressoes mode
ladas para os elementos da orbita, e propaga-la utilizando-se tais ex
pressoes, desenvolvido neste trabalho, & testado em uma situagdo degran
de importancia para a Missao Fspacial Brasileira.

Para teste, escolheu-se o satélite TIROS-N, com altitude
da ordem de 850 km, sincrono com o Sol, com orbita aproximadamente polar,
e equipado com sensores para pesquisas meteorologicas. 0 motivo de tal
escolha & que nos projetos futuros da Missdo Espacial Brasileira estao
incluidos satélites com caracteristicas semelhantes, para pesquisas me

teorologicas e de recursos naturais.

7.2 - PROCEDIMENTO DE PROPAGAGAQ

As expressoes obtidas porajuste de coeficientes, nada mais
sao do que a historia do fenomeno no tempo, isto &, sua lei de variagao

no intervalo de ajuste.

Ao se propagar a orbita deum satelite porvarios periodos,
usando-se expressoes ajustadas, deve-se admitir a seguinte hipotese: que
a lei de variacao se mantem valida apos cada periodo propagado, isto e,
que o satelite, ao longo de cada revolugao, encontra-se na mesma regiao
do espac¢o, em que se encontrava ao longo do intervalo considerado para
ajuste (1 periodo). Entretanto, as expressoes ajustadas para um periodo

- 8] -
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tem que ser interpretadas como sendo resultantes da integracao de equa
coes diferenciais, cujas constantes de integragao so valem naqueleinter
valo de integragao. Para tornar mais clara estaafirmagao,suponha-se gue
a expressao ajustada para descrever a lei de variagao de umparametro ge
nerico £ seja:

£ =€) + Ept 4+ £512 + gusen(Eg + £gt). (7.1)

Tal expressao pode ser considerada como resultante da integragdo daequa
¢ao diferencial:

de = [ £y + 283t + £, £g COS{E5 + Egt) ]dt , (7.2)

de forma que £, e uma constante de integracao valida no primeiro inter
valo de ajuste. No final de cada periodo propagado, &, deve ser recalcu
lado mediante a condigao de contorno, para st medido a partir do instan
te correspondente ao final do ultimo propagado:

£'{at = 0} = g(P) , (7.3)
ou seja:
gl = g(P) - &, sen{&s) (7.8)

1

onde £, & o valor da constante de integracao para o proximo periodo, e
assim sucessivamete para cada periodo propagado. Tal procedimento & de
nominado reinicializacao.

Outra observacao importante e que os erros de ajustamento
das extremidades das curvas podem ser corrigidos na reinicializacao, fa
zendo-se com que as curvas propagadas, apos cada revolugao, se iniciem

ja corrigidas do erro de ajuste.

Para efetuar as corregoes devidas aos erros de ajuste,bas
ta calcular os desvios iniciais e finais das curvas propagadas em reia

¢30 as curvas de observagao.
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Suponha-se .que para o elemento generico £ obtém-se as se

guintes curvas (ajuste x propagacao), como mostra a Figura 7.].

——— PROPAGADA (£)
—— DE OBSERVAGAO (§)

iP

Fig. 7.1 - Curvas ajuste x propagacgao.

Os desvios iniciais e finais sao:

BEg = E(t=0) - g(t=0) ,

(7.5)
ng = g(P) - &(P)

Apos a propagacao de um periodo, a curva ajustada chega a
At da curva real (de observagao); entao, para recuperar oponto verdadei
ro, ponto onde deveria estar a curva E, basta adicionar Af a £, ouseja:

£ = £+ AL (7.6)

verd.
Tendo-se recuperado o ponto verdadeiro, deve-se observar

gque a curva propagada, que vai se reiniciar a partir deste ponto, comega

deslocada de agy dacurva verdadeira. Assim, a nova curva £ deve ser:
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£(at = 0) = £ + ALy , OU

verd.
(7.7)

£(at £+ AL + AEg

0)

e a reinicializacao (determinagao da nova constante £;), incluindoestes
dois deslocamentos, e (para o exemplo escolhido):

-
1

51 = E(P) + AL+ AEG - EL\‘ sen 55 (7.8)

Tal reinicializagao @ vantajosa porque faz comque 0serros
de ajustamento {Af, e Af) permanegam constantes ao longo da propagagao.

7.3 - CASO DE TESTE

Como descrita anteriormente na Secgao 7.1, o satélite es
colhido para teste foi o TIROS-N, com as seguintes condigoes iniciais:

1) Epoca inicial

16/08/1981 Is 20 h 12 min 17,999 s

2) Periodo nodal

P, = 101,2099 min.

N

3) Fluxos solares

SSOF =176 em 10-22watts/(M2Hz), SOF =215 em10-22 watts/(M?Hz)

4) Indice geomagnetico

k_ =1,89
p
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5) Posicao e velocidade iniciais

X = - 875,6310 km
Y = - 6819,7526 km
Z = - 2153,0222 km
X = - 1,842522 km/s
Y = - 2,022677 kn/s
Z = + 7,005805 km/s

7.4 - RESULTADOS

0s resultados, obtidos apos propaga@éo da orbita no inter
valo de aproximadamente 2 dias, encontram-se na Tabela 7.1.
TABLEL 7.1
RESULTADDS DE PROPAGACAQ DA ORBITA PARA O TIROS-N
VALORES FORNECIDOS PELO | VALORES CALCULADOS DESVIO
DESVIOS EM
BOLETIN APT PREDICT (PROPAGADOS) COM AS (m) e (n/s) ARCO
DO SATELITE TIROS-N EXPRESSDES AJUSTADAS (MAX.)
X = - 964462,4 (m) X = - 963355,0 (m) AX = 1107,36
Y = - 7130652,2 Y = - 7128806,1 aY = 1846,13
Z = - 337297.,6 Z = - 333984,4 AZ = 3313,24 o
. . . < 07,2
X = - 1155,806 (m/s) X =~ 1157,723 (m/s) | aX = 1,92
Y = - 182,190 Y = - 194,382 8Y = - 12,19
Z = 7342,971 Z - 7344,298 87 = 1,33

|

Estes resultados referem-se as curvas

sentadas nas Figuras de 7.2 a 7.7.

de propagacao apre
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Pode-se observar atraves dessas figuras que cajuste de um
modo geral foi bom, pois as curvas mostradas (curva propagada x curvade
observagao) sao quase sempre coincidentes, com excegao da ultima, a cur
va de "r", que apresenta algumas pequenas discrepancias.

As figuras apresentadas a seguir (Figuras de 7.2 a 7.7)
estao acompanhadas das expressoes que as representam, dos valores caicu
lados (ajustados) para seus parametros e dos respectivos desvios (ini
cial e final), e as Figuras de 7.8 a 7.13 representam os desvios relati

_vos as Figuras 7.2 a 7.7.



- 87 -

3

190

METROS

7 /’_\ )

||

IX0 MAIOR

SEMI -t

7179 7162 7165 }'152l 71131 7134 7137 7200
e
I
———
—

c 1 2 3 4 5 6 7 5 9 (e il

TEMPO EM MINUTGS
Fig. 7.2 - Semi-eixo maior.
Expressao do semi-eixo maior (metros) em fungao do tempo (segundos):

A = Al + A2%T + A3+T+T + AdxCOS({AD + AB+T)

Al = 7.1885527E + 06
A2 = -4.3950851E ~ 02
A3 = 7.1380314E - 06
A4 = 8.9289979E + 03
A5 = 5.6673892E + 00
A6 = 2.070241SE - C3
DA = -2,5995209E + 0]

DAO = -1.5394745E + O1
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Fig. 7.3 - "Semilatus rectum".
Expressdo do "semilatus-rectum” (metros) em fungao do tempo (segundos):

P = P1 + P2+T + P3+T#T + P4xSIN(P5 + P6xT)

P1 = 7.1885339E + 06
P2 = -4.3244149E - 02
P3 = 6.4173524E - 06
P4 = -8.9374293E + 03
P5 = 4.0984177t + 00
P6 = 2.0698122E - 03
DP = -9.6789551E - O]

DPO = -4.7182922¢ + 00

n
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Fig. 7.4 - Inclinagao.

Expressao da inclinacdo (radianos) em fungao do tempo (segundos):

I

IT + I24T + I3«COS({I4 + I54T)

I
12
I3
14
15

DI
DIO

n

n

n

1.7220659E + QO

-3.0762909E - 09
-9.5674652E - 05
5.6585792E + 00
- 03

2.0671215E

9.4321149E - 07
-1.2012024E - 06
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NODO ASCENDENTE

Expressao

- AN

- g0 -

o
T GRAUS
i T
i yd

N //
] T
i ;///

17 7
A | |

T 7 f T T I ¥ 1 T I T 1 : [ T T f T I
0 t 2 3 4 5 & 7 5 2] 19 il

TEMPO EM MINUTOS

Fig. 7.5 - Ascensao reta do nodo ascendente.

daascensdao reta donodo ascendente(radianos) em fungao do tempo:

ANT + ANZ*T + AN3*T#T + ANA*SIN(ANS + ANG+T)

AN1 = 4.5369118E + 00
AN2 = 1.9242619E - 07
AN3 = 1.2924751E - 12
ANA = -9.5764310F - 05
ANS = 5.6570673E + 00
AN6 = 2.0746186E - 03
DAN = -8.9313835E - 07

DAND 2.3677858E - 06
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Fig. 7.6 - Argumento verdadeiro.
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'Expressﬁo do argumento do perigeu + anomalia verdadeira (radia

nos) em fungao do tempo:

Vo= V1 o+ V2aT + V3#T#T + VA=SIN(V5 + V6xT)

Vi
V2
V3
va
V5
V6

oV
DVO

1]

5.9763811E + €0

1.0355957E - 03
-1.1988601E - 10
-2.8566408E - 03
-1.0665742E + 02

1.1002728E - 03

9.7414944¢ - 05
-4.9840572E - 05
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Fig. 7.7 - Raio vetor.
Expressao do raio vetor-posicao (metros) em funcao do tempo (sequndos):

R = Rl -+ R2+T + R3+T+T + R4*SIN(R5 + R6xT)

Rl = 7.1982500E + 06
R2 = -5.3387562E + 00
R3 = 8.6559908E - 04
R4 = 9.1899346E + 03
R5 = 1.4696874E + 01
R6 = 1.0580408t - 03
DR = 1.1242844E + (02
DRO = 1.0907019E + 03
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CAPITULOD 8
CONCLUSOES

8.1 - ALCANCE DE UTILIZAGAO DO MODELO

As expressoes analiticas simplificadas para propagacdo de
orbitas, usando Teoria de Estimacdo de Parametros emconjunto comteorias
de Mecanica Celeste, foram desenvolvidas, em principio, para satelites
de baixa a media altitude. Entretanto, ndo existe nenhuma restrigao ao
longo do trabalho que impega o seu uso para sateélites altos. Ao contra
rio, espera-se que neste caso, onde as perturbagoes devidas aocampo grg'
vitacional e ao arrasto atmesferico sao bastante atenuadas, asvariagoes
dos elementos da orbita sejam mais suaves, e as expressoes analiticas a
justadas, de major alcance, isto e, valham por tempo mais prolongado.

Para satelites de altitude em torno de 500 a 1000 km, as
variagoes sao mais rapidas e mais acentuadas, de forma que a recalcula
gem dos coeficientes, das expressoes analiticas, devera ser em interva
los de 1 a 3 dias, e, mesmo que isso tenha que ser feito diariamente, o
procedimento ainda sera compativel com as teorias semi-analiticas, cujo
intervalo de integragao das variacoes medias & de um dia. Em casos cri
tcos, isto &, quando o sat8lite estiver em baixas altitudes (150 a 250
km), e portanto sujeito a fortes atracoes gravitaciohais (de umcampo ex
tremamente ndo central) e a intensas dissipagoes de energia na fricgao
com a atmosfera, e razoavel supor que o intervalo de novos ajustes, dos
parametros das expressoes, deva ser bem reduzido. Na Ultima fase de de
caimento do satelite (nos seus ultimos dias de vida), pode ser que este
processo nao funcione. Neste caso, a propagacac da orbita deve serfeita
com o proprio gerador de orbitas, renovando-se sempre as condigoes ini

ciais atraves de dados observados.

De acordo com a introdugao deste trabalho, o gerador deor
bitas, usado para simular as observagoes, & bastante flexivel, ou seja,
permite a inclusao de todo tipo de perturbagoes que se necessite paraca
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da satélite. Assim, os dados simulados podem ser obtidos com a precisao
gue se desejar.

Outra aplicagao importante deste método e usar somente ob
servagoes. Mesmo que nada se conhega sobre um determinado satélite,alem

de suas observacoes, € possivel determinar sua orbita e propaga-la.

8.2 - COMENTARIOS E CONCLUSODES

0 gerador de Grbitas disponivel, utilizado neste trabalho
(Negreiros de Paiva, 1980; Kuga, 1981), para simular as observagoes, &
constituido de um modelo de forcas simplificado, uma vez que s6 contém
forgas gravitacionais e de arrasto atmosferico. Faz-se o calculo da den
sidade atmosferica, usando~se o programa ATDENS - Atmospheric Density

{Negreiros de Paiva, 1979).

Os resultados obtidos estao sujeitos a dois tipos princi
pais de erros: erro devido a falhas do gerador dedrbitas ao simular .as
observacoes, e erro devido ao fato de considerar constantes oscoeficien
tes ajustados ao longo de varios periodos. 0 erro devido ao ajuste nao
se propaga em virtude do processo de reinicializagao, mantendo-se, por
tanto, constante ao longo do tempo, desde que se admita valida a hipote
se de mesma lei de variagao (mesma regiao do espago) para ointervalo de

propagacao considerado.

Considera-se desprezivel o erro de integracac numerica, ao
longo de uma revolugao {intervalo de ajuste}.

Das consideragoes anteriores, observa-se que a qualidade,
quanto a precisac das orbitas propagadas, deve-se principalmente aoerro
no vetor de condigoes iniciais utilizado. Este erro, naturalmente, depen
de do processo de estimacao da orbita e da quantidade e qualidade das
observacoes fisicas, utilizadas para obtengao dessas condigoes iniciais.
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Ressalta-se ainda que, neste procedimento, a propagacao
nao e feita por extrapolacao, mas sim, por interpolagdo que usa oproces
so de reinicializagao, desenvolvido neste trabalho. Isto e muito vanta
Joso porque caso se adote o processo de propagagﬁo por extrapolacao, cer
tamente incorre-se em erros, pois o comportamento de uma fungao, ajusta
da num intervalo, muda significativamete quando esta & calculada fora

dele.

Um instrumento de grande importancia, utilizado neste tra
balho, & o filtro estendido de Kalman, que permite o processamento se
quencial dos dados, sem necessitar armazenar {portanto sem muito uso de
memoria}), alem -de fazer o ajuste dinamico, aoc longo da propria trajetdo
ria. Tal procedimento torna o ajuste mais homogeneo, ao longo do inter

valo adotado.

Em continuidade a este trabalho, pretende-se testar o pro
cedimento proposto, utilizando-se um gerador de orbitas que forneca a
previsao do erro global acumulado a cada instante {Zadunaisky, 1979), o
que terd como consequencia imediata um ajuste de melhor qualidade, prin

cipalmente no caso do elemento “r" da Figura 7.8.

Outra inovacgdo que se pretende adicionar e a doruido adap
tativo (Rios-Neto and Kuga, 1981), isto e, usar uma tecnica queintroduz
um ruido aleatdrio no estado estimado sequencialmente, de forma que se
tenha maior sensibilidade de ajuste, ou seja, maior controle sobre asma
trizes de covariancia do estado que, na maioria dos casos, Saoseveramen
te deturpadas pelas nao-linearidades existentes no problema. Issocontri
buira para a melhoria geral do modelo em questao.

Futuramente, pretende-se ainda ajustar oselementos medios
ao inves dos osculadores, ou seja, as observagoes seriam transformadas
em elementos medios, as expressoes, destes, ajustadas e propagadas e, a
seguir, transformadas novamente em elementos osculadores {Brouwer,1961).
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