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ABSTRACT

- This work consists of implementation and testing of a
direct search procedure to obtain suboptimal numerical solutions, by
control restriction, for open loop optimization of dynamic systems
problems. By taking a control function approximation which s
caracterized by a vetor of parameters, the dynamic problem 1s reduced
to one of parameter optimization. A direct search criterion plus
linear perturbation are combined with Kalman Filtér to find search
increment in each step. Following most of the authors working whith
other suboptimal procedures, which can be considered by comparasion,
a plane minimum time, low thrust Earth-Mars orbit transfer problem is

‘considered to test numerical performance. Results obtained show that
in terms of acuracy, computacional time and computer memory space,
the procedure is very competitive when compared to most of the moderm
methods used in the numerical optimization of dynamic systems.
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Matrizes ligadas a equacoes diferenciais linea
res.
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Fungcao implicita usada na representacéo de vin
culos de desigualdade na variavel de controle.

Parcela da derivada do vetor de estado x(t) em
relacao a i-esima componente de a, que esta re
lacionada com a influencia deste parametro nas
condigdes iniciais. '
Estimativa linear do valor de E(3 + ad).

Notacdao simplificada para E{a + aa).

Tolerancia para o valor das componentes do erro

~nos vinculos, exigida para se dar inicio a fase

de busca do minimo.

Erro nos vinculos de contorno associado a um da
do valor do vetor de parametros a ser otimizada

I-esima componente de E(a).
Erro normalizado.
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Incremento de busca no vetor de parametros obti
do pelo procedimetno proposto.

Valor de partida para sa, analogo a uma estima

tiva inicial.

Estimativa de aa obtida apos se filtrar a i-esi
ma componente do vetor de observacgoes.

Notac3o alternativa para 3.
Estiamtiva da variacao da funcao objetivo.

Constante auxiliar para o calculo da solucao de
partida.
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ESPECIAIS

0 apostrofo colocado sobre uma variavel de esta
do indica que esta corresponde a aplicacao ::do
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- 0 traco sobre uma variavel indica que se refere
a valores nominais (controle -u(a,t) ).

- 0 trago precedido de uma barra indica que se re
fere aos valores nominais da iteracao anterior.
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CAPTTULO 1
INTRODUCAQ

A otimizacdo de sistemas dinamicos € de grande interes
se em inlmeras areas da ciencia aplicada. Neste século houve um signi
ficativo progresso nos metodos de otimizacao dinamica principalmente
apos o advento do computador digital.

A resolucao do problema de controle otimo de sistemas
dinamicos consiste na obtencao de um vetor de controle que Teva um sis
tema controlavel 3 satisfacdo de restricGes inerentes ao problema e
que ao mesmo tempo otimize uma dada funcao objetivo.

Na hipotese de se controlar o sistema em malha aberta,
a obtencao do controle otimo implica obter uma funcao do tempo, dita
fungao de controle otimo. Ja no caso de se controlar o sistema em ma
1ha feéhada, a obtencao do controle otimo implica coﬁhecer uma funcao
do tempo e do vetor de estado do sistema, dita lei de controle otimo.

Através do cilculo variacional pode-se resolver analiti
camente problemas bastante simples de determinacao do controle otimo
de sistemas dinamicos, porem os prob]emas de interesse pratico sao em
sua maioria, pok demasiado complexos para permitir a obtencao de uma
solucao analitica, exigindo assim um tratamento numerico.

Dependendo do problema abordado e dos recursos computa
cionais disponiveis pode ser necessario ou nao introduzir simplifica
¢oes no problema ao ataca-lo numericamente. Ao se proceder desta forma
obtém-se um controle capaz de satisfazer as restricoes impostas bem co
mo levar a funcao de controle Otimo a um valor proximo ao otimo. Essa
abordagem ser3 dita controle subdtimo.

Tomou-se como objetivo inicial a implementacao e teste

de um procedimento para a obtencao de solucdes subotimas para o proble



ma de obtencao do controle de malha aberta de sistemas dinamicos pro
posto por Rios Neto (1979). Contudo, apos implementar tal procedimen
to e efetuar com este varios testes numericos, percebeu-se a conveniég
cia de introduzir pequenas medificacoes no procedimento original.

0 procedimento aqui proposto supoe que seja adotada pa
ra aproximar o controle, uma funcao do tempo e de um determinado con
junto de parametros, u(a,t), e visa obter para estes parametros valo
res que nao so facam o sistema satisfazer aos vinculos do problema, na
hipotese do sistema ser controlavel, como tambem Tevem o indice de de
sempenho ao melhor valor possivel. Desta forma o procedimento abordado
neste trabalho pode ser classificado como subotimo por restricdonocon
trole. 0 metodo aqui.abordadd e um metodo direto que faz uso do Filtro
de Kalman para obter o incremento de busca no vetor de parametrosa ser
otimizado. Para obter as derivadas parciais do estado em relagao aos
parametros fez-se uso de uma versao do Metodo de Geragao de Solucoes
Unitarias (Bryson and Ho, 1975) proposta por Rios Neto e Ceballos
(1979).

. Elaborou-se um programa de computador com o intuito de
testar inicialmente o procedimento proposto empregando-o na solugao do
problema de transferéncia de Grbita Terra-Marte em tempo minimo com em
puxo constante e baixo e trajetoria plana, que € classico em trabalhos
de teste e comparacao de procedimentos de otimizacao dinamica come aque
les de Tapley e Lewallen (1967), Willianson (1971), Hull e Edgeman
(1975), Ceballos (1979) e Rios Neto e Ceballos (1979).

No Capitulo 2 serdo apresentados os fundamentos - de con
trole otimo de sistemas dinamicos, o conceito de métodos numéricos oti
mos e subotimos, uma comparécéo entre estes dois tipos de metodos e a
classificacao dos metodos otimos, alem de aspectos da teoria de estima

cao.



No Capitulo 3 & feito o desenvolvimento analitico do me
todo proposto.

No Capitulo 4 e desenvolvido o algoritmo numérico.

No Capitulo 5 e feito o teste numerico do procedimento.

No Capitulo 6 serao apresentadas as conclusoes e suges
toes para desenvolvimentos futuros, bem como comentarios de ordem qua

litativa que visam situar o procedimento proposto em relacao aos demais
procedimentos otimos e subotimos.



CAPTITULO 2
FUNDAMENTOS

2.1 - INTRODUGAOD

A menos que as equacgoes dinamicas, a funcao objetivo e
as equacoes de restricao sejam bastante sihp]es, faz-se necessaria a
utilizacao de metodos numéricos na resolucao de problemas de otimiza
¢ao dinamica, via de regra mediante o emprego de computadores digitais.
Assim, o desenvolvimento de metodos numericos de controle otimo passou
a ser bastante intenso na decada de 60, quando surgiram procedimentos
como o Metodo do Gradiente e a Programa¢ao Dinamica. Durante toda esta
decada, foi dada uma grande enfase aos chamados metodos otimos, 1i.e.
metodos que se destinam a achar a solucao do problema de otimizacao di
namica na sua forma original, sem introduzir simplificacao alguma. De
vido 3 grande complexidade dos metodos otimos, passou-se a dar enfase
no inicio da decada de 70 i obtencdo de métodos numéricos méissimp]eg
ditos métodos subotimos, mediante a introducdo de simplificacoes no pro
blema original de otimizacao dinamica. Pode-se destacar como um  dos
mais importantes traba1hos'pioneiros na area o trabalho de Willianson
(1971).

Neste capitulo serao apresentados os elementos teoricos
fundamentais para o desenvolvimento do procedimento proposto neste tra

‘batlho.

2.2 - PROBLEMA DE OTIMIZACAO

O-Objetivo deste trabalho e implementar e aprimorar um
procedimento para solucionar problemas de otimizacao do controle de ma
Tha aberta de sistemas dinamicos que possam ser rebresentados por sis
temas de equacoes diferenciais ordinéfias. Este tipo de problema pode

ser escrito como a seguir.



Minimizar:
IP = G(x(ty), to, x(tf), tf), _ (2.1)
sujeito a vinculos dinamicos dados por:
i = f(x, u, t) _ ‘ (2.2)
e a vinculos de contorno (ou terminais) dados por:

0, | (2.3

I(x(tO)s tO) =
M(x(te), te) = 0, . (2.4)

onde:

x e o0 vetor de estado nx 1;

u e o vetor de controle px1;

M e o vetor de vinculos de contorno no instante final 2x1;

I e o vetor de vinculos de contorno no instante inicial jx1;

t e o tempo;

tf e o instante final;

ty, e o instante inicial.

Deve-se ressaltar que os procedimentos subotimos podem
tambem ser utilizados, com pequenas alteracoes, na solucao de proble
mas onde haja vinculos de desigualdade nas QariEveis de controle (Rios
Neto and Ceballos, 1981).

2.3 - CONTROLE OTIMO E CONTROLE SUBOTIMO

Na solucao numerica de problemas de otimizacao dinamica
pode-se fazer uso dos chamados metodos otimos, que se destinam a resol
ver problemas de otimizacao desta natureza na sua forma original, e os
metodos subotimos que s3ao capazes de fornecer boas solucoes para o pro



blema de otimizacao original mediante a solucao de formas simplifica

das deste.

Na solucao dita subotima, por restricaono controle, ado
ta-se, para aproximar o controle, uma funcao previamente estabelecida,
cujos argumentos sao o tempo e um determinado conjunto de parametros,
doravante chamado vetor de parémetros a ser otimizado ou vetor de in
cognitas basico, e tenta-se achar um conjunto de parametros que faca
com que os vinculos de contorno sejam satisfeitos. Ou seja, o problena
fica como colocado a seguir: |

dado u = u(a,t), achar o vetor a para que o sistema dinamico represen
tado pela Equacgao 2.2, parta de uma condi¢ao inicial

x(to) = Xo
que satisfaca EAEquacéo 2.3 e atinja uma condicao final
x(tf) = Xe

que satisfaca a Equacdo 2.4 e 2o mesmo tempo torne o valor do Tindice
de desempenho IP dado pela Equacao 3.1 minimo.

A elevada complexidade numerica dos metodos otimos fre
quentemente limita ou torna desvantajosa a aplicacao destes metodos na
obtencao de solucoes de problemas de interesse pratico de obtengao do
- controle otimo de malha aberta.

Dependendo do prob]ema, dos recursos computacionais dis
poniveis e do método escolhido estas dificuldades podem ser:

custo de computacao elevado;
insuficiencia da capacidade do computador disponivel;

necessidade de uma boa solucao de partida;

dificuldade de implementacao;

dificuldade de realizacao em tempo real.



Afora estes problemas, muitas vezes e preferivel, na im
plementacao do controle no sistema fisico, que o resultado seja forne
cido na forma de uma funcao. Foi observado pelo autor em alguns testes
que o ajuste da solucao obtida de forma discretizada por meio de meto
dos otimos, por uma determinada funcao, levou em geral a resultados pio
res que aqueles obtidos com um procedimento subotimo, onde o controle
era aproximado diretamente pelo mesmo tipo de func¢ao. Provavelmente tal
resultado se deve ao fato de ao se aproximar o controle por uma funcao
qualquer, mediante o emprego de um metodo padrao de aproximacao de fun
¢oes, nao se levar em conta o fato de o sistema dinamico ser mais sen
svel aos erros no controle durante certas fases da trajetdria do que
em outras. Sem mencionar diretamente tal fato diversos autores, como
por exemplo Ceballos (1979), apontam como motivo para a utilizacao de
metodos subotimos a dificuldade de implementacdao da solucdo odbtida por
metodos otimos e a decorrente dificuldade de duplicacdo dos resultados.

De acordo com os trabalhos de Willianson (1971), Hull e
Edgeman (1975) e Ceballos (1979), os metodos sub6timos,'por restricao
de controle, requerem um baixo tempo de computacao por iteracao, e re
querem menos memoria e sdao de implementacdo mais simples que os  méto
dos timos. A velocidade de convergéncia e a precisio dos resultados
dependerao da funcao de interpolacao escolhida no caso dos metodos sub
otimos. Tal escolha & o ponto critico nautilizacao de tais métodos. Uma
boa escolha da funcio de interpolacao permite com frequencia obter pre
cisboes comparaveis 5que1as dos métodos otimos, e n3o raramente oS meto
dos subdtimos convergem mais rapidamente que 0s metodos Otimos, quando
se escolhe, para aproximar o controle, uma funcao de interpolacao con
veniente. Ate mesmo funcoes bastante simples podem levar a resultados
satisfatorios. Segundo Ceballos (1979) para que uma funcao de interpo
lacio seja satisfatoria € necessario que:

a) o numero de parametros seja grande o suficiente para permitir
a satisfacao dos vinculos e a minimizacao da funcao objetivo,
sendo portanto maior que a soma do numero de vinculos de con

torno mais um;



b) a funcao de interpolacao escolhida seja compativel com a forma
da funcao de controle otimo, i.e, seja capaz de reproduzir as
principais caracteristicas desta funcao; este requisito esta
ligado a precisao dos resultados obtidos;

c) os parametros sejam o mais independentes possivel entre si;

d) a sensibilidade do controle em relacao aos parametros seja pre

ferivelmente uniforme;

e) se de preferencia a funcoes de interpolacao que apresentem uma
boa correspondencia entre os desvios nos parametros e 0s des

vios no controle.

Ainda no tocante a escolha da funcao de interpolacao de
ve-se levar em conta que o nimero de parametros e a forma da funcio es
tao ligados com o tempo de integracao e o tempo de resolucao das equa
¢Oes de obtencao do incremento de busca, de forma que e interessante,
do ponto de vista de reducao de custo computacional, traba]har-com .0

menor numero possivel de parametros.

A interpolacao da funcao de controle por segmentos de
reta tem sido apontada por diversos autores como de grande utilidade,
gracas a sua elevada flexibilidade, quando o conhecimento sob a forma
da funcdo de controle otimo & escasso. Nao existe nenhum critério de
esco1habpara a forma da funcao de interpolacao, que na pratica e feita
por tentativa e erro. Aconselha-se o uso da aproximacao por trechos com
funcoes simples na fase inicial, por este tipo de aproximacao ser - bas
tante poderosa, para ao menos visualizar algumas caracteristicas da
funcao de controle otimo. Pode-se tambem eventualmente usar as  condi
coes matemiticas para a optimalidade (Citron, 1969) para obter algumas
céracter?sticas qualitativas da funcéo-de controle otimo, contudo deve
-se lembrar que neste caso estd assumindo-se a hipotese de variacao. fra
ca na qual se apoia a derivagao de tais equacoes. |
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De acordo com Tapley e Lewallen (1967), Bryson e Ho
(1975) e Fleury (1980) os metodos numericos de otimizacao ~podem ser
classificados em diretos e indiretos; sendo que serao indiretos ague
les que fazem uso das condicoes necessarias requeridas pela matematica
para a optimalidade e serao diretos aqueles que fazem uso apenas das
equacoes do movimento do sistema dinamico, das equagoes de definigao
dos vinculos de contorno e da equacao de definicao da fungao objetivo,
alem de um determinado criterio de busca.

0s métodos otimos indiretos sao ainda classificados de
acordo com quais condi¢coes necessarias sao satisfeitas em cada itera
¢ao por imposicao do metodo (Tapley and Lewallen, 1967; Bryson and Ho,
1975 e Fleury, 1980) em

a) Metodos de Vizinhanca Extrema;

b) Metodos de Perturbacao ou Quasi-linearizacao.

A diferenca entre os Metodos de Perturbacao e Quasi- 11
) near1zacao esta no fato do primeiro destes metodos fazer uso das equa
coes diferenciais do sistema de forma nao linearizada para a geracao
da trajetoria de referencia, enquanto os Metodos de Quasi-linearizacao
usam equacoes diferenciais linearizadas para o mesmo fim (Tapley and
Lewallen, 1967).

Exemplos de metodos diretos otimos sao o Metodo do Gra
diente Classico e o Metodo do Gradiente Conjugado. Exemp]os de metodos
otimos indiretos sao o Metodo das Funcoes de Perturbacao o Metodo de
Perturbacao das Equacoes Adjuntas, o Metodo de Newton-Raphson Generali
zado e 0 M&todo de Quasi- 11near1zacao Mod1f1cado

Exemplos de metodos numericos subotimos sao os metodos
de Willianson (1971), Hull e Edgeman (1975), Ceballos (1979) e Rios Ne
to e Ceballos (1979). Todos estes metodos, a excecao do metodo de Hull
e Edgeman, que e um metodo indireto (de segunda ordem) sao diretos e

de primeira ordem.
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2.4 - COLOCACAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO DINAMICA COMO UM PROBLEMA DE
OTIMIZACAO DE PARAMETROS

Dado um problema de controle otimo da forma:

Minimizar:
IP = G(x(to), to, x(to), t) (2.5)
sujeito a:
2 = f(x, u, t) (2.6)
M(x(te), te) = 0 (2.7)
I{x(to), to) =0 (2.8)

Supondo-se que se deseja obter uma solucao subotima para a funcao de
controle u(t), mediante o emprego de uma funcao de forma conveniente
mente estabelecida u(a,t) para aproximar o controle cujosb 'argumentos
sao o tempo e um vetor de parametros a, pode-se escolher o vetor de
parametros de forma tal que o'prob1ema colocado pelas Equacoes 2.5 a
2.8 possa ser colocado como: | '

Minimizar:
TP = G(x(to), a) N D | (2.9)
sujeito a:
M(x(te), a) = 0 .(z equacoes) | (2.10)
I(a) =0 | (j equacdes) | ' : (2.115

x = f(x, a, t) (n equagoes) (2.12)
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onde podem ser eventualmente incluidas algumas condigoes iniciais e o
tempo final como componentes do vetor de parametros a ser otimizado.

Doravante chamar-se-a ao problema colocado por 2.9 a
2.12 de problema restrito de otimizacao ou problema basico de otimiza
cao de parametros.

Deve-se notar que a funcéo de interpolacao escolhida po

de introduzir novos minimos locais no pf0b1ema que nao existem no pro
blema original, e tambem eventualmente as fungoes M(x(tf), a) e I(2)
podem ter pontos estacionarios que nao existam nas funcoes M(x(tf),tf)
e I(x(to), to). Assim, escolhida uma funcao de interpolacao com um nu
mero de parametros que garanta a existencia de solugao para o problema
basico de otimizacio de parametros, 1ndependentemente do procedimento
subotimo usado, & possivel que nio se obtenha uma solucao numarica sa
tisfatoria devido ao fato de a escolha da funcao de interpolagao intro
duzir novos pontos de minimo local ou pontos estacionarios nas funcdes
) M(x(tf),'a) e I(a) nao originariamente existentes em M(x(tf), tf) e
I{x(te), to). E possivel, ainda, que a causa do mau comportamento nume
rico seja a existencia de pontos estacionarios nas func¢oes M(x(tf),tf)
e I(x(ty), t¢) originais.

2.5 - ALGUNS ASPECTOS DA SOLUCAO NUMERICA DO PROBLEMA RESTRITO DE 0TI
MIZACAO

0 problema restrito de otimizac50 e, em geral, um pro
blema de ot1m1zacao de parametros nao-1linear, onde nao se conhece uma
re]acao esplicita entre o valor da funcao objetivo e os parametros, nem
tampouco entre o erro nos vinculos de contorno no instante final e os
pafﬁmetros. Todavia, existem varios metodos numericos que permitem co
nhecer as derivadas parciais do vetor de estado em relacao aos parame
tros em torno de uma trajetoria de referencia, de forma a se conhecer,
a partir de tais derivadas, as derivadas parciais da funcao objetivo
em relacao aos parametros e tambem as derivadas parciais do erro  nos
vinculos de contorno em relacao aos parametros. Assim pode-se expandir
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Willianson (1971) resolve o problema restrito de otimi
zacao empregando um algoritmo iterativo que obtem o incremento de bus
ca a e os vetores de multiplicadores de Lagrange vi € ve pela solucao
a cada iteracao de:

Minizar:

IPw = GEAa + WAaTAa/Z + vg[laAa-kaI(é)] +

+ -

va[MaAa + (3, x(te))] (2.16)
onde:

o € o decrescimo desejado no erro nos vinculos de contorno;
€ um peso positivo, usado para limitar o tamanho do incremento
~de busca e para garantir a existencia de minimo para o IP da

-Equacao 2.16.

Ceballos (1979) também resolve o problema basico de oti
mizacdo iterativamente, obtendo o incremento de busca a pela minimiza

¢ao de:

1

n
Ip 2P wolsas] + w Gz4a (2.17a)
- . 1 ]

np+1 a

sujeito a:

Mssa + aM(X(tf), a) =0

IaAa +al(d) =0 (2.17b)

Gzoa + B(|IP| +1) 5 0

onde:
o e o decréscimo relativo desejado no erro nos vinculos de contor

no;

-
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em serie de Taylor tanto a funcao objetivo como as equacoes de restri
cao e com tais equacoes obter incrementos de busca que permitam  cami
nhar no sentido de minimizar a funcao objetivo e satisfazer as restri

coes.

Chamando-se np ao numero de parametros, verifica-se que
para expandir em serie de Taylor ate a primeira ordem tanto as equagoes
de restricdao como a funcao objetivo, precisa-se gerar numericamente np
derivadas do vetor de estado em relacao aos parametros. Para uma ex

‘pansao até a segunda ordem necessita-se conhecer np + np® destas deri
vadas, ao passo que para se expadir ate a terceira ordem necessita-se
. conhecer np#-,np2+np3 derivadas e assim por diante.

. Desta forma, o custo computacional torna na maioria das
vezes desinteressante o uso de metodos de ordem elevada. Mesmo o empre
go de metodos de segunda ordem, como o de Hull e Edgeman (1975), em ge
ral se restringe a casos onde se deseja refinar solucoes obtidas com
metodos de primeira ordem. | |

Obtida uma trajetBria'de referencia qualquer x(t). me
diante o uso de um controle u(a,t), define-se: '

aM(i(tf), a) ai(tf) aM(i(tf), a) . '
M= = . + (2.13)
a ax(te) 32 32

3l (a) _ '
1= = aaa | (2.14)

3G(x(te), a)  ax(t.) aG(x(tg), a) ’
St S S e i Al (2.15)
a ax(tf) 2a 5a

Assim, Mé e Ié sao respectivamente as matrizes de deri
vadas dos erros nos vinculos de cortorno no instante finale inicial em
relacdao aos parametros, e Gé e o gradiente da funcao objetivo.
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0S W., para 1<isnpe €N, sao pesos que se destinam a pena
lizar incrementos de busca muito grandes;

Wnp+1 € um parametro usado para induzir o decréscimo da funcdo ob
jetivo; _

B € um parametro destinado a controlar a variacao da funcao obje
tivo.

0 Problema 2.17 pode ser facilmente colocado na  forma
de um problema de programac5011inear e ser resolvido pe]oa1gor1tmd$im
plex. Desta forma, o método de Ceballos e uma adaptag¢ao do metodo de
programa¢ao nao-linear de Wegner (Rosen, 1961) ao prdb]ema restrito de

otimizacao.

Hull e Edgemah (1975) adicionaram os vinculos de contor
no a funcao objetivo por meio de multiplicadores de Lagrange, Vi € Ve,
e expandiram a funcao resultante em serie de Taylor ate a segunda or
dem na variacao dos‘parémetros ra, para obter uma nova funcao objetivo
IPH. Impondo-se ‘que a derivada primeira desta nova funcao em relagao a
83, vy € ve sejam nulas, tais autores obtiveram um sistema de equacoes
nao-lineares para o calculo de Vi» Vg € do incremento de busca aa. Tais
autores empregaram a seguir o metodo de Newton-Raphson na solucao de

tais equacoes.

Varios outros metodos de otimizacao de parametros (Luen
berger, 1969; Hestenes and Stiefel, 1962; Powell, 1964; e Rosen, 1960
e 1961), poderiam ser usados para a solucao do problema restritode oti
~mizacao, como por exemplo o Método da Projquo do Gradiente, o Metodo
do Grédiente Reduzido, os Metodos de Diré¢6es Conjugadas entre os quais
se destacam o Metodo do Gradiente Conjugado e o Metodo de Powell-Flet
cher-Heeves, o Metodo de Direcoes Viaveis e o Método de Powell.

0 uso do Metodo da Projecao do Gradiente implica achar
uma solucao viavel, ou seja, uma so]uchICapaz de satisfazer aos vincu
los, e uma vez obtida tal soTucao deve-se caminhar na direcao da proje
cao do gradiente da funcao objefivo sobre o hiperplano tangénteaos vin
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culos, fazendo-se a seguir uma interacao com o objetivo de corrigir os

vinculos.

0 uso do Metodo do Gradiente Reduzido implicaria usar
equacoes que garantam a reducao dos vinculos, caso nao se tenha obtido
uma solucao viavel, ou as proprias equacoes de restricao para calcular
parte das componentes do incremento no vetor de parametros em  funcao
das demais, substituindo-se o resultado em G(x(tf), a) e caminhando-se
na direcao do gradiente desta nova funcao.

Pode-se conceber varianies do Metodo da Projecao do Gré
diente que achem o incremento de busca, combinando-se um vetor que se
destina a reduzir o erro nos vinculos com a projecao do gradiente da
funcao objetivo em um hiperplano tangehte a funcao erro nos vinculos,

no ponto em questao.

A ideia de penalizacdo tambem permite conceber inimeros
metodos de solugao do .problema restrito de otimizacao.

Pode-se ver que os metodos numericos subotimos de  pri

meira ordem s3ao diretos e se dividem em dois tipos:

a) metodos que conjuntamente reduzem o valor da funcao objetive e
o erro nos vinculos de contorno e que resultam em  algoritmos
com pelo menos dois parametros de ajuste;

b) metodos que alternam fases de reducao do erro nos vinculos com
fases de busca do minimo da funcao objetivo.

Todos os metodos que visam a reducao simultanea do erro
nos vinculos e da funcao objetivo, independentemente de serem obtidos
diretamente a partir do conceito de pena1iza¢50 ou nao, apresentam a
mesma dificuldade: o acerto dos parametros de ajuste ou pesos do algo
ritmo. Para um metodo deste tipo fornecer bons resultados na solucao
de um determinado problema de otimizacao dinamica € necessario que ©
algoritmo numerico decorrente nao tenha um desempenho - demasiadamente
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sensivel aos valores numéricos destes pesos, nem tampouco praticamente
insensivel aos valores destes mesmos pesos, pelo fato de em tais casos
se tornar dificil a obtencao de valores para estes parametros que re
sultem em bom desempenho numérico do algoritmo. Tambem e desejavel que
se saiba como relacionar variacoes nos parametros de ajuste com mudan
cas no comportamento do algoritmo e ainda, se possivel, que se  tenham
correlacoes que levem a bons valores de partida para tais pesos.

Estes aspectos discutidos no paragrafo anterior .servi
ram de motivacao para se tentar resolver o problema restrito de otimi
zacao pela minimizacao de uma norma semelhante aquela usada por Gauss
para a solucao do problema de estimacao linear, e que esta ligada ao
Filtro de Kalman. Tal escolha permite que se faca uso de conceitos e
metodos que sao oriundos da teoria de estimacao para o ajuste dos para
metros que controlam a convergencia. Reforca esta motivacao a grande
eficiencia de um metodo de otimizacdo de funcoes proposto'por Powell
(1964) que esta baseado no método dos minimos quadrados.

Rios Neto (1979) foi o primeiro a propor a utilizacao
do Filtro de Kalman no calculo do incremento de busca no vetor de in
cognitas basico, em problemas restritos de otimizacao dinamica (ver as

Equacoes 2.9 a 2.12).

0 presente trabalho nao so esta baseado no trabalho ~de
Rios Neto (1979) como pretendia inicialmente ser apenas um trabalho de
_imp1émentac50 e teste do procedimento proposto por este autor. Introdu
ziram-se contudo, com base na experimentacao numerica, pequenas modifi
~ cacBes no procedimento original com o intuito de melhorar o desempenho
numerico do algoritmo, principalmente no tocante a eficiencia e a con
fiabilidade. Tal aumento de eficiencia e confiabilidade se deve ao fa
to de as alteracoes introduzidas permitirem uma melhoria do esquema heu
ristico de acerto dos pesos do algoritmo, embora a custa da introducao
de mais tres pesos suplementares. A estrategia de busca utilizada pou
co difere da apresentada no trabalho de Rios Neto, conservando-se aqui
as principais hipoteses e conceitos daquele trabalho.
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Conforme se vera na Secao 3.2, ha uma certa analogia en
tre o problema de estimacao Tinear e o problema basico de otimizacao
de parametros. '

2.6 - ASPECTOS DA TEORIA DE ESTIMACKO

Apresentam-se nesta secao os aspectos da teoria de esti
macao mais relevantes para o desenvolvimento deste trabalho. Inicia-se
esta secao com a apresentacao do problema geral de estimacao e do pro
blema de estimagao Tinear. Apresenta-se a seguir a norma utilizada por
Gauss para a solucao do problema de estimagao linear, as formulas - do
Filtro de Kalman e algumas nogcoes de filtro adaptativo.

0 problema geral de estimacao pode ser colocado como o
problema de obter uma estimativa X, do vetor aleatorio x e uma matriz
P de covariancia do erro na estimativa X, que exprimam da melhor manei
ra possTve1'o comportamento do vetor aleatorio X, dado que se conhece
um vetor de observacoes z, nao necessariamente com o mesmo numero  de
componentes, relacionado com o vetor a ser estimado por:

h(x) + v . (2.18)

N
il

onde v e um vetor de ruidos com média V e matriz de covariancia R co
nhecidas, e pode-se tambem conhecer eventualmente uma estimativaa prio
ri % da variavel aleatOria x e a matriz P de covariancia no erro na es

timativa X. Para o caso particular em que:
z=Hx +v : . (2.19)

onde

v e um vetor de ruidos com media Vv e matriz de covariancia R co
nhecidas;

H & uma matriz de dimensoes apropriadas;

tem-se o chamado problema de estimacao linear.
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Existem varias solucoes para o problema geral de estima
cao dependendo de que propriedades se exige da estimativa X, de hipote
‘ses feitas sobre a distribuicao da variavel aleatoria x;sobre a distri
buicao dos ruidos de medidas v, e assim por diante. Criterios para de
rivar bons estimadores podem ser encontrados em varios textos didati
cos da area, como por exemplo Jazwinski (1969) ou Liebelt (1967).

No caso deste trabalho o interesse se encontra em um ca
so particular do problema de estimacao linear onde:
- 0 ruido de medida tem media nula e covariancia R conhecidza;

- se conhece uma estimativa a priori X e a matriz Pde covariancia

do erro nesta estimativa;

tanto o ruido de medida v como a variavel aleatoria x tem o mes
mo tipo de distribuicao, por hipotese gaussiana ou uniforme.

Gauss solucionou este tipo de problema atraves do meto
do dos minimos quadrados ponderados minimizando:

IP = (R-%) PH(X-R) + (z-HR)T R™M(z- HR) (2.20)
onde:

X - @ 0 vetor a ser estimado npx1;

z - e 0 vetor de observacoes mx 1;

X -ea estimativa a priori de x;

P e R - sao matrizes de pesos definidas positivas;

para obter expressoes para o calculo da nova estimativa de x.

No caso de P ser a matriz de covariancia do erro na es
timativa inicial e R ser a matriz de covariancia do ruido de medida v,
tais expressoes de calculo da nova estimativa serao equivalentes as do

filtro de Kalman.
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Varios metodos foram empregados por diversos autores pa
ra derivar as expressoes do filtro de Kalman ou filtro linear otimo,
evidenciando na deducao destas diferentes propriedades deste filtro
(Bryson and Ho, 1975; Jazwinski, 1969; Liebelt, 1967).

Liebelt (1967) apresenta o Filtro de Kalman atraves das

seguintes expressoes:

T

K = PHT(HPHT + R)™Y
% =%+ Kz - HX) B (2.21)
P=P - KHP

que mediante o emprego de identidades de matrizes podem ser reescritas

como (Jazwinski, 1969):

= T T

-1

K = PH (HPH' + R)
X =X+ K(z - HX) ' (2.22)
P=(I-KH) PCI - ki)' + KRK,

ou ainda serem reescritas na forma como Bryson e Ho (1975) apresentam
o filtro de Kalman:

P =P - PH(HPH + R)™ HP
K = PHTR™? - (2.23)
X = X + K(z - Hx).

Sob o ponto de vista teorico tais expressoes sao equiva
lentes, porem tem diferencas significativas em termos do condicionamen
to numerico. As Expressoes 2.22 para a atualizacao da matriz de cova
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riancia tendem a conservar melhor a simetria e a positividade definida
da nova matriz de covariancia, alem de fazer com que 0S erros nesta ma
triz sejam da ordem do quadrado do erro no calculo do ganho de Kalman
K. Diversos autores apresentam o Filtro de Kalman por meio de expres
soes diversas.destas aqui apresentadas, e tais formas de apresentacao
foram em geral desenvolvidas com vistas a obter expressoes para o fil
tro de Kalman de melhor condicionamento numerico. Outros exemplos de
expressoes do filtro de Kalman sao o "filtro de raiz quadrada"eo “fil
tro de matriz inversa". Acredita-se que para os objetivos deste traba
Tho tais formas de -apresentacac do Filtro de Kalman sejam desnecess§
rias, uma vez que os erros de modelagem, linearizacao e propagacao das
equacoes diferenciais sao provavelmente de ordem muito superior aos er
ros numericos cometidos durante a aplicacao do filtro. Deve-se tambem
ter em mente que as formas mais precisas do Filtrode Kalman exigem uma

maior quantidade de calculos que aquelas mais simples.

Cabe tambem frisar que quando as componentes do ruido
de medidas n3ao sao correlacionadas entre si e o ruido de medidas nao
esta correlacionado com o vetor a ser estimado, pode-se aplicar o Fil.
tro de Kalman em qualquer de suas formas de apresentacao de modo se
quencial, i.e, processando-se as componentes do vetor de observagoes

uma a uma, o que elimina a necessidade de inversao de matrizes.

Qutros aspectos da teoria de estimacao importantes para
o desenvolvimento deste trabalho sao as nocoes de filtro adaptativo e
divergéncia do Filtro de Kalman. Tais nocoes serdo Uteis para desenvol:
ver um.mode1o para a matriz P e para determinar as medidas z, bem como
para desenvolver o esquema de acerto dos parametros de ajuste.

Considere-se um sistema dinamico modelado pela equacao

diferencial de primeira ordem

x(t) = F(x(t), t) + () w(t) | (2.24)
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onde w(t) e um veter de ruidos. Supondo-se dados uma estimativa a prio
ri x(t,) do vetor aleatorio x(t), a matriz de covariancia P(t;) do er
ro nesta estimativa e um vetor de observacoes obtido num instante dife
rente de t,, que serd chamado de z(t,), deseja-se obter uma nova esti
mativa X(tz) e uma nova matriz de covariancia P(t,) do erro nesta esti
mativa. Chama-se a este problema de problema de estimacao dinamica. Um
caso particular e o problema de estimacao dinamica em sistemas Tlinea
res, ou seja, sistemas que podem ser modelados por equagoes diferen

ciais da forma:
x = A(t) x(t) + r(t) w(t) (2.25)
onde

A(t) e r(t) sdao funcoes matriciais do tempo;
w(t) e um ruido dependente do tempo.

Pode-se dividir a solucao do problema de.estimacao dina
mica em duas partes. Propagar no tempo a estimativa X(t,) e a - matriz
de covariancia P(t;) para obter -uma nova estimativa X(t,) e uma nova
matriz 5(t2), que serao consideradas respectivamente a estimativa a
priori e a matriz de covariancia do erro na estimativa a priori para
a segunda parte do problema que € a solucao de um problema estatico de

estimacao.

_ No caso de se trabalhar com um estimador . nao-viciado,
como € o caso do Filtro de Kalman, convem exigir que a estimativa a
priori x(t,) tambem seja nao-viciada, ou seja, que possua a proprieda
‘de de: ‘

E{x(t2)} = E{x(t;)} : (2.26)

onde se denota por E{y} a esperanca:da variavel aleatoria y, ou seja,

oo

E{y} = J y ply} dy ‘ (2.27)

- 00
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Para sistemas representados por equacgoes diferenciais da
Forma 2.25, pode-se definir uma matriz S(t, t,), chamada matriz de tran

sicdo de estado com as seguintes caracteristicas:

S(t, t,) = X&)
ax(ty)
S(to, te) =1 _ (2.28)

S(t, to) = A(t) S(t, to)
Supondo-se que o ruido terha media nula e que X(ti) e X(t,) sejam nao
-viciadas (Jazwinski, 1969) calcula-se X(t,) por:

R(t2) = S(ta, ty) R(ty) o (2.29)

Por meio do uso do metodo de Lagrange -de solucao de-equa
coes diferenciais nao homogeneas pode-se ter uma expressao para x(t,),
e com a definicao da matriz P(t,) de covariancia do erro na estimativa
X(t;) pode-se obter a seguinte expressdo para o calculo desta matriz:

P(ty) = S(ts, t1) P(ty) S'(tz, ty)

t, t,
J J S(ty. s) r(s) Eqw(s)uT(r)3T (r) ST(t,, r)drds (2.30)
t

1 tl

Para o caso onde se modela o ruido de estado w(t) como

constante entre t, e t, e se supoe que:
E{x(t,) w(t)y =0 p/ t > t;

tem-se que

T

t,,ts Q Ftl,té (2.31a)

P(ty) = S(tz, t1) P(ty) S (tp, ti) + T
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onde

t,
= J S(t,, ty) r(t)dt ' (2.31b)
ty

Ttiits

Um dos problemas encontrados na solucao de problemas de
estimacao dinamica e justamente o modelamento do ruido de estado w(t).
Em geral nao se tem qualquer ideia do comportamento de tal erro. Caso
se adotem para tais erros valores muito grandes dar-se-a pouco credito
~ 3 estimativa a priori e muita importancia a Ultima medida, deterioran
do-se a qualidade da estimativa obtida. Caso se adotem valores muito
baixos para tal ruido tem-se um problema muito mais grave, a divergén
cia do filtro, pois a matriz de covariancia decresce rapidamente fazen
do com que o filtro passe a ignorar as novas observacoes, e a estimati
va obtida deixe de ser uma boa aproximagao para a variavel aleatoria a
ser estimada. Convem ter em mente que sempre existirao erros em qual
quer modelo dinamico. O fenomeno de divergencia caracteriza-se pela in
consistencia estatistica entre os residuos de medida definidos por:

ra z(ty) - HR(tz) ‘ (2.32)

ou seja, ocorre divergencia quando o quadrado do residuo se torna sig

nificativamente maior que a sua covariancia.

Jazwinski (1969) tenta contornar este problema, modelan
do, por simplicidade, o ruido w(t) como constante entre t; e t, e como

nao correlacionado com o estado inicial, e supondo que a matriz @ da -

Equacao 2.31 seja da forma:

Q = q°I (2.33)
onde

q € um numero real;

[ &€ a matriz identidade;
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e calcula para cada componente do vetor de ruido um valor de q? median
te a imposicao de que o quadrado da i-esima componente do residuo seja
igual a esperanca do quadrado desta componente, ou seja, que

E(r?) = r? (2.34)

obtendo portanto qﬁ por meio de
T(te,ta)h, - R,

22 - 2200 X+ x ThTh,x = h.S(ts,t)P(t,)S R,
| (2.35)

2 _ i
9 = T T
’ T E,t Ty,

h.T r h

onde

z e a i-esima componente do vetor de observacoes;
e a i-esima linha de H, definida por meio de:

T hT

HT = [h-lll-s h23 3y eee hT

n
ou entao, caso o membro da direita de 2.35 seja negativo, por meio de .
2 —
a; = 0
e recomenda que se use g como:

a) o maximo dos q%; ou

b) a media dos q?.

Deve-se notar que para o caso em que se tem uma Unica
media e w(t) e x(t) sdao gaussianos, maximizar a probabilidade de ocor
rencia de uma realizacao do residuo equivale a dizer que:

E(r?) = r

Quanto a escolha de g, verifica-se que a primeira das
duas opcoes e claramente a favor da seguranca e impede a ocorréncia do
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fenomeno da divergencia. A segunda opc¢ao, por outro lado, permite a ob
tencio de estimativas melhores, porem permite tambem que o residuo ao
quadrado se torne vez por outra ligeiramente inconsistente com a - sua
covariancia; quando isto ocorre tem-se uma deterioracao momentanea da
qualidade da estimativa obtida, e imediatamente a seguir ocorre um au
mento do nivel de ruido adicionado que impede a ocorrencia de divergen

cia.



CAPTTULO 3

PROCEDIMENTO PROPOSTO

3.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo descrever-se-a o procedimento proposto,
que e iterativo de primeira ordem, onde se calcula o incremento de bus
ca no vetor de parametros pela solucao de um outro preblema de minimi
zacao, dito problema associado de minimizacao.

Propoem-se inicialmente tres formas de problema associa
do, mostrando-se a relacao entre tais problemas e tres problemas de es
timacgao 1inear.6t1ma. Discute-se brevemente sobre alguns aspectos des
tas possiveis formas de solucao, selecionando-se uma dentre estas for
mas de problemas associado e a seguir discute-se a escolha dos parﬁmg

tros que controlam a convergencia.

3.2 - ESCOLHA DO PROBLEMA ASSOCIADO DE MINIMIZACRO

Apresentaram-se na Secao 2.5 alguns motivos pelos quais
se acredita que a solucao, de forma iterativa, do prob1éma restrito de
otimizacdo dinamica, através da minimizacdo de uma norma quadratica se
meThante aquela ligada ao Filtro de Kalman, deve dar bons resultados.
Sugere-se inicialmente tres formas para esta norma, que diferem entre
'si basicamente pela forma como se provoca o decrescimo da funcao obje

. tivo.
Um possivel problema associado de minimizacao seria:
Minimizar
Ip* = (Aa-Aa)T P71 (03 - 43) + (z:HAa)T R™1(z - HAZ) (3.1)
onde

- 27 -
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= T

Ad = -pGa
- =\7 T

' - T (R(), &) T (AT

T T . ;T4

H = [Mé : 15]

sendo gue:

0 - @ uma matriz diagonal principal cuios termos ndo-nulos
sao os decrescimos desejados nas respectivas componen
tes do erro nos vinculos de contorno;

p - @ o parametro que estabelece a fracao do gradiente da
funcdo objetivo que sera adotada como estimativa a prio
ri;.

ReP - sio matrizes definidas positivas;

Mioe Iz - s30 as matrizes de derivadas parciais do erro nos vincu
los de contorno em relacao aos parametros (ver as Equa
cao 2.13 a 2.15);

Gy - & o gradiente da funcao objetivo (ver as Equacoes 3.15);

Aa - - € 0 incremento no vetor de parametros aue minimiza a nor

ma 3.1, por definicaoo incremento de busca no vetor de pa

rametros.

Este problema e equivalente ao problema de:

Dada uma estimativa a priori da variavel aleatoria aa

6a = —pGg = A3 + W

onde w & um ruido de media nula e matriz de covariancia P

e dadas medidas z definidas por:

2! = oM (R(tg), &) T

relacionadas com o vetor a ser estimado por

(3.2)



- 29 .

Haa + v (3.4)

N
n

onde

v &€ um ruido de media nula e matriz de covariancia R, ndo correla
cionado com w;
H e uma matriz definida por:

HT T

T,
= [z ¢ I3] (3.5)
obter uma estimativa aa da variavel aleatOria aa -que seja nao-viciada
e de variancia minima. Esta primeira forma de solucao difere da  solu
cao proposta por Rios Neto (1979) apenas pelo fato de que nesta peéeum.
escalar enquanto no procedimento proposto e uma matriz.

Cabe ressaltar que expandindo-se em serie de Taylor o
erro nos vinculos de contorno E, definido na Equacao 3.3, obtem-se:

E(a) = E(3) + Hara + o(na?) (3.6)

Assim, caso a estimativa do incremento de busca satisfaca a Equacao
3.4, ter-se-a uma previsao linear do novo erro nos vinculos E', dada
por: '

E' = E(a) + Hra + v - (3.7)

Desta forma pode-se associar ao ruido v os termos de or
dem superior a primeira expansao em série de Taylor do erro nos ancg
los de contorno somados aos erros numéricos de integracao, os quais afe
tam nao apenas o calculo do erro nos vinculos de contorno como tambéem

o calculo da matriz H.

0 vetor de observacoes z definido na Equacao 3.3 tempor
objetivo induzir o decréscimo do erro nos vinculos de contorno, eouso
da estimativa a priori definida na Equacao 3.2 tem por objetivo provo
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car, quando isso for possivel, um decrescimo na funcao objetivo, pois
ao se solucionar o problema colocado pelas Equacgoes 3.2 a 3.5 obtem-se
uma estimativa Aa de aa que procura satisfazer as medidas z e, na medi

da do possivel, respeitar a informagao a priori.

Outra forma de solucionar o problema restrito de otimi

zacao seria a minimizacao de:

ip** = Aa 5’1A$ + (2" - H'AajT R"l(é' - H'AS) (3.8)
onde

27 [-[MT(i(tf), i) : IT(z;)]pT JE Gg]

IO LA A1 E

e R' e P' s3o matrizes definidas positivas.

Este novo problema de estimacao e equivalente a um novo
problema ficticio de estimacao linear Otima descrito por:

- dado uma estimativa a priori sa da variavel aleatoria sa, tal que:
03 = pa +wW=20 ' (3.9)
onde w & um ruidio de média nula e matriz de covariancia P',

e dado um vetor de observacoes z' definido por:

27 - l:-[MT(>’<8tf), 3) 1@ ¢ -p6g e” - (3.10)
relacionado com o vetor a ser estimado a por:
z' = H'sa +v - (3.11)

onde



v € um ruido de media nula e matriz de covariancia R' nao correla
cionada com o0 ruido w;

H' e uma matriz definida por:

: G

; .
15 , (3.12)

P I
H' = [Mé : 15

obter uma estimativa aa da variavel aleatoria aa.

Pode~se notar que o Problema Associado 3.1 diferede 3.8
basicamente pela forma de se tentar provocar decrescimos na funcao ob
jetivo. Na primeira destas formas tenta-se provocar o decrescimcda fun
¢ao objetivo atraves de um termo que tem, no problema ficticio de esti
macao linear equivalente, o significado de uma estimativa a priori, en
quanto no Problema Associado 3.8 tenta-se provocar o decrescimo da fun
cao objetivo atraves de um termo com o significado de uma - observacao.
Teoricamente ambas as formulacoes sao semelhantes, caso a  componente
do ruido de medidas associada a componente do vetor de medidas que se
destina a provoéar o decrescimo da funcao objetivc ndo seja correla
cionada com as demais, ou seja, os elementos da ultima coluna e da Gl
tima linha de R' sdo nulos, a excecao do termo da diagonal principal.

Obviamente, dada a semelhanga dos prob]emas associados
de minimizacao propostos com o problema de estimacao linear Otima, ao
se so]ucionaf os Problemas 3.1 e 3.8 obter-se-ao expressoes para o cal
culo de aa equivalentes aquelas do Filtro de Kalman.

Impondo-se que R e R' sejam diagonais pode-se, em ambos
0s casos, tratar o vetor de observacoes sequencialmente, eliminando-se
a necessidade de efetuar inversoes dé matrizes; tal escolha torna oS
Problemas Associados 3.1 e 3.8 teoricamente semelhantes, porem do pon
to de vista computacional existem algumas diferencas entre estas duas
formas de solucao. Por um lado, a Forma 3.1 permite obter o incremento
de busca com uma menor quantidade de calculos do que a forma 3.8. Esta
por sua vez apresenta a vantagem de nao exigir a repeticao do processa
mento de todas as observacoes, quando se efetua uma ma escolha do ter
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mo que visa provocar o decréscimo da funcao objetivo, além de permitir

que

se adie a escolha deste termo para depois do processamento das de

mais componentes do vetor_de observacoes.

o

Estes aspectos serviram de mctivacao para o uso de uma

terceira norma. Tenta-se provocar o decrescimo da funcdo objetivo nao

so com um termo com o significado de uma estimativa a priori, como even

tualmente com termos com o significado de medidas cuja eventual aplica

cao

e valor serao determinados com base na analise dos resultados do

processamento das componentes anteriores do vetor de observacoes. Esta

terceira norma teria a forma:

onde

onde
mero

Iprrx o (53 - 03)T P TH(p3 - 03) + (2" - H"AE)TQ"(z" -H"sa) (3.13)

Al = —pGg
2 - [;[MT(i(tf), a) : IT(é)Jp : z'”l
nT_ T.T, T
MY = Mz oz I RM)
z"' @ o vetor de decréscimo adicionais na funcao objetivo cujo ni

de componentes zy', obrigatoriamente negativas, sera determinado

com base na analise dos resultados do processamento das observacOes an

teriores, conforme discutir-se-a no Apendice B. e onde H"' &uma matriz

de s

1inhas, todas diquais a Gé'

Dada a escolha de R" como uma matriz diagonal que permi

te tratar as observacoes z" sequencialmente, pode-se imaginar ao se re

solver o Problema Associado 3.13 que se deseja de fato resolver o Pro

blema Associado 3.1. Uma vez obtida e analisada tal solucao processar

-se-a ou nao observacoes adicionais z'"', definidas pelas equacoes 3.13,

cujo

objetivo e provocar um maior decréscimo da funcao objetivo, quan
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do a analise dos resultados obtidos pela solugao do Problema Associado
3.1, com um dado conjunto de parametros de ajuste, mostrar que se esco

Theu um valor muito pequeno para o parametro p.

Assim, pode-se dizer que a solucao basica proposta e ¢}
Tucionar o problema restrito de otimizacao pela solugcao do Problema As
sociado 3.1, sendo, guando necessario, processadas medidas adicionais

zy' de valor negativo relacionadas com o vetor a ser estimado aAa por:

1
.

%

Giaa + v (3.14)

onde v'"' e um ruido de media nula que sera suposto uniformemente dis
tribuido no intervalo [-em, em]. A escoiha de z?'serédiscutidaru)ADéﬁ
dice B. ‘

Optou-se pelo emprego das equacgoes do Filtro de Kalman
na forma proposta por Bryson e Ho (1975), dada amaior familiaridade do
autor com estas (Equacoes 2.23), que no caso de serem aplicadas sequen

cialmente fornecem as relacoes

A3y = A2

P, = P

Piyy = Py-Pihi(R +hiphl) hiP (3.15)
Ki = Py, hRT

ba, o o= ba, + Ki(zi - hiAai)

onde m & igual ao numero de medidas e

L N N h;] | (3.16)
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R. & o j-esimo termo da diagonal principal de R;

ez, e a i-ésima componente do vetor de medidas, ou seja,

N
I

hiAa + Vs

A3 = Aa ' : (3.17)

m+1

3.3 - ESCOLHA DOS PARAMETROS QUE CONTROLAM A CONVERGENCIA

A escolha dos parametros que controlama convergencia es
ta baseada nos trabalhos de Rios Neto (1979 e 1980). 0 objetivo de tal
escolha e fazer com que se de uma certa prioridade a reducao do erro
nos vinculos, enquanto todas as suas componentes n3o estiverem | conti
das numa faixa de Targura éa' Ap6s isto deve-se exigir que se caminhe:
no sentido de minimizar a func¢ao objetivo, sem contudo permitir que o
erro nos vinculos deixe de ficar contido numa nova faixa de Tlargura
fea'éa’ onde f_, deve ser maior ou igual a um e éa positivo.

Com o intuito de permitir a aplicacao sequencial do Fil
tro de Kalman escolheu-se a matriz R do Pfob]ema Associado 3.1, a par
tir da hipotese de que o ruido de medidas tenha media nula, componen
tés nao-correlacionadas e distribuicao uniforme numa faixa de largura

2em, como sendo:

R = (e2/3)1 . ' (3.18)
onde

1 e a matriz identidade de dimensao (j+ 2)(j+2);

e € um numero da ordem da estimativa do erro global cometido na

ni
integracao numerica, que sera chamado erro numerico desprezi

vel.



Fscolhido em e calculada a matriz R, caicula-seamatriz
de covariancia P e a matriz de correcoes do erro nos vinculos de con
torno o. Nos demais procedimentos diretos a correcao nos vinculos € fi
xada arbitrariamente, independentemente do decrescimo desejado na fun
cao objetivo ou do tamanho maximo do passc. No procedimento  proposto
introduzem-se correlacoes empiricas para o calculo de p a partir do va
lor de p e da estimativa e dos erros de integragao. Para derivar tais
correlacoes langar-se-a mao de conceitos e metodos da area de estima

¢ao dinamica e filtros adaptativos.

Pode-se imaginar o Problema de Otimizacao 3.1, analogo
ao problema de estimacao linear colocado pelas Eguacoes 3.2 a 3.5, co
mo um caso particular de um problema de estimacao dinamica, onde a ma
triz de transigao de estado entre dois "instantes" quaisquer (na verda
de entre dois valores consecutivos de um parametro indexador de esta
gios consecutivos) € a identidade e onde dada uma estimativa aa{t;) su
postamente nao-viciada do incremento de busca aa

b (ty) = -p6i O (3.19)
e tambem se conhece a matriz de covariancia P(t;) do erro na estimati
va sa(t;), cujo valor € extraido da hipotese de aue tal erro tenha com
ponentes nao-correlacionadas e que suas componentes sejam uniformemen
te distribuidas no intervalo [—p[Gal, plGalj, ou seja:

. . :
~ p? -G
P(ty) = p /3'Ga'Ga'I o (3.20)

onde I e a matriz identidade devdimenséo npx np

A partir da hipotese de'que o ruido de estado possa ser
modelado por um “step process". ou seja, possa ser suposto constante
entre t; e t;, e da hipotese de que tal ruido tenha media nula, e tam
bem fazendo-se a exigencia de que a estimativa a priori Aé(tz), ante
rior ao processamento das observacoes x(t,), seja nao-viciada, pode-se
calcular aa(t,) por meio da Equacao 2.29 e a matriz P(t,) de covarian
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cia do erro na estimativa aa(t,) por meio da Equacao 2.31, chegando-se

a:
- - T
sa(tz) = sa(ty) = -pGg
- | ' (3.21)
P(t2) = (p2/3) G565 T + Q
onde

I e a matriz identidade de dimensao npx np;
e a matriz de covariancia do ruido de estado de dimensao npx nﬁ

Pretende-se neste trabalho obter correlacoes entre o va
lor de p e o0 valor dos termos 0ij da diagonal da matriz p mediante o
emprego de conceitos de filtro adaptativo. Deve-se notar que no  caso
de se utilizarem tais conceitos para o calculo de p, deve-se escolher
arbitrariamente a matriz Q, aue nac necessita ser obrigatoriamente o
. produto de um escalar positivo pela matriz identidade. Para a obtencao
~de um valor de referencia que indigue a ordem de grandeza de Q, supor
-se-a que esta matriz & da forma g?.1, e analisar-se-a as expresssoes
resultantes da aplicacao do filtro adaptativo de Jazwinski (1969).

Caso se conhecesse o vetor de observacoes z, pode-se-ia
caleular, para cada medida z., um valor de q% que garanta a consisten
cia estatistica do residuo de medida (Equagao 2.35), por meio de (Jaz
winski, 1969):

2 I 2 T I _ p2 _ n? T _ I
q% _ 3+ 2ph].Gaz1. +p GahihiGa em/3 p hihiGaGa/B (3.228)
hihg

se tal expressao nao resultasse em um valor negativo de g%, ou, em ca

so contrario, por:
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Observando-se esta expressao, pode-se ver gque um valor
de q% igual a 2pZGaG£/3 garante que, se tal expressao for utilizada em
sentido inverso para achar Zis existirao raizes reais e distintas para
Z;. Por outro lado, convém que a matriz de covariancia da estimativa a
priori tenha um termo que garanta uma boa capacidade de correlagao nos
vinculos de contorno, mesmo quando eventualmente por  impossibilidade
de decrescer a funcao objetivo ocorrerem valores muito baixos ou nulos
de p. Assim, achou-se que no caso de usar Q como uma matriz igual ao
produto de um escalar positivo pela matriz identidade, uma boa escolha
de g* seria escolher este como a media ou o maximo dos q§ dados por:

2 _ np2 Ty o2p ol
a} = 2e%/(3h.h:) + 2p°G:62/3 (3.23)

Como quanto maior o valor de q> maiores podem ser as
correcoes nos vinculos de contorno, decidiu-se escolher g® como o maxi
mo dos'qﬁ durante a fase de convergencia para os vinculos. e como a me
dia dos valores de q%, durante a fase de busca de minimo. Pode-se  no
tar que a parcela zpzaaeg/3 e comum a todos oS q%;'de forma que  pode

-se definir eé como:
2 _ 2_ Z_I .
e2 = [q* - 2p*G;65/31/2 | (3.24)
e escrever a matriz P(t,) resultante desta escolha de Q como:
5 _ 2'2_I '
P(t,y) = 2ee +p GaGa.I | (3.25)
onde I € a matriz identidade.
A escolha da matriz Q como uma matriz diagonal qualquer
implicaria ter uma matriz P(t,) também diagonal, e por nao se ter a ne
cessidade de restringir a forma da matriz Q utilizada para a deducao

da Equacao 3.25, optou-se por calcular a matriz P definida na Equacdo
3.1 por meio de: - '
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p/i=1,n
(3.26)
P. . =0 ' P/1z1 e iaj=1anp

e dividir o vetor de parametros a ser otimizado em dois grupos. 0 pri
rmeiro deles formado pe]oé parametros a;, para 0s quais a correspondente
/componente do gradiente da funcao objetivo € identicamete nula; tal
grupo sera chamado grupo de parametros nao-correlacionados coma fun¢ao
objetivo. 0 segundo grupo, que sera chamado grupo dos parametros corre
lacionados com a funcdo objetivo, e formado pelos demais parametros. 0s

coeficientes B, & B,; para os parametros pertencentes ao grupo de pab§

pi . -
metros nao-correlacionados com a funcao objetivo serao calculados por:

(3.27)

e os coeficientes B; e Bpi dos parametros pertencentes ao outro grupo

de parametros serao calculados por:
(3.28)

De uma certa forma, uma covariancia grande indica uma
grande incerteza quanto ao valor da Var15Ve1,vde forma que o Filtro de
Kalman procurara, na medida do possivel, alterar menos os termos dos
parametros aos quais correspondam menores covariancias e mais os para
metros aos quais correspondam maiores covariancias. Assim, € razoavel

exigir que os valores de B, g

b’ By © Bpo satisfacam Esseguintesdesigual

dades:

(3.29)
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w
v
—_—

po

o)
o

v

—

Fixados R. Bys B deve-se exigir que Bp seja suficien

po’
temente grande para gue seja possivel existir uma raiz real para z, fa

to que fica assegurado pela exigencia de que:
2 =T 2~ 1T AT
conforme sera visto mais adiante.

De acordo com a Equacao 2.32, o vetor de residuos pode

ser definido como:
r = z - Haa _ (3.31)
e suas componentes r serao dadas por:

ry=2z; - hiAa R (3.32)

Impondo-se, da mesma forma que foi feito por Jazwinski
(1969) para derivar seu filtro adaptativo, aque haja a igualdade entre
0 guadrado das componentes r. do vetor de residuos e as  covariancias
de tais componentes, tem-se que:

=\ oy 1271 o RN EY
E{[hi(Aa-Aa) +vi1%} = (piiEi + phieé) (3.33)
como porem
Zj = hjaa + vy = ok,
(3.34)
AR = -peg = A + W
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onde E. e a i-esima componente do erro nos vinculos de contorno E(a)

definido na Equacao 3.3, tem-se:

T

2 2 2 Ty _ T

iiti a a

Devido as hipoteses de aue v, tenha media nula e covariancia igual a

e;/3 e de que w tem media nula e matriz de covariancia 5, e de que Vs

e w sao nao correlacionadas, tem-se que:

) = e/3+ hil_?hg < (3.35)

T

2 2 !
02.E2 - 2 ;

T 2
i iiEiphiGé + b (hiG

A exigencia de que os parametros B, 8 B, © Bpo sejam

s
tais que a Equacao 3.30 seja satisfeita garante que g Equacao 3.35 te
nha duas raizes reais e distintas, uma negativa e outra positiva, dora
vante chamada Eii' Caso os modelos adotados para as distribuicoes das
observacoes e da informacao e priori fossem corretos esta raiz positi
va seria teoricamente o maior valor de i Para o qual pode-se  garan
tir que nao ocorrera divergencia do Filtro de Kalman. Para nao  permi
tir que durante a fase de captura dos vinculos se deteriore muito a fun
cao objetivo, e tambem por seguranca, péra garantir que nao ocorra di
" vergencia ou quebra de linearidade, resolveu-se calcular p;; POr meio

de:

IA

055 = 1[2 Pis Se pys € 2
(3.36)
piq =1 se pii > 2

onde Eii € a raiz positiva da Equacao 3.35.

Cabe ressaltar aque a ocorrencia de divergencia do Fil
tro de Kalman implica o fato de que este nao levara em conta as  ulti
mas componentes do vetor de medidas ao processar-se tal vetor sequen
cialmente. Assim, a divergencia provavelmente resultara em uma estima
tiva que nao diminua, ou ate mesmo aumente, o valor em modulo das utti
mas componéntes do erro nos vinculos de contorno, independentemente de



ser ou nao possivel reduzir tais valores, uma vez que o filtro ignora,

como ja foi dito, as ultimas observacoes.

A nao divergencia do Filtro de Kalman nao implica neces
sariamente que a estimativa do incremento no vetor de parametros seja
aceitavel. Valores numeéricos mal condicionados de Gy, Mz e Iz podem re
sultar em valores das componentes do vetor de observacoes conflitantes
entre si ou com a observacao a priori. Quando isto ocorrer, embora os
valores obtidos para o0s residuos sejam consistentes com suas estathti
cas obtem-se incrementos de busca que nao levam a reducao da estimati
va do erro nos vincuios ou a residucao do valor da fun.ao obje
tivo, ou que fagam com que as estimativas do erro nos vinculos deixem
de ficar contidas na faixa de tolerancia especificada. Pode ocorrer tam
bem que se viole a hipotese de perturbacao Tinear, e os efeitos da nao
-linearidade provoquem um aumento da fungao objetivo ou do.erronos vin
culos de contorno. Pode ocorrer ainda que a causa do mal comportamento
numérico seja uma ma escolha dos parametros de contrdle do algoritmo.
'Destabforma, e necessario efetuar-se uma serie de verificacOes aquanto
a dua]idade do incremento de busca no vetor de parametro obtido e mon
tar um esquema heuristico de ajuste dos parametros de controle do algo

m
tico de ajuste dos parametros serao abordados no Capitulo 4.

ritmo: p, B, ép, Bos B, € € Tais verificacoes e este esquema heuris

As expressoes obtidas para o calculo de p e P nao Tleva
ram a reducao do numero de parametros de ajuste mas acredita-se que
elas levem a reducdo da necessidade de alteracoes no valor destes pa
rametros e do numero de rejeicoes por ma escolha dos parametros de
ajuste. Acredita-se tambem que elas permitam que tais parametros nao
oscilem de ordem de grandeza e facam com que o desempenho do algoritmo
numerico nao seja nem muito sensivel nem demasiadamente insensivel ao
valor dos parametros de ajuste. A analogia entre a solucao proposta e
0 problema de'estimacgo linear otima permite estabelecer um esquema
mais eficiente de ajuste dos parametros de controle do algoritmo.
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Destaca-se aqui o fato de que nao se apresenta uma pro
va formal de convergencia do procedimento proposto neste tfaba]ho, po
rem acredita-se, com base na experimentacao numerica, que ele seja via
vel como procedimento de qtimizacéo numerica de sistemas dinamicos.

3.4 - CRITERIOS DE CONVERGENCIA

_ 0s criterios de convérgéncia (ou de parada) propostos
nesta Secao nao sao definitivos, sendo que o estabelecimento de crite
rios de cbnvefgéncfa eficientes tanto sob o ponto de vista de confiahi
Tidade como de custo adicional de computacao requerido e um dos pontos
em aberto para desenvolvimentos futuros.

Varios aspectos devem ser considerados no tocante ao es
tabelecimento de criterios de convergencia satisfatorios. Dentre es
tes aspectos, destaca-se o fato de as matrizes de derivadas doerro nos
vinculos de contorno no instante final e, eventualmente, o gradiente.da
funcao objetivo, serem obtidos a partir das derivadas do vetor de esta
do no instante final em relacao .aos parametros, sendo estas Ultimas ob
tidas por integracao numéricé; Assim sendo ocorrem incertezas signifi
cativas ao se usar um criteio de convergencia baseado na ortogonalida
de entre o gradiente da funcao objetivo e o hiperplano tangenteacs vin
culos de contorno, ou no fato de o gradiente da funcao objetivo ser nu
1o quando a solugao do problema restrito de otimizacao € um ponto de
minimo local da fdncéo objetivo que tambem satisfaz aos vinculos de con
torno. A nio linearidade do problema tambem contribui para o aumento
desta incerteza. Assim, existe uma probabilidade significativa de se
ter encontrado a solucao, quando os vinculos de contorno sao satisféi
tos e a projecao do gradiente da funcao objetivo no hiperplano tangen
te as restricoes for da ordem dos erros de integracao. Porem, tal fato
nao garante aue realmente se tenha convergido para a solucao do proble
ma basico de otimizagao de parametros. Deve-se ressaltar tambem que
ndo se conhece de fato os erros de integracao, tendo-se apenas uma es
timativa eventualmente falha de sua ordem de grandeza. Por outro lado,
se o0 problema for altamente nao-linear pode—ée eventualmente estar bas
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tante proximo da solucao sem contudo se verificar a ortogonalidade en
tre o gradiente da funééo objetivo e o hiperplano tangente as restri
coes, ou entao ter um valor do gradiente da funcao objetivo quase nulo.
Contudo, apesar destes problemas, o uso de critérios deste tipo e uma
boa opcao sob o ponto de vista de confiabilidade.

Dévido, tambem, aos erros de integracao numerica e do
modelo do sistema dinamico nao tem sentido exigir erros nos vinculos
de contorno muito interiores 3s incertezas criadas pelos erros de mode
lagem e integracao numerica. Assim, serao considerados satisfatorios
erros nos vinculos de contorno contidos numa faixa de toleranc.a de lar

gura
e =e_f , T _z2z1~e_>0 (3.37)
onde éa e fea foram definidos na Secao 3.3,

conforme indica a propria filosofia da escolha dos parametros que con

trolam a convergencia.

Do ponto de vista teorico pode-se ter duas situacoes dis
tintas no tocante ao comportamento do gradiente da funcao objetivo no
ponto do espaco de parametros a = a*, solucao do problema restrito de

otimizacao:

a) o ponto a*, e um ponto de minimo global ou local da funcao ob
jetivo que esta na regiao do espaco de parametros onde os vin
culos de contorno sao satisfeitos, de forma que G, neste ponto,

e nulo;

b) o ponto a* nao e um ponto de minimo global ou local da funcao
objetivo, de forma que o gradiente da funcao objetivoneste pon
to nao e nulo e sim normal a um hiperp1ano'tangente aos vincu
Tos de contorno, ou seja, o hiperplano diferencial do erro nos
vinculos de contorno.
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Assim, segundo Rosen (1960), ter-se-ia neste ponto que

os valores exatos do gradiente da funcao objetivo, Gé’ e da matriz H
definida em 3.5 seriam tais que: '

[1 - H'(

TTLRRET Gg - 0 (3.38)

pois a matriz Vz}j definida por:

Vo.o=[I - H(

2+] HH

")y (3.39)
e, sequndo este autor uma matriz que projeta um vetor qua]quer do espa
¢co de parametros IR p’ onde np > j+2%, no hiperplano JH J tangente a
todas as restricoes e, portanto, normal a todos os vetores hi defini
dos na Equacao 3.16, que sao os gradientes das componentes do erro nos

vinculos de contorno.

Uma desvantagem do uso de tal critério no caso deseuti
lTizar de um algoritmo no procedimento proposto € o fato de a quantida
| de de calculos requerida para determinar a matriz V£+j ser proxima a

quantidade de calculos reauerida para solucionar o proprio Problema As
sociado de Minimizacao 3.1. Ja no caso do metodo da projecao do ‘gra
diente, tal matriz & usada para a propria determinacdo do  incremento
de busca. No entanto, existem certos pontos em comum entre o  procedi
mento proposto e o metodo da projecao do gradiente, para o caso em que
a matriz P @ o produto de um escalar.positivo pela matriz identidade,
conforme tentar-se-a ilustrar nas paginas seguintes, onde ficara claro
que a matriz de projecao pode ser obtida pela propria rotina de ap]icg‘
cao do Filtro de Ka]mah, usando-se uma matriz P igual a identidade e

um ruido de medidas nulo.

Para ilustrar tal fato introduzir-se-a uma nova notacao
na qual se designara por:

P, =~ matriz de covariancia do erro na estimativa a priori;

’ Pi - para i=1, j+2 - matriz de covariancia do erro na estimativa

obtida apos se filtrar a i-esima medida;
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V. - matriz que projeta um vetor qualquer num hiperplano perpen
dicular a todos os hi’ definidos na Equacao 3.16, tais que
i< n; ‘

K. - ganho de Kalman usado para se filtrar a i-esima componente
do vetor de medidas:

R. - covariancia da i-esima componente do vetor de medidas;

estimativa a priori;

>

fo}]
=3
{

pa; - estimativa obtida apos se filtrar ate a i-esima componente

do vetor de medidas.
Das expressoes do Filtro de Kalman, tem-se que:
P, = P, - P, hi hyP,(hyP hl + Ry)™ (3.40)

Supondo-se que R e muito pequeno face a hlPohI e expan

dindo-se em serie de Taylor ate a primeira ordem

(hyP.h! + Ry)

em torno de R; igual a zero tem-se

Ihl)(hlhl)‘le (3.41)

T.-

Py = P,IT - hihy(hyh1)™"] + (h

devido ao fato de P, ser da forma o> . I. A matriz V, (Rosen, 1960) po
de ser escrita como

Vi = [T - hihy(hyhl)™*] (3.42)

portanto a primeira parcela do membro da direita da Fquacao 3.41 e o
produto da matriz de projecao V, pela matriz de covariancia de erro na
estimativa inicial, e a sequnda parceTa e uma matriz de erros F; cujos
termos sio da ordem de grandeza da variancia do ruYdo na.primeira medi
da.
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Novamente das expressoes do Filtro de Kalman tem-se

que:

P, = Pa[I = hihaPy(hoPihs + Ro)™] - (3.43)

Usando-se o valor de P, fornecido pela Equacao 3.41 e

2

Tembrando-se que P, e o produto de um escalar positivo o® pela matriz

identidade, pode-se reescrever a Eauacao 3.43 como:
T ' T Ty-1
Po =[P, Vo +F, ][I - hzhz(Povl'*Fl)(thovlhz'+R2-+h2F1hz) 1 (3.44)
Tal expressao pode ser reescrita como:

P2

Po[V1 - Vlhlhzvlpo(thovlhl + R2 + thlhI)-l] + Fl -

(P, VihThoF T+ FyhohaVyP, + FyhihoFl) (haPy Vit + R, +

+ hZFlhI)—l o ' (3.45)

Supondo-se que h, e h, sio linearmente independentes, e
- expandindo-se em série de Taylor '
)

(hZPOVIhI + Rz 4 h2F1hI)—

' T . . - . ~
e hoF,f, igquais a zero, chega-se a seguinte expressao para P,:

Py = P [Vi - VihohoVUs(hoVehd) ™21 + Fp  « | (3.46)

onde F, € uma matriz cujos termos sao da ordem da variancia do  ruido
de medidas v, dada por:

Fa VlHl—thl(hzvlhI)-2 (Ry + hZFlhI) + F; +

T

+ (FyhThoFy + PoVihohaFy + FihohaViPy) x

x [(Ry + hZFlhI)(hzvlhIPO)-z - (hzvlhlpo)-l] (3.47)
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Por propriedade da matriz de projecac, tem-se que:

hoVihy = (hoVe)(haVe)T

que permite reescrever a Equagao 3.46 como:

T

Po = PofVy = VihahpVi[(haVy)(hoVy)1 7' + F, (3.48)

Ocorre que segundo Rosen (1960):

' T _ Tq-1 :
Vn+1 - Vn - Vnhn+1hn+1vn[(hn+1vn)(hn+1vn) ] (3.49)
Desta forma tem-se que:
Pz = Pon + F2 ) (3.50)

Desprezando-se os termos da ordem de RyR,, RZ e R3 tem-se que:

Fo = F1 + (Vl - Vo )(Ry + h2F1hI)[(h2vl)(h2V1)T]—l -
- (VlhIhZFl + F‘1|’1Ihz\/1)[(hzvl)(|’12V1)T]"1 (3.51)

Repetindo-se esta ultima serie de operacoes pode-se con
cluir que enquanto as matrizes de ruido forem suficientemente pequenas
face a Py, e que as n primeiras Tinhas da matriz H definida na Equacao
3.5 sejam linearmente idependentes, tem-se que:

P, = PoVn + Fn | (3.52)

e que enguanto os temos de segunda ordem nas matrizes de ruido F  nao
forem relevantes face a ordem de grandeza da variancia do ruido de me
didas, pode-se calcular, desprezando-se termos de segunda ordem, a ma
triz F por meio de:
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o T : T
(Vn-1'vn)(Rn*hnrn-lhn)'(Vn—xhnhnFn-l*'Fn—lhnhnvn-l)
Fn=Fn_1+ (3.53)
(hnvn-l)(hnvn-l)

Pode-se notar desta expressao que, quando hn forma  um
angulo muito pequeno com alguma combina¢ao linear das linhas anteriores
de H, ocorre um aumento muito grande da diferenca entre o produto da
matriz de projecao Vn pela matriz de covariancia do erro na estimativa
inicial e a matriz de covariancia Ph. Contudo, quando istoacontece t@g
-se, em geral, problemas numericos tanto ao se calcular a matrizde pro
jecao pela Relacao Recursiva 3.49 como pela sua definicao. No caso de
se calcular a matriz de projecao recursivamente, pode-se contornar em
parte esses problemas considerando-se que hn e coincidente com tal com
binacao Tinear e fazendo-se V_ igual a V., Lembrando-se que a matriz
H e obtida a partir de integracao numerica, pode-se verificar que, de
pendendo do condicionamento numérico do problema abordado, a matriz de
projecao correta do problema pode nao ter qualquer semelhanca com a ma
triz de projecao obtida mediante as relacoes recursivas propostas por
Rosen (1960). No caso de P, ser proporcional a matriz identidade, e a

matriz Vﬁ’ dada por:
1 _ p-l
Vi = PoP . (3.54)

nao ser uma boa aproximacao para a matriz de projegao Vo muito prova
velmente as relacoes recursivas propostas por Rosen (1960) tambem nao

fornecerao uma boa aproximacao para a matriz de projecao V-

Contudo analisando-se as Equagoes 3.40 a 3.53, pode-se
verificar aue teoricamente a matriz de covariancia P, seria a pr6pria
matriz de projecao, caso as linhas de H fossem linearmente independen
tes; a matriz de covariancia inicial, a propria matriz identidade; e
todas as medidas, consideradas exatas. Desta forma, pode-se em tese
utilizar as rotinas de computagao desenvolvidas para aplicar o Filtro
de Kalman para executar a obtencao recursiva da matrizde projecao atra
ves das expressoes propostas por Rosen (1960), necessitando-se apenas,
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neste caso, adicionar um teste que condicionasse a filtragem de uma no

va medida ao condicionamento numerico da matriz H.

Frequentemente n3o sera conveniente usar matrizes de
covariancia do erro na estimativa inicial proporcionais a matriz iden
tidade, e, portanto, nao se tera disponivel boas aproximacoes para a
matriz de projecao. Desta forma, seria interessante dispor-se de tes
tes de convergencia empTricos,bre1at1vamente confiaveis, que dessem ao
menos uma indicacdo de quao proximo da solucdc se esta, para indicar se €
necessario ou nao calcular a matriz de proje¢ao V,,; definida na Equa
¢ao 3.38 para uma verificacao mais acurada. Ressalta-se que quando a
solucao de problema restrito de otimizacdao € um ponto onde os vinculos
de contorno sao satisfeitos e o gradiente da funcao objetivo € nulo,
pode-se constatar tal fato diretamente. Assim, pode-se dizer que secan

vergiu para a solugao se:
6; < e a {1+ [6(X(tp). )|} (3.55)
onde ag tal que 0 < o < 1, e um parametro arbitrario;

e se os vinculos de contorno forem satisfeitos, que se- caracterizam

por se ter:
Im.| < £, - &, p/ i=1,2
(3.56)
Ll s f -8, p/ i=1,]
onde se define m. e Ii por meio de:
M()-Z(tf), 5) = [mls M2y sav m,Q]
(3.57)

1(3) = [11, Loy .nn ]

Para os casos em que o gradiente da funcao objetivo ndo

tende a zero nas vizinhancas da solucao do problema restrito de otimi



- 50 -

zacao, pode-se constatar eventualmente a convergencia sem a necessidade
de henhum esforco adicional de computacgo se os>par$metros de ajuste
assumirem certos valores particulares e houver mesmo assim rejeicao da
estimativa do incremento de busca, e 05 erros nos vinculos de conforno

nao estiverem muito  proximos ao maximo valor tolerado.

No caso em que, na fase de busca do minimo se rejeita o
incremento de busca obtido, pelo fato de a estimativa do novo erro nos
vinculos ligada a tal incremento ter alguma componente nao contida na
- faixa de tolerancia escolhida, pode-se dizer que provavelmente o vetor
de incdgnitas basico estd nas vizinhancas da solucio se for satisfeita

a seguinte relacao empirica:

A

.|pG§[ oy e (1 + [6(X(ty), )] (3.58)

g f),
e se nenhuma componente do erro nos vinculos de contorno estiver dema
siadamente proxima do maximo valor permitido, o que tambem de uma for

ma empirica pode ser caracterizado por:

11 < eg p/ i=1,2
(3.59)

lel < el p/ i=1,3

onde ex e definido por:

, (f

e¥ = max{(v3 '/3) e

e .e_ - 3e

m a m)

ou seja, quando ndao se consegue um incremento de busca ao qual corres -
pondam estimativas lineares do erro nos vinculos de contorno, que per

manecam contidas dentro da faixa de tolerancia mesmo com valores muito

pequenos de p, e quando nao se tem erros nos vinculos muito proximos ao

maximo tolerado, provavelmente houve convergencia.

No caso em que se rejeita, na fase de busca do minimo,
a estiamtiva do incremento de busca por nao levar a uma reducaodaesti
mativa linear do valor da funcao objetivo, fato que se caracteriza por:
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Gz6a > 0 (3.60)
pode-se considerar que se convergiu para a solugao se:

e2/3 + hiPhi - p2Gzhih.GL < agel (3.61)
ou seja, a covariancia das componentes da estimativa a priori que in
fluem no valor da funcao objetivo ja estao muito proximas do minimo va
lor destas para o qual pode-se garantir a nao-ocorrencia de divergég
cia e mesmo assim nao se consegue reduzira funcao objetivo (ver a Equa
cao 3.30). '

Considera-se tambem um forte indicio de convergencia a-
obtencao de um intremento de busca que alem de levar a uma estimativa
1inear>da funcao objetivo maior dogque o valor obtido desta funcao, faz
com que se viole os vinculos de contorno, i.e, nao se respeite a Equa
cao 3.56, mesmo quando a Desigualdade 3.64 e satisfeita., Desta forma,
convem aplicar nestes casos o teste de ortogonalidade entre o gradien
te da funcao objetivo e a matriz de projecao, antes de alterar os para .

metros e tentar obter uma nova ‘estimativa.

Na pratica, frequentemente rejeitar-se-ao iteracoes pe
1o fato de o incremento de busca ou nao levar a reducao da funcao obng
tivo ou nao levar a uma estimativa do'erro nos'ancu1osde contorno que
satisfaca a Equacao 3.56, mesmo quando os parametros de ajuste estejam
muito Tonge dos valores limites especificados pelas Equacoes 3.58 e
3.61. Uma boa politica, nestes casos, seria verificar a ortogonalidade
entre o gradiente da funcao objetivo e o hiperplano tangente as restri
coes apos um numero previamente estabelecido de rejeicOes consecutivas
do resultado do processo de calculo do incremento de busca, consideran
do-se que achou-se a solucao se os vinculos forem satisfeitos, i.e, se
a Equacao 3.56 e satisfeita e:
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T - -
Vorj 63 < epeogll + |6(x(te), 3)( . (3.62)

onde V2+j e a matriz de projecao definida na Equacgao 3.39.

Para melhorar esta possivel politica, tentou-se estabe
Tecer um critério adicional para 0s casos em que se rejeita a estimati
va do incremento de busca por nao levar a reducao da estimativa linear
do valor da funcao objetivo. Com tal intuito decidiu-se recorrer a es
tatistica e ao modelo obtido, pela resolugao do Problema Associado 3.1,
para a media do incremento de busca e para a covariancia do erroem tal
incremento, com o objetivo de testar a hipotese de a estimativa linear
da variagao da fungao objetivo ser negativa quando se obteve para esta
um valor positivo. Caso, dentro de um certo nivel de significancia, se
rejeitasse a hipotese de a variacao real da fuhcﬁo objetivo ser negati
va quando se obtivesse para esta um valor positivo, ter-se-ia um forte
indicio de convergencia e desta forma seria aconselhavel verificar ime
‘diatamente se a Deéigua]dade 3.62 e satisfeita.

A partir da matriz P de covariancia do erro na estimati
va Aa do incremento de busca no vetor de parametros e da suposicao de

que a estimativa aa e nao-viciada, pode-se escrever a media aG da va
_ _ .

AG de tal informacao como:

‘riacao da funcao cbjetivo e a variancia o

(3.63)

Assim, pela desigualdade de Tchebycheff tem-se que
: R , ,
prob {[Gzsa - Gza3| > ko, } s 1/k (3.64)

onde probf{y} indica a probabilidade de ocorrer o evento y. Desta forma

pode-se afirmar gque se a distribuicao for simetrica ter-se-a:
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T
Gél’Ga

prob { GéAa < 0, dado GaAa >0} < A Q (3.65)

a2
2(GéAa)

Tal expressao tem alguns aspectos interessantes. Em pri
meiro lugar afirma que a probabilidade de se ter convergido quando se
rejeita a estimativa aa por ndo provocar o decrescimo da funcao objeti
vo €& tanto maior quanto menor for o produto da matrizde covariancia do
erro na estimativa final pelo gradiente da funcao objetivo. Assim, tal
probabilidade sera alta se P for o produto de uma matriz qualquer pela
matriz de projecao, pois neste caso o2

AG
cas da solucao do problema restrito de otimizacao. Qutro ponto interes

deve tender a zeronas vizinhag

sante e que a probabilidade de se ter convergido sera tanto maior quan
to maior 0 acrescimo previsto na.funcao objetivo, ou seja, aumentos
muito grandes no valor da funcao objetivo sao fortes incicios de con
vergencia.

Comparar @, definido na Equacao 3.65, com um determina
do nivel de significancia preestabelecido, ¢, emcasosonde se obtinha um
incremento de busca para 0 qual G5A5 fosse positivo, revelou-se Util e
capaz de apontar a convergencia qdando se utilizavam valores de B8, e
Bp0
temente de se usar ou nao uma matriz de covariancia do erro na estima

iguais a um e valores de B e ép menores ou iguais a. um, independen

tiva a priori proporcional a identidade. Ao usar valores de Bo € Bpo
maiores, tal criterio deixava frequentemente de apontar a existencia
de uma probabilidade nao-nula de se ter convergido, ate mesmo  quando
de fato se tinha convekgido. Com base nos resultados experimentais; & re
comendavel que, caso na fase de busca do- minimo se rejeite a estimati
va A2 do incremento de busca por GaAE ser positivo, verifique-se por
meio da Equacao 3.62 se houve ou nao convergencia antes de se  tentar

uma reiteracao se:

T
G- PG v .
—2 3 < ’ (3.66)
Z(Géﬂa)z
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3.5 - CONSIDERACOES SOBRE A CONVERGENCIA

Para que se caminhe no sentido de solucionar o problema
restrito de otimizacao, € necessario que o erro nos vinculos de con
torno diminua de iteracdao em iteracao, ate que suas componentes fiquem
contidas numa faixa de tolerancia de largura comparavel aos erros de
integracdo e as imprecisoes do modelo do sistema dinamico. E desejavel
que a funczo objetivo diminua enquanto isto nao acontecer, porem, nao
se pode exigir aue istc aconteca devido ao fato de enquanto os  vincu
los de contorno nao forem satisfeitds existe a possibilidade de se ob
terem valores da funcao objetivo menores que o valor desta na solucao
do problema restrito de otimizacao. Apos a satisfacao dos vinculos de
contorno ou terminais, deve-se exigir que a funcao objetivo diminua
de iteracao em iteracao, sem contudo permitir que o erro nos vinculos
de contorno saia da faixa de tolerancia final desejada.

Verifica-se que ao satisfazer as medidas z definidas na
Eauac3o 3.10, sem se violar a hipotese de perturbacio linear, prdvocg
-se um decréscimo do erro nos vinculos de contorno. Por sua vez, a es
timativa a priori provoca, sempre que possivel, o decrescimo da funcao
- objetivo. Pode acontecer, porem, que a hipotese de perturbacao Tlinear
‘seja violada, ou entao que o Filtro de Kalman calcuie um incremento de
busca incapaz de proVocar a reducao do erro nos vinculos de contorno,
ou mant@-los na faixa de tolerdncia especificada ou provocar o decres
cimo da.funcao objetivo. Tais fatos se devem a um mal condicionamento
numerico do gradiente da funcao objetivo e da matriz H definida na Equa
cao 3.5, ou entao a uma ma escolha dos parametros -de ajuste do algorit
mo. Por estes motivos necessita-se, para garantir a convergencia, de
um esquema apropriado de verificagoes e de‘ajuste dos parametros  que
comandam a convergéncia. Tal esquema e descrito no capitulo seguinte.

Outro ponto a ser considerado e o eventual emprego de
fases de restauracao, quando alguma componenfe do erro nos vinculos de
contorno estiver proxima ao maximo valor tolerado, bem como o uso de
faixas de tolerancia para o erro nos vinculos de contorno sucessivamen
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te menores, alterando-se, neste caso, fases de busca do minimo da fun
cao objetivo com fases de reducao do erro nos vinculos de  contorno.
Tais tOpicos tambem sao discutidos no capitulo a seguir.



CAPITULO 4

ALGORITMO NUMERICQ

4.1 - INTRODUCAQ

0 algoritmo numerico deve satisfazer, de acordo com 0s
recursos computacionais disponiveis, os requisitos de rapidez, compaci
dade e confiabilidade; deve ter ainda um grau de comunicabilidade ca
paz de permitir que qualquer operador obtenha solucOes de um novo pro
blema com um minimo de treinamento na utilizacio do método.

0 algoritmo numerico proposto € iterativo e parte de um
valor inicial qualquer do vetor de parametros a ser otimizado, ao qual
corresponda uma dada trajetoria do vetor de estado do sistema dinamico
e um dado valor da funcao objetivo, para tentar obter um novo vetor de
parametros ao qual corresponda uma nova trajetoria do vetor de estado
do sistema dindmico e um novo valor da funcio objetivo mais proximos
dos valores destes sobre a solucdo do problema restrito de otimizacao
de parametros. A geracao das trajetorias do sistema dinamico e -feita

aqui por integracao numerica direta.

0 procedimento adota um esquema de perturbacao no senti
do de que os incrementos no vetor de parametros devem ser de ordem de
grandeza tal que se possa desprezar os termos de ordem superior a pri
meira, na expansao em serie de Taylor, da funcao objetiva, dos  vincu
Tos de contorno e dinamicos, uma vez que-a determinacao do vetor de pa

rametros esta baseada nesta hipotese.

Para determinar a matriz de derivadas do erro nos ancE
los de contorno no instante final em relacao aos parametros, Ma,e even
tualmente para a determinacao do gradignte da funcao objetivo, Gé’ ne
cessita-se conhecer as derivadas do estado final em relacao aos parémg
tros, xé(tf)' Dois sao os metodos numericos disponiveis na literatura
para a geracao de xé(tf) (Bryson and Ho, 1975): derivacao numerica di
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reta e geracao de solugOes unitarias. Optou-se pela utilizacao do se
gundo destes métodos devido as vantagens no tocante a precisao numeri
ca. Na Sub-secdo 4.2.4 da-se uma breve ideia sobre estes metodos, e faz
-se uma breve comparacao entre estes metodos no tocante a aspectos co
mo: custo computacional, dificuldade de implementacao e precisao nume
rica. Apresenta-se de forma detalhada, no Apendice A, o método de ge
racao de derivadas parciais do estado em relacao aos parametros  esco
Thido. A derivacao das equacoes utilizadas para a obtencao das deriva
das parciais do estado em relacao aos parametros esta baseada no traba
“1ho de Rios Neto e Ceballos (1979). Foi interessante apresentar neste
apendice uma extensao dos resultados de tais autores para problemas on
de existam vinculos de desigualdade sobre as variaveis de controle.

Na Subsecao 4.2.1 faz-se um resumo da sequencia de cal
culos necessaria para obter o incremento no vetor de parametros.

Nas Subsecoes 4.2.7 e 4.2.4 aborda-se a analise de re
sultados, cuja funcao e verificar se 0 incremento de busca obtido e sa
tisfatorio. Na primeira destas subsecdes trata-se da parte da analise
de resultados que independe do resultado da integracao numerica, ao pas
so que na Subsecao 4.z.4 trata-se da parte do processo de analise dos
resultados que depende do resultado da integracao numerica, e e onde
se estabelecera definitivamente se o incremento de busca e satisfato
rio ou nao. Juntamente com estes processos de analise apresenta-se 0
esquema de correcao e ajuste dos valores de 8g, Bpo’ B, ép e p.

Na Subsecao 4.2.3 aborda-se a integracao numerica e :a

geracao das derivadas parciais.

Nao se discutem as vantagens e desvantagens, do  ponto
de vista numéricb, entre as diferentes formas de apresentacao das equa
coes do Filtro de Kalman descritas no Capitulo 2, pois uma  discussao
mais detalhada sobre o assunto foge ao escopo deste trabalho.
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4.2 - DESCRICAO DAS ETAPAS DO ALGORITMO NUMERTCO

Pode-se dividir o algoritmo numerico utilizado em cada

jteracao nas seguintes etapas principais distintas:

- calculo do incremento de busca no vetor de parametros;
- analise preliminar dos resultados;
- ajuste dos parametros que comandam a convergencia;

- integracao numérica e geracao de derivadas parciais do vetor de
estado em relacao aos parametros; '

- analise final dos resultados;

- atualizacao do vetor de parametros, da matriz de derivadas par
ciais do erro nos vinculos em relacao aos parametros e do gra

diente da funciao objetivo.

Neste capitulo, descrevem-se apenas as verificacoes de
carater geral, que pressupoem a inexistencia de vinculos de -desigualda
de entre os parametros do funcional. Tal ndo ccorre por exemplc nos ca
sos em que se permite que os tempos nodais sejam parametros a otimizar
totalmente independentes entre si, pois neste caso o integrador pressu
poe que os tempos nodais estao ordenados, de forma que sé deve rejeitar
incrementos de busca que levem a alteracao da posicao relativa dos tem
pos nodais. As alteracoes introduzidas no algoritmo para permitiro tra
tamento deste tipo de funcional sao descritas no Apendice B.

4.2.1 - CALCULO DO INCREMENTO DE BUSCA NO VETOR DE PARAMETROS

Para efetuar o calculo de incremento no vetor de parame
tros e necessario conhecer os valores do gradiente da fUncéo objetivo,
Gé, das matrizes de deriVadas do erro nos vinculos de contorno em rela
Cao aos parametros, Ms e Ié’ e 0 erro nos vinculos de contorno, I(a) e
M(i(tf), a), correspondentes a um dado valor inicial a do vetor de pa
rametros a ser otimizado, ao qual corresponde uma trajetoria x(t ), di
ta trajetoria nominal ou de referéncia, e tambem valores satisfatorios

de 8o, BpO’ éa é s"pee

P m’
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onde

Bo, B Bs ép - sao os coeficientes de seguranca para o calculo

0?

P da matriz P de covariancia do erro na estimativa
a priori do incremento de busca no vetor de para
metros; _

o} - € o parametro que estabelece uma relacao de pro
porcionalidade entre o gradiente da funcao obje
tivo e a estimativa a priori do incremento de bus
ca no vetor de parametros;

e - @ 0 erro numerico despresivel, que deve ser da

ordem dos erros envolvidos na integracao numeri

Ca.

Conhecidos estes parametros, calcula-se a estimativa a
priori do incremento de busca do vetor de paramtros por meio de:

Ad = 'PGg : (4.1)
onde
Gé - @ o gradiente da funcao objetivo, ver a Equagao 2.20.

Calcula-se a segquir a matriz de covariancia de ruido de

medidas R por meio de:

o]
I

(a2 L
(em/3) I (4.2)
onde I & a matriz identidade,

e a matriz de covariancia do erro na estimativa a priori P por meio de:

D - 2.2 2 2 T -

(4.3)

i 0 se i 2
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onde

e igual a By se o parametro a; pertence ao grupo de parame

™
{

tros que nao afetam o valor da funcao objetivo, dito grupo
de parametros nao-correlacionados com a funcao objetivo, e
igual a B em caso contrario;

B . - e igual a B

o se 0 parametro a, pertence ao grupo de parame

0 .
tros nEo—coare]acionados com a funcao objetivo, e igual a
Bp em caso contrario;

e, - e igual ao maximo dos eéi durante a fase de busca da satis
facdao dos vinculos e igual a meédia de tais valores durante

a fase de busca do minimo, onde o0s eéi sao definidos por:

P, | |
esi = em/(3hjh1) | (4.4)

onde os hi sao definidos por
T T . ;T T T T
H A [Mf—l : Ia] = [hl, hz, cens hﬁ,-i'\]':l (4.5)

Em seguida deve-se calcular os decrescimos desejados nas

componentes do erro nos vinculos de contorno ps; Por meio de

..o= 2—.. S ..§2
pis = V2 04y € Py
.. = -..>2
pyq =1 _ € 0y
onde 511 e a raiz real positiva da Equacao 3.35, ou seja, a solucao de

-2 2 = T 2 2 _ a2 . Sl
pis EX - 2p54Eph.6 + p*(h.63)% = e?/3 + h.Ph.

e £, & definido por:

£'(a) = (Ex, B2y vevs 00 = M
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Calculados os 2+ valores de P podem-se calcular as

L+j componentes Z; do vetor de observacoes por meio de
Z. = -p..E. (4.6)

Uma vez obtidos o vetor de observacoes z, a estimativa
a priori, a matriz de covariancia de ruido de medidas R e a matriz de
covariancia do erro na estimativa a-priori P, utiliza-se o Filtro de
Kalman, adotando-se de preferencia uma forma sequencial para, a partir
da estimativa a priori A3 dada pela Equac50'4.1 e do vetor de observa
coes z dado pela Equacao 4.6, e das matrizes R e P, obter uma estimati
va Aa do incremento de busca no vetor de parametros Aa e a matriz P de

covariancia do erro nesta nova estimativa.

Com a obtencao desta estimativa do incremento de - busca
no vetor de parametros, comb]eta—se 0 processo de calculo em questao.
Necessita-se agbra verificar se tal incremento de busca & satisfatorio
no sentido de que realmente permita obter um novo vetor de parametros
mais proximo <da solucac do preblema restrito de otimizagao. C preces
so de analise que tem por objetivo verificar tal fato e assunto das se
coes subsequentes. Cabe tambem frisar que a escolha de ép devera ser
de tal forma que garanta a existencia de duas raizes reais e distin
tas, uma positiva e outra negativa, para as equagoes de determinacao

dos 511 (ver a Equacao 3.30).

No programa de computador desenvolvido para testes do
procedimento proposto, utilizou-se de uma sub-rotina que faz a aplica
cao seduencia] do Filtro de Kalman, usando-se as equacoes deste filtro
na forma apresentada por Bryson e Ho (1975), (ver a Equacao 2.23). Tal
escolha se deve pura e simplesmente a maior familiaridade do autor com
tal forma das equagoes do filtro de ka]man e a expectativa de que se
teria condic¢ces tais que dificilmente apareceriam problemas numericos
durante a apiicacﬁo do filtro.
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4.2.2 - ANALISE PRELIMINAR DOS RESULTADOS

Esta etapa do processo de analise de resultados tem por
objetivo verificar, antes de se efetuar a integracao numérica, se o in
cremento de busca no vetor de parametros a ser otimizado pode ser con
siderado como provavelmente satisfatorio, ou seja, se provavelmente pro
voca uma caminhada na direcao da solucao do problema restrito de otimi
zagao, ou se tal incremento deve ser rejeitado, por ser provavelmente

insatisfatorio.

Necessita-se efetuar tais verificacoes devido ao  fato
de que uma ma escolha dos paramtros de ajuste do algoritmo ou 0s seguin
tes tipo de mal condicionamento podem invalidar o vetor de incrementos
obtido: dos vetores hi’ definidos na Equacgao 4.5; do gradiente da fun
¢ao objetivo, definido na Equacao 2.20; dos valores dos erros nos VTQ
culos de contorno, M(i(tf), a) e I(a). Obviamente, dado o custo compu
tacional necessario para a obtencao do vetor de estado do sistema d1n§
mico por integracao numerica, nao tem sentido efetuar-se tais integra
¢oes indiscriminadamente, imediatamente apos a obtencao de um incremen
to no vetor de parametros via Filtro de Kalman. Dal a conveniencia de
executar uma analise linearizada da qualidade do incremento de  busca
obtido. Deve-se notar que 0s novos erros nos vinculos de contorno  no
instante inicial podem ser avaliados diretamente antes mesmo de se efe .
tuar a integracao numerica. Convem que se exija, nesta analise Tineari
zada, que o incremento no vetor de ‘parametros satisfaca condicoes mais
‘rigorosas do que aquelas extritamente necessarias para garantir a con
vergencia, de forma a diminuir ainda mais a.probabilidade de efetuar

integragoes espurias.

Conforme ja foi colocado ao se discutir, na Secao 3.3,
a escolha dos parametros que controlam a convergéncia, a busca da solu

cao se divide em duas fases basicas.

Na primeira destas fases, doravante chamada fase de cap
tura dos vinculos, tem-se. por objetivo:
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a) obter erros nos vinculos de contorno, M(i(tf), a) e I(a), tais
que todas as componentes destes vetores tenham valor em modulo
inferior a um valor preespecificado éa’ que deve ser positivo
e da ordem do erro esperado de integracao;

b) diminuir, se possivel, a funcdo objetivo.

Na segunda destas fases, doravante chamada fase de bus
ca do minimo, tem-se por objetivo diminuir o valor da funcao objetivo
sem permitir que o erro nos vinculos de contorno saia de uma faixa de
" tolerarcia de largura feé‘ éa comparavel as incertezas causadas pelos
erros de modelagem do sistema dinamico e de integracao.

Assim, denotando-se por m. e Ii as componentes dos er
ros nos vinculos de contorno M(i(tf),é) e I(a), (ver a Egquacao 3.57),
e definindo-se por M' e I' as estimativas lineares do novo erronosvin
culos de contorno e por m% e I%, respectivamente, as componentes de M

e I', ou seja, definindo-se:

M= M (R(t), B) + (Meed)T = [mi, md, ..., ml]
| (4.7)
1Mo 1T@) + (108) = [0y, 18, e, 1
e definindo-se
£'(3) = M (X(t), &) & I1(3)] |
(4.8)
U T U |
deve-se exigir na fase de éaptura dos vinculos que:
|mi[ < mi| + 10e
(4.9a)
|15 ] s (1] + 10e,
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|E'| < |E(a)] ' _ (4.9b)

A exigéncia de que o modulo do erro nos vinculos de con
‘torno diminua & necessaria e suficiente para garantir a obtencao de um
vetor de parametros a ser otimizado ao qual correspondam erros nos vfg
culos contidos numa faixa de tolerancia especificada. A exigencia adi
cional imposta as componentes das estimativas lineares dos erros nos
vinculos de contorno & feita para minimizar os efeitos da nao-lineari
dade. Usaram-se, neste primeiro teste, as estimativaé Tineares dos er
ros nos cinculos de contorno no instante inicial e nao os novos erros,
para poder avaliar melhor o motivo da rejeicao da estimativa.

Caso a Desigualdade 4.9 nao seja satisfeita, e o valor
de en seja muito maior que o zero numérico, pode estar ocorrendo que:

a) a informacao a priori e conflitante com o-vetor de observacces,
ou seja, o decréscimo desejado na funcao objetivo e muito gran
de, de forma que, apesar do filtro nao respeitar completamente
a 1nformacao a priori e nao decrescer equivalentemente o valor
da funcao obJet1vo, tal 1nformacao impede a reducao doerro nos
vinculos de contorno ou até mesmo provoca o aumento nestes er

devido ao fato de nao se poder reduzir o erro nos ancE

- Tos de contorno e ao mesmo tempo reduzir apreciavelmente o va
lor da funcao objetivo. Para contornar tal problema e obter uma
estimativa do vetor de parametros a ser otimizado capaz de sa
tisfazer a Desigualdade 4.9, tem-se duas alternativas: reduzir
o modulo da estimativa a priori, mediante a reducéo de p, sem
reduzir proporcionalmente o vetor de observacoes; ou entao au
mentar a covariancia da estimativa a priori sem alterar tal es

timativa, med1ante um aumento de g, ép’ By € Bp01

b) as medidas z sao conflitantes entre si, nosentido de queummal
condicionamento numerico das matrizes de derivadas parciais de
erro nos vinculos de contorno em relacao aos parametros, Mé e



- 66 -

15’ faca com que o estimador falhe ao tentar incorporar tais
medidas, ja que nao existe um incremento no vetor de parame
tros capaz de satisfazer a todas as observacoes dentro do atua)
nivel de incerteza. Para contornar tal prob1éma deve-se aumen
tar a razao entre a covariancia do ruido de medidas e o quadra
do do vetor de medidas mediante um aumento de e, ou uma redu
cao de p.

Devido as dificuldades em precisar qual dos dois moti
“vos levou. a reJe1cao do incremento de busca obtido e au fato de que
quando todos 0s p ; sao maiores do que dois a reducao de p pode contor
nas ambos o0s prob]emas decidiu-se:

-a) reduzir apenas o valor de p se¢ todos os 511 forem maiores do
- que dois e repetir o calculo do incremento de busca Aa;

b’ B, Bpo € Bo SE algum dos valores de
for menor que dois e repetir o calculo de aa.

b) reduzir p e aumentar B

P

Uma vez que se podem obter diretamente os valores do er

ro nos v1ncu1os de contorno inicial associados a um vetor de parametro

igual a a + Aa, comvem verificar se:
0173 + 43) = M| < |E(3)] (4.10)

ou seja, se o incremento de busca respeitou a hipotese de perturbacao
Tinear no tocante aos vinculos de contorno no instante inicial, ou se,
em caso contrario, ainda ha chances de o incremento de busca obtido Te
var de fato a reducao do erro nos vinculos de contorno. Caso se rejei
te a estimativa do incremento de busca que satisfaga a Desigualdade
3.9, por nao satisfazer a Des1gua]dade 4.10 pode-se obter um incremento
de busca satisfatorio mu1t1p11cando se 0 incremento de busca por um es
calar o, pertencente ao intervalo (0,1) ate se obter um incremento de
busca que nao viole a Desigualdade 4.10. Um bom valor para o e obtido
com a hipotese de que o efeito da nao-linearidade se deva somente ao

termo de segunda ordem, atraves da solugao de:
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|[(1(a) +a (1" - 1(8)] +a2[1(E+23) - 13} s M T) = [EG@)|  (4.11)

Tambem pode-se obter uma estimativa de incremento de bus
ca capaz de satisfazer 3 Desigualdade 4.10, diminuindo-se p e repetin
do-se o calculo do incremento de busca no vetor de parametros. Esta se
gunda alternativa pode ser vantajosa durante a fase de captura dos VTQ
culos, quando todos os 511 sao majores que dois, uma vez que em geral
nestes casos a quebra de linearidade esta ligada a decréscimos muito
grandes da funcao objetivo. Desta forma, pode-se eventualmente, nestes
casos, obter uma estimativa do incremento de busca que satisfaca a De
sigualdade 4.10 sem que para isto se atrase a captura dos vinculos de
contorno, de forma que o aumento da velocidade de convergencia resul
tante compense o tempo gasto com a repeticao do calculo do incremento
de busca. Assim, decidiu-sa optar pela segunda alternativa, quando to
dos os 511 550 maiores do que dois na fase de captura dos vinculos e
pela primeira delas nos demais casos, onde se multiplicard tambémp por

(12.

Pode ocorrer que mesmo reduzindo p a valores tais que:

T
;

e2/3 + hiPhl - p2G:hTh.6l < e? - (4.12)
nao se consiga obter, na fase de captura dos vinculos, umincremento de
busca capaz de satisfazeras Desigualdades 4.9 e 4.10. Neste caso, pode
estar acontecendo que se estcja sobre um nonto estacionario doerronos
vinculos, ao qual corresponda um valor nao-nulo destes erros, ou entao
que se tenha estimado mal os erros de integracao e o valor de éa seja
muito pequeno. Admitindo-se que se esteja sobre um ponto estacionario
do erro nos vinculos de contorno, e fazoéve] que se adote, como 1ncrg
mento de busca o maior incremento capaz de satisfazer a  Desigualdade
4.9b, uma vez que se deve tentar sair da zona de influencia deste pon
to singular. Admitindo-se que o erro de integracao seja maior que o es
perado, deve-se considerar encerrada a fase de captura dos vinculos. O
programa de computador desenvolvido para teste numérico supoe quea cau

sa do problema seja um erro na estimativa dos erros de integracgao, quan
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do todas as componentes do erro nos vinculos de contorno forem menores
do que o Cinc, onde Cinc e um parametro, maior do que 1, Tigado as in
certezas da estimativa dos erros de integracao. A maneirade tratar pon
tos estacionarios do erro nos vinculos de contorno e um dos topicos a
ser melhor estudado, visto que o tratamento agui dado a esta situacao
nao garante que se obtenha um novo valor para o vetor de parametros a
ser otimizado que saia da zona de influencia deste minimo local. Uma
possivel maneira de contornar este problema seria adicionar temporaria
mente a funcao objetivo uma parcela que se destina a maximizar a  dis
tancia a este ponto singular e proceder-se tal qual na fase de busca
do minimo, ate que se consiga conjuntaiente diminuir o erro nos vincu
Tos e aumentar a distancia entre o ponto singular do erro nos vinculos
e a solucao obtida. De qualquer forma no entanto, este tipo de proble
ma, caso apareca, sera de tratamento numerico dificil e podera  impe
dir que se convirja para a so]ucao do problema restrito de otimizacao,

part.ndo se de uma dada cond1cao inicial. Resta frisar que todos os
demais metodos de otimizacao de parametros sujeito a vinculos, disponi
veis na literatura, tambem apresentam problemas numericos nas prbximi

dades de pontos deste tipo.

Doravante tratar-se-a de verificacoes preliminares que
devem ser efetuadas na fase de busca do minimo, cujo objetivo e dimi
nuir o valor da funcao objetivo sem pefmitir que 0S erros nos vinculos
saiam de uma faixa de to]erancwa de largura f éa' Esta fase tem uni
cio apos todas as componentes do erro nos v1ncu1os de contorno assumi
rem valores em modulo inferior a ea, ou seja, apos ter-se:

m. | <& p/i=1,2,...,%

a
(4.13)

< e p/i=1,2,...,]

0 primeiro passo nesta fase e verificar o desempenho do
Filtro de Kalman, mediante uma analise comp]étamente linearizada, para
obter informagoes valiosas nao so quanto a qualidade do incremento de
busca como quahto a eventual necessidade de ajuste dos parametros de



- 69 -

controle de algoritmo e quanto a melhor forma de promover taisajustes.
Deve-se iniciar esta analise completamente linearizada verificando-se:

s _
|m1| < Tea &

(4.14)
. -
1151 < fea ©a
onde m% e I% sao as estimativas lineares do novo erro nos vinculos de
contorno, definidas na Desiguaidade 4.9, e fea e um parametro maior ou

igual a um.

Caso esta condigao nao seja satisfeita deve-se  verifi

car se:
G5 < agem(1 + G(x(t.), a)) - (4.15)

e considerar que se convergiu caso tal desigualdade seja satisfeita.Ca
so nao se satisfaca a Desigualdade 4.14 e 4.15 e ja se tenha -efetuado
um nimero de repeticoes do calculo de incremento de busca superior a
um numero “MAXREJ" de reiteracoes preespecificadas, ou se tenha que:

I
|pGz| < %gen (4.16)
e tambem que:
| < e p/i=1,2,...,8
(4.17)
1, < e D/i=1,2,...,3
onde e} e definido por:
. - -
e¥ = max{/3" em/3, (fea €, - 3em)} (4.18)

deve-se verificar se a Condicdo de Convergéncia 3.62
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-1

[1 - HT(H HT) H] Gg < agem(1 + [G()_((tf)s E_l)|)

satisfeita. Caso a Desigualdade 4.14 nao seja satisfeita e a Condicdo
3.62 nao seja verdadeira ou nao tenha sido testada, deve-se repetir o
cdlculo de incremento de busca aa com novos valores para os parametros
de controle do algoritmo. Neste caso, deve-se fazer com que B e ép vol
tem a seus valores iniciais, e voltar a fase de captura dos vinculos
sempre que fea for maior que um e a'DeSigua]dade 4,17 nao for satisfei
ta, pois caso contrario o procedimento pode passar a calcular incremen
tos de busca muito pequenos, alem de se ter problemas mais frequentes
com a quebra de linearidade. Ja no caso da Desigualdade 4.17 ser satis
feita, deve-se aumentar B e ép ate que estes se tornem igquais a B, e
spo respectivamente, ou ate que ambos sejam iguais a um se nao houver
nenhum parametro nao correlacionado com a funcao objetivo. Caso B e ép
sejam iguais a B, e Bpo respectivamente, ou caso nao haja nenhum para
metro néo correlacionado com a funcéo objetivo e B e ép sejam iguais a
um, deve-se diminuir p, quando as Desigualdades 4.14 e 4.18 nao forem
satisfeita e 4.17 o for. Quando a Desigualdade 4.17 nao for satisfeita
e fea for igual a um, deve-se ignorar tal fato e proceder tal qual quan

do esta desigualdade for satisfeita.

Obtida uma estimativa do incremento de busca no vetor
de parametros que satisfaca a Desigualdade 4.14 deve-se verificar se a
estimativa do incremento de busca no vetor de parametros pode provocar
o decrescimo da funcao objetivo, verificando-se a satisfacao da seguin

te desigualdade:
Gaaa <0 . (4.19)

Se esta desigualdade nao for satisfeita, deve-se consi
derar que se convergiu para a solucao do problema restrito de otimiza

¢ao se para i=1,j+2 tiver-se (ver a Equacao 3.30):

2 T 2 T T 2.2
e2/3 + h;Ph; - p?6:hih.Gs < agen (4.20)
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Se a Desigualdade 4.19 nao for satisfeita, deve-se veri
ficar se a Condicdo de Convergencia 3.62 € satisfeita, considerando
-se encerrada a busca da solucao do problema restrito de otimizacao em
caso afirmativo, sempre que se tiver efetuado um numero de repeticoes
infrutiferas do calculo do incremento de busca superior a um numero ma
ximo de rejeiéaes previamente especificado, "MAXREJ", ou gquando:

) -
— = <1 . (4.21)
2(GaA5)2

(GéPG

ond~ P € a matriz de covariancia do erro na estimativa aa.

Caso a Desigualdade 4.19 nao seja satisfeita e nao se
tenha constatado que se convergiu para a solucao, pcr meio das Desigual
dades 3.62, 4.15 ou 4.20 deve-se diminuir B e ép e repetir o calculo

do incremento no vetor de parametros.

A sequir deve-se fazer uma verificacao previa dos efei
tos da nao-linearidade, uma vez que se pode calcular diretamente os no
vOS erros nos vinculos de contorno no instante inicial. Assim, agefinin’
do-se I; como as componentes do novo erro nos vinculos de contorno no
instante inicial I(a + aa) por meio de

(15 13 s ey 13 TG + 83)

deve-se exigir que:

RS IES SURE-T VAR IV (4:22)

Caso esta condicao nao seja satisfeita, deve-se multi

plicar o incremento de busca obtido por um escalar a«_ , pertencente ao

g
intervalo (0,1). Pode-se achar um bom valor de o atraves da hipotese
de que o efeito da nao-linearidade se deva somente aos termos de segun

da ordem, mediante a solu¢ao da inequacao:
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+ (10 - T)a2| s & f (4.23)

onde
n & o indice da componente de I(a + A3) que viola a Condicao 4.22
a qual corresponde o menor valor deaQ pertencente ao intervalo
(0,1)3 '

Iﬁ e a i-esima componente da estimativa linear do novo erro  nos
vinculos de contorno (ver a Desigualdade 4.9).

Obtida uma estimativa do incrementc de busca que satis
faca a Desigualdade 4.23 deve-se verificar, caso a funcao objetivo se
ja nao-linear e nao dependa do vetor de estado no instante final, se

estc realmente diminuiu, ou seja, se:
G{a + aa) < G(a) ~ (4.24)

e, em caso'cbntrério, deve-se multiplicar o incremento de busca aa por

“um escalar a, pertencente ao intervalo (0,1) ate se obter um incremen

to de busca capaz de satisfazer a tal condicao. Um bom valor de o, €0

obtido a partir da hipotese de que a nao-linearidade se deva apenas ao
efeito do termo de segunda ordem, mediante a solucao de

G(5)+G5A5a2’ + [G(a +na) - G(a) - GéAa]ai < G(a) (4.25)

No caso de se rejeitar a estimativa do incremento de bus

ca por nao respeitar as Desigualdade 4.22 e 4.24, deve-se  considerar

que se convergiu para a solucao quando

T‘" T 2(y 5 2 2
b6 max{hihj, GéGa/[(14-G (x(tf), a))agj} < el (4.26)
onde ag e um parametro que estabelece uma relacdo entre o erro despre

zivel na funcao objetivo e o erro numerico desprezivel.
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Por Gltimo, e interessante que se limite a variacao das
componentes de M', definido na Equacao 4.7, para evitar a quebra de 1i

nearidade, verificando-se a satisfacao de
Imé - m.| s 20f &, - Im. |3/3 p/i=1,2,...,] (4.27)

em caso contrario, deve-se multiplicar o incremento de busca pelo me
nor dos valores positivos de o obtidos pela solucao de

m: - m

1 a ’
L | = erf,, ., - [m[1/3 (4.28)

Uma vez obtido um incremento de busca capaz de satisfa
zer todas estas condigoes, tem-se, como passo seguinte, a  integragao
numérica para obter a trajetoria x'(t) correspondente ao vetor de para

metros aa dado por
a' =»5 + hd » - (4.29)

4.2.3 - INTEGRACAO NUMERICA E GERAGAO DE DERIVADAS PARCIAIS

A integracado numerica foi feita com um integrador de pas
so fixo que faz uso do metodo de Runge-Kutta de 42 ordem.

Escolheu-se, para gerar as derivadas parciais do vetor
de estado em relacao aos parametros, o metodo de geracao de  solucoes
unitarias. Antes de qua]quer'discusséo a respeito deste metodo numeri
co de geragao das derivadas parciais do vetor de estadoemrelacao aos
parametros éegue-se uma descricdo sucinta dos dois metodos de geracdo
destas derivadas, citados na literatura de controle otimo. Sao eles o

metodo escolhido e 0 metodo da derivacao numerica direta.

a) Metodo de geracao numerica direta:

Consiste em gerar, alem da trajetoria de referencia, uma
trajetoria adicional para cada parametro, onde se usa como vetor de pa
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rametro, em cada uma destas trajetorias um vetor identico ao usado pa
ra gerar a trajetoria nominal a excecao de uma compbnente, que e  per
turbada de um acréscimo a* de ordem de grandeza apropriada, suficiente
mente pequeno para que possa ter uma boa aproximacao da derivada, po
rem ndo tao pequeno a ponto de as variagoes do vetor de estado se con
.fundirem éom 0S erros numericos. Assim, deve-se obter tantas trajetg
rias perturbadas quanto for o numero de componentes do vetor de parame

tros n_.
p

Uma vez que as derivadas parciais do vetor de estado do

sistema dinamico no instante final em relacao aos parametros sao defi

_ nidos como:
sx(t., a) ~x(t., a + Ae.) - x(t., a)
3a A0 A
onde

éi e um vetor que tem a i-esima componente unitaria e as demais
componentes nuias; »
a, e a i-esima componente do vetor de parametros a ser otimizado.

pode-se aproximar tais limites por meio de:

ax(tf, a)  xt

tf, a + A*ei) - x(tf, a)

: *
aai A

mediante uma escolha apropriada de a*. A ideai basica deste metodo €
aproximar as derivadas exatas mediante os declives de secantes.

b) Metodo de geracao de solucGes unitarias.

Este metodo faz uso das equagoes variacionais do siste
ma dinamico para obter as derivadas parciais do estado em relagao aos
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parametros. Assim, dado um sistema dinamico descrito pela equacao dife

rencial
x = f(x, a, t) (4.31)

tem-se, em correspondencia, um sistema de equacoes diferenciais varia
cionais, que relaciona perturbacoes nos valores dos parametros e nas
condicoes iniciais a variacoes num dados instante do vetor de estado

do sistema dinamico dado por:

nFlx(+) X 3 ’
6)‘((t) - Of(X(t,,a,t) (SX(t) + af(X(t),a,t) 5a (4.32)
X aa

onde

x(t) e a trajetoria correspondente aos valores nominais das condi
coes iniciais, X(ty), € do vetor de parametros, a;

x(t) € a trajetoria correspondente aos valores perturbados das
condicoes iniciais e do vetor de parametros.

sx(t) = x(t) - x(t)

da =a - a

Supondo-se que af/%a e continua, pode-se obter &x(t)

por nieio de

t
sx(t) = S(t, to) x(te) + Js(t,s) 3 (5(s).3.5)ds sa (4.33)
aa

to
onde

S(t,s) € a matriz - de transicao de estado do sistema autonomo dado

por

sx(t) = 2T (x(1).3.t) | (4.34)
Ja :
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matriz esta que pode ser obtida pela integracao do sistema de equagoes

diferenciais

S(t, to) = (x(t),a,t) S(t,to) (4.35)
oX )

a partir da condicao inicial
S(tOs tO) =1
onde I e a matriz identidade.

Como por hipotese as condicoes iniciais estao relaciona
das com o vetor a ser estimado atraves de uma fungao conhecida que no
caso mais geral pode ser representada por uma funcao implicita da for

ma.
K(a, x(ty)) =0 ", . (4.36)

pode-se obter a matriz de derivadas do estado inicial em relacao aos
 parametros mediante o teorema da fungao implicita e relacionar &x(t,)

e ¢a por meio de:

sx(to) = - 2K (3,7(ty)) LME—”J s - 2X() 0 (437)
sa ax(to) sa
e escrever
_ {t -
§x(t) = [ S(t,to) ox (to) + J S(t,s)—éf;(i(s),é,s)dsJGa =
3a to 3a
= x:(t) 6a . (4.38)

De acordo com a propria definicao de derivadas, verifi
ca-se que xé(t) e a matriz de derivadas do vetor de estado.em relacao
aos parametros.
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Rios Neto e Ceballos (1979) obtiveram uma equacao dife
rencial de propagacao desta matriz de derivadas conforme se mostra no

Apendice A.

Comparando-se o metodo de geracao de solugoes unitarias
ao metodo de derivacao numerica direta, pode-se verificar, com a ajuda
do Apendice A, que o metodo de derivacao numerica direta exige a execu
cao de n, + 1 integracoes. Este tambem & o numero de integracdes re
querido pelo metodo de geracdo de solucdes unitirias, caso nio se re
solva propagar a inversa da matriz de transicao de estado S{t,t,) pa
ra reduzir o esfor¢co de integracao. Caso se resolva propagar tal ma
triz, pode-se reduzir bastante o'esforco de integracao se o0s parémg
tros nao atuarem em todo o intervalo [tg, tfj. Tal escolha, porem, exi
ge uma inversao de matrizes, que pode eventualmente resultar em perda
de precisao de resultados ou em uma demanda muito alta de tempo compu
tacional para sua execucao, ou ainda pode ocorrer que simplesmente nao

seja possivel executar numericamente tal inversao. .

Todas as fontes de literatura de controle consultadas
sao unanimes em destacar o fato de que o metodo de geracao de solucoes
unitéfias, em relacdo a derivacao numérica direta, & mais preciso, po
rém & de uma maior dificuldade de implementacao.

Outro inconveniente do método de geracdo de solucoes uni
tarias e exigir que se armazene uma quantidade muito grande de  dados
ou que se execute simultaneamente a integracao das equagoes ligadas ‘a
obtencao das derivadas parciais do estado em relacac aos parametros e
a geracao da trajetoria de referencia. A versao deste metodo, aqui uti
lizada, tem o ultimo destes dois 1nc6nven1entes. Deve-se notar que des
ta forma ou se arrisca a realizar inutilmente a geracao das derivadas
parciais do estado em relacao aos parametros correspondente a uma nova
trajetoria do vetor de estado ou entao deve-se duplicar o esfor¢o de
calculo da nova trajetoria, gerando esta nova trajetoria para verifi
car se o incremento de busca e satisfatorio e, em caso afirmativo, ge
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rando a esta trajetoria novamente para possibilitar a obtencao deriva
das das parciais do vetor de estado em relacao aos parametros.

Pode-se notar desta forma que a escolha do metodo de ge
racao de derivadas parciais do vetor de estado em relacao aos  parane
tros e bastante delicada, e que a melhor forma de gerar tais derivadas
dependera muito do problema abordado e das precisoes requeridas.

Optou-se aqui pelo uso do metodo de geracao de solucoes
unitarias e por nacd gerar nem a matriz de transicao de estado nema sua
inversa, nem ainda a nova trajetoria do vetor de éstado em separado da
geracao das derivadas para testar se o incremento de busca obtido e ou
nao satisfatorio. Escolheu-se, dentre as varias versoes do metodo de
geracao de solucoes unitarias, a proposta por Rios Neto e  Ceballos
(1979). Tal escolha foi satisfatoria do ponto de vista do  desempenho
numerico ¢ trouxe dificuldades no tocante a 1mp1ementac50 numerica co
mo era de se esperar, pelo fato de se ter uma rotina de integracao es
bechica.para cada tipo de funcional usado na aproximacao da funcao de

controle otimo.

4.2.4 - ANALISE FINAL DOS RESULTADOS

Obtida uma nova trajetoria, deve-se verificar seo incre
mento de busca obtido e realmente satisfatorio. Durante a fase de cap
tura dos vinculos deve-se verificar se o incremento de busca obtido
realmente provoca o decrescimo do erro nos vinculos de contorno, a me
nos que se esteja sobre um ponto estacionario do erro nos vinculos on
de se tenham valores insatisfatorios destes erros. Durante a fase de
busca do minimo, deve-se verificar se o incremento de busca realmente
provoca o decrescimo da funcao objetivo semlpermitir que 0S erros nos
vinculos de contorno saiam da faixa de tolerancia especificada para es
tes erros. Caso o incremento de busca atenda a tais condicoes atualiza
-se o vetor de parametros a ser otimizado, ou seja, considera-se como
0 novo valor nominé] do vetor de parametros a soma do valor nominal an
terior ao incremento de busca no vetor de parametros a ser otimizado.
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Assim, na fase de captura dos vinculos, deve-se verifi
car, caso nao se esteja sobre um ponto estacionario do erro nos vincu
los, se o0 modulo do erro nos vinculos realmente diminuiu, ou seja, se:

EMT(x" (£0),3 +83) : T (E+08) 1| < [[M (R(t),3) : TT(3)1]  (4.39)

pnde x'(t) e a trajetoria correspondente ao controle u(a+aa,t), obti

da por integracao numerica.

Deve-se considerar que se esta sobre um ponto estacioné
rio do erro nos vinculos de contorno quando nao se puder encontrar, nha
fase de captura dos vinculos, um incremento de busca capaz de satisfa

zer as Desigualdades 4.9, 4.10 e 4.39, mesmo com valores de p tais que.

a Desigualdade 4.12 seja satisfeita.

Caso a Desigualdade 4.39 nao seja satisfeita, = deve-se
multiplicar o incremento de busca obtido por um escalar o, pertencente
ao intervalo (G,1), se algum dos valores de 511 for menor que dois, e

voltar a verificar a satisfacao da Desigualdade 4.39. Caso esta nao se

ja satisfeita e todos 0s 511 sejam maiores do que dois, deve-se  dimi
nuir p e refazer o calculo do incremento de busca no vetor de  parame
tros, repetindo-se a seguir o processo de verificacao. Um bom valor pa
ra o, e o obtido com a hipotese de que os termos de segunda ordem  se

jam responsaveis pela nao-linearidade, a partir da solucao de:
[E(3) + a,[E' - E(a)] + af[E* - E']] < |E(3)]  (4.40)
onde

E(a) € o vetor de erros nos vinculos de contorno  correspondente
ao valor nominal do vetor de parametros, definido na Equacao
4.8;

E' € o vetor de estimativas lineares do erro nos vinculos de con
torno associado 3 soma do incremento de busca ao valor no
minal do vetor de parametros, definido na Equacao 4.8;
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E* & o vetor de erro nos vinculos associado a soma do incremen
to de busca ao valor nominal do vetor de parametros definido

por
EXT 0 (x' (tp), & + 88) @ I'( + 03)] (4.41)

Na fase de busca do minimo, deve-se verificar se: todas
as componentes do erro nos vinculos de contorno no instante final es
tao realmente contidas na faixa de tolerancia especificada, ou seja,
'caso se defina m? como as componentes do erro nos vinculos de contorno

no instante final associadas a a + Aa, atraves de:
L ) MT(x'(te), 3 + 03) (4.42)
tem-se que:

imy[ < faa éa p/i=1,2,...,2 | (4.43)
Caso tal condicdo nao seja satisfeita, deve-se multipli

car o incremento de busca obtido pbr um escalar o, pertencente ao  in
tervalo (0,1), voltando-se a verificar a seguir se a Desigualdade 4.43
e satisfeita. Um bom valor de o & o obtido mediante a hipotese dos
termos de segunda ordem serem oS Unicos responsaveis pela nao-lineari

dade, a partir da solucao de:

A

lmn +a (m - m ) +od(mt - m')|

2'n n 2Yn n fea © (4'44)

ea a
onde n e o indice da componente do erro nos vinculos de contornono ins
tante final, M(x'(tf), a + Aa), que nao satisfaz a Desigualdade 4.43
para a qual |m$| & maximo.

No caso da funcao objetivo depender do vetor de estado
no instante final, deve-se verificar se esta realmente diminuiu, ou se

Jja, se:
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G(x'(tf), a + 0a) < G(i(tf), a) (4.45)
caso nao se tenha que

26(x(ts), a)

i
e

(4.46)
ax(tf)

Caso a Desigualdade 4.45 e a Equacao 4.46 nao se verifi
quem, deve-se multiplicar o incremento de busca obtido por um escalar
oy pertencente ao intervalo (0,1), tornando, a seguir, a verificar a
satisfacao da Desigualdade 4.45. Um bom valor de o, e o obtido a par
tir da hipotese de que os termos de segunda ordem sejam os unicos res

ponsaveis pela nao-linearidade, atraves da solu¢ao de:
,G(i(tf), a) + GaAaaQ + [G(x'(tf), a + Aa) - G(i(tf), a) -
s L - .
- GaAa]a2 < G(x(tf), a) | (4.47)

Caso nao seja possivel achar, na fase de busca do mini
mo, um incremento de busca satisfatorio a despeito de:

Uttee (e, @) 23t <20 (4.48)

T- - T

A aha . max{hihi, GéG
deve-se considerar que a solugcao convergiu, uma vez que, em tal caso,
as variacoes da funcao objetivo e do erro nos vinculos de contorno se

confundem ccm as incertezas numericas;

Finalmente, cabe frisar que tambem integram o algoritmo
numerico criterios que se destinam a verificar se e ou ndo  convenien
te ajustar.os parametros B, ép e p para aumentar a velocidade de conver
gencia, a deseito de se ter obtido uma estimativa do incremento de bus
cé, que satisfaca, na fase de captura dos vinculos, a Desigualdade
4.39, ou na fase de busca do minimo, as Desigualdade 4.21, 4.43 e a
4.24 ou 4.45. Criterios estes que garantem que o incremento de  busca
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€ satisfatorio no tocante ao fato de levar a um ponto mais proximo da
solucao do problema restrito de otimizacao. Ou ate mesmo see convenien
te reprocessar o calculo do incremento de busca no vetor de parametros
ou filtrar medidas adicionais zy' (ver as Equacoes 3.13 e 3.14) para
agilizar ainda mais a convergencia. Tais criterios de ajuste de B, ép
e p, e 0s processos que podem opcionalmente ser aplicados para agili

‘zar o algoritmo sao descritos no Apendice B.

Obtida uma estimativa que garanta a caminhada na dire
cdo da solucao, pode-se adotar como o novo valor do vetor de parametros
a soma de tal estimativa ao valor nominal anterior, fazendo-se

a =2+ Ad

e apos isto, fazendo-se

Tambem € apresentada, no Apendice C, uma descrigcao mais

completa do algoritmo sob a forma de uma sequencia de passos.



CAPITULO &

TESTE NUMERICO DO PROCEDIMENTO

5.1 - INTRODUCKO

Escolheu-se o problema de transferencia de orbita Terra
-Marte em tempo minimo com empuxo constante e baiko e trajetoria plana
para um primeiro teste do procedimento>proposto, pelo fato deste pro
blema ser classico em trabalhos de implementacao e teste de metodos nu
mericos de contrcle otimo como o< trabalhes de Ni]]iaﬁson (1971), Hull
e Edgeman (1975), Ceballos (1979) e Rios Neto e Ceballos (1979), ou em
trabalhos de comparac3o entre métodos de otimizacao como o de Tapley e
Lewallen (1967), no qual se analisam comparativamente os metodos oti
mos diretos e 0s indiretos de perturbacao e quasi-linearizacao.

5.2 - COLOCAGAO DO PROBLEMA DE TRANSFERENCIA DE ORBITA TERRA-MARTE EM
TEMPO MINIMO COM TRAJETORIA PLANA E EMPUXO CONSTANTE E BAIXO

0 problema de transferencia de orbita Terra-Marte em tem
po minimo com trajetoria plana e empuxo constante e baixo, que sera do
ravante denominado simplesmente problema Terra-Marte, pode ser coloca

do como a seguir:
Minimizar
IP = t

.f‘

sujeito a vinculos dinamicos

x3(t) . T sin u(t) (5.1)
xi(t) x,(t)  (mg - mt)
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x2(t) x5(t) N T cos u(t)

x3(t) = - :
x1(t) (mg - mt)

e a vinculos de contorno em tf

XI(tf;) - Y‘f = U
e com condicoes iniciais preestabelecidas

Xl(to) = To

"
o

X2(to)

Xs(to) = / 7%7 -

onde (Figura 5.1):

x»(t) eavelocidade radial;

x,(t ) e o modulo do raio vetor que vai do centro do Sol aomovel;

x5(t) e a velocidade tangencial;

T . € 0 empuxo;

Mg e a massa inicial do movel;

m e a taxa de expulsao de massa pelo bocal do foguete;

t e o tempo;

u(t) € o controle, definido como o angulo entre a direcao do em
puxo e a velocidade do movel;

to & o tempo inicial, que sera nulo;

te o tempo final; '

i D)

a constante heliogravitacional.
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Fig. 5.1 - Transferéncia de orbita Terra-Marte.

Tratando o problema de forma normalizada em relagao a
base rg, u, my (Bryson and Ho, 1975), tem-se os seguintes vaiores para

os parametros do sistema para o caso da espagonave "Viking II":
=1

m = 0.074800391

m0=1

T = 0.14012969

Y\0=1

1

re 1.523679

A solugao 6tima deste problema corresponde a um tempo
de chegada em uma orbita circular em torno do Sol com raio igual ao da
orbita de Marte de 3.31949 unidades adimensionais de tempo, e que cor
responde a cerca de 193 dias (3.31949 x 5.022642x 10° seq).
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5.3 - APROXIMACAO PARA O CONTROLE

5.3.1 - INTRODUCAO

A funcao de interpolacao escolhida depende do problema

a ser resolvido e deve:.

a) ter um numero de parametros suficientemente grande para permi
tir a satisfacao dos vinculos de contorno e a minimizacao do

"Indice de desempenho;
b) ser compativel com a forma da fungao de controle otimo;

c) ter parametros que sejam o mais independentes possivel  entre

Sis

d) ser de forma tal que a sensibilidade do controle emrelacao aos

parametros seja mais ou menos uniforme;

e) ser tambem de forma tal que aos desvios nos parametros nao cor
respondam desvios no controle de ordem de grandeza muito diver

Sa.

Ceballos (1979) afirma que os funcionais particionados
apresentam boas caracteristicas no tocante aos dois ultimos aspectos.

Independentemente da escolha da funcao de interpolacao
adotaram-se valores de partida para os parametros, tais que o.controle
inicial fosse dado por uma reta da forma

u(a,t) = net/tfi

e 0s tempos de quina, gue em alguns casos eram diretamente parametros,

obedecessem

t. = t

; £i 1/k
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onde
tﬁ e o valor de partida t.;
6 € uma constante arbitraria;
k e o numero de particoes efetuadas;
t. € o i-esimo tempo nodal.

Testou-se o protedimento com varios tipos de func¢ces de
interpolacao para o controle, alem dos descritos a seguir, . usando-se
como solucoes de partida valores de te bastante diversos (no interva
ioU,5a 50) e em todos os casos obtiveram-se bons resultados. Decidiu
-se apresentar apenas alguns dos resultadcs obtidos com os 4 tipos de
funcoes de interpolacao por dois motivos:

a) permitir uma comparacao direta em termos de desempenho numeri
co entre o procedimento proposto e outres procedimentos numéhi

cos subotimos;:

b) nao tornar a apresentacao de resultados enfadonha.

5.3.2 - APROXIMACAO DO CONTROLE POR INTERPOLACAO LINEARES COM  TEMPOS
INTERMEDIARIOS PROPORCIONAIS AQ TEMPO FINAL E IMPOSICAO DE CON
TINUIDADE NO CONTROLE

As aproximacoes por interpolacoes lineares possuem, se
gundo Ceballos (1979), Stimas caracteristicas e sio sobretudo de gran
de valia quando a forma da funcdo de controle Otimo € completamente des
conhecida ou quando nao se poss&i uma formulacao que se adapte as . ca
racteristicas do controle. Em particular, o tipo de interpolacao 19
near descrito nesta subsecao tem sido empregado com relativa frequég
cia na literatura. Na 1ntekpo1a¢50 em questao, subdivide-se o interva
lo [tg, tf] em k intervalos [tj-i’ tj]’ onde tj e dado por:
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e utiliza-se como parametros o tempo final e os valores docontrole nos
tempos nodais, calculando-se u(a,t) no intervalo [tj’ tj+1] por meio
de

,t) = (a. . - a.)(t - t)/(t. - t. a.

u(a,t) (J+1 aJ)( J)/(J+1 J) +ay

onde:
aj - para j=1, k+1, € o valor do controle no instante t=tj_1,
C ? o valor do tempo final tf; )
a - e 0 valor do tempo inicial, que sera sempre igual a zero e

0
nao € um parametro a ser otimizado.

Neste tipo de aproximacao o numero total de parametros

n, sera dado por:
n =k +2
P

5.3.3 - APROXIMACAO DO CONTROLE POR SEGMENTOS DE RETA NAO OBRIGATORIA
MENTE CONTINUOS NOS TEMPOS NODALS E COM TEMPOS NODAIS A OTIMI
ZAR

Neste tipo de aproximacao, subdivide-se o .intervalo
[te, tf] em k subintervalos [a3i+3’
com a, igual a zero por defini¢ao e com a, igual a tf, e aproxima-se

aaj], com j variando de zeroa.k-1,

0 controle dentro de cada um destes intervalos por um segmento de re

ta, permitindo-se que o controle seja eventualmente descontinuonos tem = -

pos nodais (a3j com j=1, k-1). Escolhendo-se aqui como parametrosa oti
mizar os valores do controle nos tempos nodais (dois por tempo nodal)
e 0s proprios tempos nodais, tem-se que, no j-esimo intervalo, pode-se
obter o controle u(t) por meio de:

u(t) = (a_.  -a_ . Mt - aaj_s)/(a3j - a ) + a

3J-1 3J-2 asj-3 3j-2

onde
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a3j , e o instante onde se comegca a aproximar o controle pelo
j-@simo segmento de reta; _
aBj e o instante onde se deixa de aproximar o controle pelo
j-esimo segmento de reta;
a3j L e o 1limite pela esquerda para o valor do controle no instan
te a_.;
3J
a3j , €0 Timite pela direita para o valor do controle no instan
tea . .
3]-3

5.3.4 - APROXIMACAO DO CONTROLE POR ARCOS DE PARABOLA NAD OBRIGATORIA
MENTE CONTINUOS NOS TEMPOS NODAIS E COM TEMPOS NODAIS £ OTIMI
ZAR

Este tipo de aproximacao € semelhante ao da subsecao an
terior, Divide-se, neste caso, 0 intervalo entre t, e tf em k interva
Jos, onde o controle e aproximado por um arco de parabola e permite-se
que o controle seja eventualmente descontinuo nos tempos nodais. Neste

caso o controie u(a,t), ¢ obtido entre os tempo nodais R e'aqi por
meio de
-a . - a -
41-1 413 41—
u(t) = ' - : (t -a,; )
(a a 2 (a . - a ) -t
YUy b=t 4 4i-b
4,4 (t - au1~u) T,
onde
Wios e o instante onde o controle passa a ser aproximado  pelo
i-esimo arco de parabola;
2,5 e o instante onde o controle deixa de ser aproximado pelo

i-ésimo arco de parabola;
2,5, € o limite pela direita para o controle no instante 5,5
N e o limite pela esquerda para o controle no instante 3,55
wio, € UM parametro;
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g é o tempo inicial e ndo €.um parametro a otimizar, tendo va

lor nulo.

5.3.5 - APROXIMACAO DO CONTROLE POR TRECHOS DE VALORES CONSTANTES A
OTIMIZAR E COM INTERVALOS DE DURAGAO TAMBEM A OTIMIZAR

Neste tipo de solucao, para i de um a k, aproxima-se o
controle por um valor constante a otimizar a i s entre os tempos no

dais a_;_, ea . que tambem sao parametros a otimizar, a excecao de ap

i-2 i
que corresponde ao tempo inicial e ter: valor sempre nulo.

Este tipo de funcao de interpolacao permite que o con
trole seja permutado por sinais de Terra e também permite gue se cons
tate mais facilmente desvios entre o controle aplicado e o valor de
projeto deste. Tais fatos implicam um aumento de confiabilidade que, ca
so se pretendesse realmente achar uma boa solucdo sob o ponto de vista
de Engenharia para o problema em questao, nao poderia ser ignorado. A
otimizacao dos instantes de mudanc¢a do valor do controle permite maior
flexibilidade e areducdo do numero de sinais a serem enviados com o in
tuito de alterar o valor do controle. No caso particular dc . problema
Terra-Marte, o uso de tal tipo de aproximacio acarreta uma série de
problemas numericos. Em primeiro lugar, o controle nio depende dos tem
pos nodais de forma explicita, o que faz surgir derivadas do estado fi
nal em relacao aos parametros com significado de tempos eventualmente
muito baixas; consequehtemtne os tempos nodais sofrem alteracoes muito
pequenas, acarretando problemas numericos ao processo de calculo do in
cremento de busca. Outro ponto negativo deste tipo de so]u¢50 e o fato
de algumas derivadas de segunda ordem.terem valor bastante alto  face
as derivadas de primeira ordem, destacando-se as derivadas

¢) ax(ty) ax(tf) ax(tg)

ba,; ,0a,. 93,508, . 8a,. 33, 33, 8a,. ,

ax(t
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Outro aspecto negativo deste tipo de solucao esta rela
cionado com a reproduc3ao de uma caracteristica provavelmente importan
te da funcao de controle otimo. Tal funcao que & continua - apresenta,
nem trecho intermedirio, uma brusca bariacdo do controle. Em todos os
testes numericos com os demais tipos de funcional esta caracteristica
foi reproduzida pelas funcoes de controle subotimas obtidas. Nos  tes
tes numericos efetuados com o tipo de funcao tratado nesta  subsecao,
pode-se dizer que, de uma certa forma, as funcoes de controle obtidas
tentam reproduzir esta caracteristica, e o fazem concentrando  alguns
patamares de duracao muito curta num trecho intermediario. Esta proxi
micade dos tempos nodais causa uma serie de prcblemas numericos, den
tre os quais a obtencao de valores para 0s novos tempos nodais que nao
estao ordenados e o aparecimento de derivadas do estado emrelacao aos
parametros muito baixas, que fazem com que se tenha dificuldade em fa
zer tal concentracao de segmentos se movimentar. Por Ultimo da-se enfa
se ao fato de que,'para tal tipo de solugao, aparece um grande numero

de minimo locais.

Por todos estes aspectos, acredita-se que este tipo de

funcao de interpolacao nao deve permitir a obtencao de resultados mg

Thores do que os obtidos com este procedimento com metodos de primeira
ordem. Efetuaram-se testes numericos,. empregando-se 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9 e 10 patamares, porem resumem-se aqui 0s resultados obtidos com a
aproximacao de controle por 3 e 5 patamares (este ultimo o melhor den
tre os 8 resultados).

5.4 - RESUMO DOS RESULTADOS OBTIDOS

Nesta secao serao apresentados alguns resultados obti
dos num total de 7 exempios numéricos. Os resultados destes testes sao
apresentados nas Tabe]as 5.1a5.14, onde poder-se-ao encontrar: os va
lores iniciais e finais dos parametros a serem otimizados; os -valores
do tempo final e do maximo valor em modulo das componentes do erro nos
vinculos de contorno em algunas iteracoes intermediarias, bem como va

lores iniciais e finais destes.
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Para maior simplicidade de referencia e para efeito de

preenchimento de tabelas define-se:

TESTE 1

TESTE 2

TESTE 3

TESTE 4

TESTE 5

TESTE 6

TESTE 7

MAXMOD

totint

NINT

Aproximacao do controle por 4 segmentos de reta com tem
pos nodais a otimizar e controle eventualmente desconti

nuo nos tempos nodais.

Aproximacao do controle por 3 segmentos de reta com tem
pos intermediarios a otimizar e controle eventualmente
descontinuo nos tempos nodais.

Aproximacao do controle por 2 arcos de parabola com tem
pos nodais a otimizar e controle eventualmente desconti

nuo nos tempos nodais.

Aproximacao do controle por 5 segmentos de reta com  im
posicao de continuidade ao controle e com tempos nodais

proporcionais a tf,

Aproximacao do controle por 7 segmentos de reta com im
posicao de continuidade ao controle e com tempos nodais

proporcionais a te-

Aproximacao do controle por 3 trechos de valor constan

te a otimizar e com tempos nodais a otimizar.

Aproximacao do controle por 5 trechos de valos constan

te a otimizar e com tempos nodais a otimizar.

Maximo valor em modulo das componentes do erro nos vin

culos de contorno.
Numero total de iteracoes.

Numero de iteracoes.
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1.0000
1.0000
1.0000
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Bp

TESTE 1
By = 1.0000 éa
Bpo = 2.0000 . fea
em = 1.0000.10 ag =z

TABELA 5.1

1.0000.107
1.0000
10/12

RESULTADOS INICIAIS E FINAIS DO TESTE 1

PARAMETROS | VALORES INICIAIS | VALORES FINAIS
a, 0.00000 .289500
ax 1.17810 1.18379
as 0.85000 1.18834
a, 1.17810 0.991843
as 2.35619 2.15020
2 1.70000 1.64033
a; 2.35619 2.38118
ag 3.53429 3.65197
ag 2.55000 1.68652
a0 3.53429 4.38888
a1, 4.71239 5.58525
a1 =t 3.40000 3.31943

TABELA 5.2

HISTORLCO DO TESTE 1

NINT MAXMOD TF
0 .318669 3.40000

5 .233063 2.96329

[ 2 | .138704 . 2.95116
3 3.48882 . 1072 | 3.11199

4 | 9,55840 . 10°% | 3.32410

5 | 3.69506 . 107* | 3.34184

7 2.36664 . 107" | 3.33379

9 5.48528 . 107" | 3.32706
10 3.60156 . 107" | 3.32576
11 | 6.51884 ., 107" | 3.31943

totint = 11
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TESTE 2

totint = 15

1.0000 8, = 1.0000 & =1.0000.107"
1.0000 gy, =2.0000 o f, = 1.0000
1.0000 e .= 1.0000.10 ag=ag, = 10/12
TABELA 5.3
RESULTADOS INICIAIS E FINAIS DO TESTE 2
| PARAMETROS | VALORES INICIAIS | VALORES FINAIS
a 0.00009 .358435
2z 1.57080 - 1.37666
a3 1.13333 1.51051
a 1.57080 1.41639
as 3.14159 3.09568
a 2.26666 1.68340
a; 3.14159 4.30456
ag 4.71239 5.63402
ag 3.40000 3.32366
TABELA 5.4
HISTORICO DO TESTE 2
NINT MAXMOD TF
0 .318669 3.40000
1 .222261 , | 2.95054
2 19.93611 . 107, | 2.29061
3 | 6.82145 . 107 | 3.25217
5 | 2.21439 . 107 | 3.35667
6 | 2.33100 . 107, | 3.35198
8 | 8.41085 . 107, | 3.34046
10 | 5.99413 . 107, | 3.33866
12| 3.42107 . 107, | 3.333292
14 | 8.60444 . 107, | 3.32558
15 |1 9.78641 . 107 | 3.32366




p =1.0000 8,
Bo-1.0000 gy,
B, = 1.0000 e

TESTE
= 1.0000
= 4.,0000
= 1.0000.10"

0BS.: Convergiu-seconlea =

- g5 .

3

e
a

f

ea

O==0=
B8

B8P

1}

-2
10 e reiniciou

, " -
1.0000:10 (1.0000-1C )

1.000
10/12

0

totint = 12

-3
-S€ 0 processo com e, = 107

‘TABELA 5.5
RESULTADOS INICIAIS E FINAIS DO TESTE .3
PARAMETROS | VALORES INICIAIS | VALORES FINAIS
a, 0.00000 247226
a, 1.38600 1.07125
a, 2.35619 1.53430
a, 1.70000 1.65574
as 2.35619 3.80928
ag 1.38600 2.11300
ay 4.71239 5.39833
ag 3.40000 3.32250
TABELA 5.6
HISTORICO DO TESTE 3
NINT MAXMOD T
0 .318669 ©3.40000
1 172470 2.92121
2 111434 . | 3.17247
3 | 4.47206 . 1077 | 3.38230
4 |.2.91976 . 10‘j 3.40738
5 1.22413 . 1077 | 3.38990
8 1.97272 . 107] | 3.33440
10 | 5.77165 . 107" | 3.32692
11 | 8.07622 . 107" | 3.32250
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TESTE 4

1.0000 &
1.0000
1.0000.107" ¢

]

]

1.0000.107% (1.0000.107%)
1.0000
10/12

totint = 14

Convergiu-se com éa = 1.0000.107% e reaplicou-se o algoritmo com
& = 1.0000.107

TABELA 5.7

RESULTADOS INICIAIS E FINAIS DO TESTE 4

PARAMETROS | VALORES INICIAIS | VALORES FINAIS
a, 0.00000 .372881
as .942478 .736625
a, 1.88496 1.19244
a, 2.82743 4.68391
as 3.76991 5.38817
ac 4.71239 5.40535
a, 3.40000 3.32533

TABELA 5.8
HISTORICO DO TESTE 4
CNINT | MAXMOD T |
0 .318669 3.40000
1 | .184616 2.92629
2 | 8.11394 . 107° | 3.03804
4 |} 6.43928 . 107° | 3.447218
6 | 2.24303 . 107" | 3.42719
8 | 2.23497 . 107" | 3.37679
10 L 6.57909 . 107" | 3.34705 |
12 ] 1.93667 . 107° | 3.34014
13| 4.67270 . 107" | 3.33139
14 | 7.71669 . 107" | 3.32533
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TESTE 5
1.6000 Bo = 1.0000 éa
1.0000 8p0-= 1.0000 B fea
1.0000 em = 1.0000.10 Ct-g:(l'ép

TABELA 5.9

1.0000.10™% (1.0000.107°)

1.00
10/1

00"
2

RESULTADOS INICIAIS E FINAIS DO TESTE 5

totint = 17

| PARAMETROS | VALORES INICIAIS | VALORES FINAIS
ay - 0.000000 .396428
a, .673198 .664570
as 1.34640 .904146
ay 2.01960 1.41252
as 2.69279 . 4.41106
ag 3.36599 5.25164
ay 4.03919 5.25711
ag 4.71239 5.48428
ag 3.40000 3.32161

TABELA 5.10

HISTORICO DO TESTE

- NINT MAXMOD T
0 .318669 3.40000
1 .148853 2.90035
2. .119369 , | 3.08686
3 5.60715 . 1077 | 3.21429
4 18.53587 . 107" | 3.38687
8 2.86371 . 107, | 3.36276

12 1.84103 . 107 | 3.3213]
14 | 2.84544 ., 107" | 3.31191
151 1.50753 . 107 | 3.33022
16 | 8.82830 . 107 | 3.32437
17 | 6.83774 . 107" | 3.32161



p = 1.0000 Bo = 1.0000
g = 1.0000 B,, = 1-0000
Bp = 1.0000 e, =

1.0000.10"" ag=ag

0BS.: Convergiu-se com éa

- -3
e, = 1.000.107".
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TESTE 6

€a
fea
Bp

1.0000.107%, e

TABELA 5.11

1.0000.10"2(1.0000.10~%)
1.0000
10/12 totint = 15

reiniciou-se o processo com

RESULTADOS INICIAIS E FINAIS DO TESTE 6<'

PARAMETROS | VALORES INICIAIS | VALORES FINAIS
3 0.00000 .719458
2z 1.13333 1.00604
as 0.00000 1.81369
as 2.26666 1.77316
as 0.00000 5.11003
2 3.40000 3.36526

TABELA 5.12

| NINT MAXMOD T

0 | .597689 3.40000
1 .482852 2.53233
5 | .222976 | 2.68377
8 | 2.07637 . 107, | 3.42875
10 | 4.37907 . 107 | 3.35798
11| 8.93271 . 107 | 3.37307
13| 5.21191 . 107, | 3.36646
15 | 9.79355 . 107" | 3.36256
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TESTE 7
p = .8000 8, = 1.0000 & = 1.0000.107% (1.0000.10"°)
B - 1.0000 g, = 4.0000 . f, = 1.0000 |
B, = 1.0000 e - 1.0000.10 ag=ag, = 10/12 totint = 19

0BS.: Convergiu-se com éa 1.0000.10"% na 82 iteracio e reiniciou-se

0 processo com &_ = 1.0000.107°,
TABELA 5.13

RESULTADOS INICIAIS E FINAIS DO TESTE 7

* PARAMETROS | VALORES INICIAIS | VALORES FINAIS
a1 0.000000 .647703
a, .680000 .814338
a3 0.000000 1.42172
a, 1.360000 1.32329
as 0.000000 2.07461
ac 2.040000 1.73312
a; | 0.000000 1.09381
ag ‘ 2.720000 1.73427
as [ 0.000000 5.12474
a0 . 3.400000 3.35146

TABELA 5.14

HISTORICO DO TESTE 7

TNINT  MAXMOD T
0 | 0.597686 3.40000
1 | 0.285587 1.72477
F 2 | 0.237436 , | 2.27736
3 1 9.16946 . 107" | 3.42365
4 | 6.68645 . 107 | 3.37625
6 | 9.13578 . 107, | 3.37258
8 | 5.70325 . 107" | 3.35425
9 | 4.14024 . 107 | 3.36030
16 1.43169 . 107> | 3.35850
18 1.38890 . 10™" | 3.35848
19 | 9.13567 . 107> [ 3.35146
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5.6 - CONCLUSCES

0s resultados obtidos nos varios testes podem ser consi
derados bons dado que, a excecao dos teste 6 e 7, onde se usaram fun
¢coes de interpolacao provave]ménte incompativeis com a forma da funcao
de controle otimo obtiveram-se desvios para o valor da funcao objetivo
bastante baixos. Ao pior dos cinco primeiros resultados corresponde um
tempo final de 3.32533, ou seja, um-erro no indice de desempenho de
0.176%. Erros desta ordem sao, em muitas das aplicagoes da engenharia,
inferiores aos erros de reaTizacgo do controle pelio sistema, perdendo
assim o seu significado como errb. No teste 1.obteve-se um tempo final
Tigeiramente inferior ao tempo otimo (3.31943 contra um tempo otimo de
3.31949), devido ao fato de nao se satisfazerem exatamente os vinculos

de contorno.

Tambem merece destaque o fato de que o procedimento pro
posto mostrou uma boa velocidade de convergencia, tendo-se‘ mostrado,
em varios testes mais veloz que os demais procedimentos subotimos dig
poniveis na Titeratura. Em nenhum caso ele apresentou um desempenho mui
to inferior, em termos de velocidade de convergencia, aos demais proce
dimentos deste tipo disponiveis na literatura.



CAPTITULO 6

 COMENTARIOS E CONCLUSOES FINAIS

0 procedimento proposto € -bastante promissor como métg
do de otimizacao dinamica, .0s resultados obtidos vieram confirmar ple
namente as expectativas da fase de denvolvimento. Tais resultados fo
ram animadores tanto sob o ponto de vista de precisao numerica como de
tempo gasto por iteracao e do numero de iteracoes necessériasparaatiﬂ

gir a convergencia.

Na majoria dos problemas de otimizacao dinamica, o tem
po de integragao e responsavel pela maior parte do tempo gasto por ite
racao. No caso dos métodos subotimos por restricac no controle o esfor
¢co de integracao depende apenas da ordem do metodo, do numero de para
metros da funcao u(a,t), das caracteristicas das equacoes diferenciais
em si e do metcdo de geracao de derivadas parciais escolhido. Nos meto
dos subotimos, por restricgo no controle de primeira ordem, necessita
-se integrar um sistema de.”neqn“ equacoes diferenciais, onde "negn" e
a dimensao do vetor de estado ‘do sistema dinamico, para gerar a traje
toria deAreferéncia, e ainda caso se opte pela derivacac numerica dire
ta ou n3o se gere nem a matriz de transicao de estado nem a sua inver
sa ao se fazer uso do metodo de geracao dé solucoes unitarias, necessi
ta-se gerar um sistema suplementar de "neqn" equacoes para cada paraine
tro a otimizar. Tais sistemas, porem, nao precisam ser gerados em todo
intervalo [t,, tf]. Recorda-se aqui que.o metodo da geracao de solu
¢oes unitarias exige que a integracao destes sistemas de equacoes dife
rénciais deve ser feita simu]taneaménte com a geracao da trajetoria de
referéncia. Usando-se o método da geragao de solucbes unitarias e ge
rando-se a inversa da matriz de transicio do estado (Apendice A), pode
-se, em geral, reduzir bastante o tempo de integracao, porem, passa-se
a ter que efetuar a inversao de uma matriz de dimensao "neqnx neqn". In
dependentemente dos metodos escolhidos para efetuar as integragoes nu

mericas, para gerar as derivadas parciais necessarias e para obter um
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incremento de busca satisfatorio, tem-se, no caso do problema Terra
-Marte, que a integracao numérica consome mais de 80% do tempo de com
putacao por iteracao, quando se utiliza menos de doze parametros.

A diferenca de custo computacional, por iteracao, entre
os diversos metodos subotimos se deve apenas ao proprio processode cal
.cu1o do incremento de busca e, em geral, <o se torna relevante quando
0 numero de parametros € maior que quatro vezes o numero de componen
tes do vetor de estado do sistema dinamico. Com o objetivo de fornecer
~uma ideia mais detalhada deste assunto, colocaram-se, no Apendice D,
fermulas que permitem avaliar o custo computacional da obtencao do in
cremento de busca no vetor de parametros, tanto no caso do proced.imen
to proposto, ccmo nos casos dos parametros de Willianson (1971), Cebal
Tos (1979), e tambem no caso das variantes do metodo da projecao do

gradiente.

No caso dos testes apresentados no Capitulo 5, devido ao
fato de se ter empregado um numero baixo de parametros, pode-se compa
rar 0 custo computacional do emprego de diversos metodos subotimos di
retamente a partir do numero de iteracoes requeridas para se atingir a
convergéencia. Tal se deve ao fato de 0 custo de calculo do incremento
de busca ser desprezivel face ao custo da integracao numerica.

Pode-se verificar, a partir dos testes apresentados no
Capitulo 5, que o procedimento proposto apresentou uma boa velocidade
de convergencia se comparado a dos demais procedimentos subotimos por
restricao no controle de priméira ordem, a excecao dos casos onde - 0.
controle era aproximado por trechos de valores constantes. Levando-se
em conta que frequentemetne, na realizacao do controle, € preferivel
que 0s resultados sejam dados na forma dé uma funcao, e que ao interpo
Tar os resultados obtidos. por metodos otimos obtem-se funcoes de  con
trole, cujo desempenho difere significativamente da solucao original;
tais resultados sao bastante expressivos.
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Da mesma forma que no caso dos metodos subotimos, o tem
po de integracao e responsavel pela maior parte do tempo gasto por ite
racoes pelos metodos otimos. Observando-se os procedimentos classicos,
verifica-se que o metodo do gradiente classico requer a integracdo de
um sistema de 2neqn? + 1 equac¢oes diferenciais, onde neqn & a dimensio
do vetor de . estado do sistema dinamico. 0 metodo de perturbacio das
equacoes adjuntas e o metodo da funcao de perturbacao requerem a inte
gracao de um sistema de 2neqn? + 2 equacoes para obter a matrizde tran
sicao de estado de um novo vetor-formado pela justaposicéo do vetor de
multiplicadores de Lagrange relacionados com os vinculos dinamicos,
alem da geracao de dois outros sistemas de neqn equacves (Tapiey and
Lewallen, 1967).

. Tapley e Lewallen (1967) afirmam que o metoco otimo mais
eficiente e o das funcoes de perturbacao que, alem de requerer o menor
tempo por iteracao dentre os metodos otimos, e o metodo de  convergen
cia.mais rapida. Tal metodo, contudo, bem como os demais metodos de
perturbacdao, tem o inconveniente de so convergirlquando os valores de
partida para os multiplicadores de Lagrange, x(t), nos instantes termi
nais estao proximos aos valores corretos destes multiplicadores. Ainda
segundo tais autores, atribuindo-se valcr unitario para o tempo gasto
por iteracao pelo metodo das funcoes de perturbacao na solucao do pro
blema Terra-Marte, tem-se que o mEtodo do gradiente classico, na sua
versao mais eficiente consome, para resolver tal problema, 1,5 unida
des de tempo por iteracdo, e que o metodo de perturbacdo das equacdes
“adjuntas consome 1,15 uhidades de tempo na solucao deste mesmo proble
ma. Tal discrepencia se deve principalmente ao fato de estes matodos
gerarem equacSeS diferenciais de diferente condicionamento numerico.

De 1967 para ca houve uma grande evolu¢ao dos  metodos
que se baseiam no Metodo do Gradiente Conjugado, de forma que esses
passaram a ser quase tao eficientes quanto o Metodo das funcoes de Per
turbacao, com a vantagem de nao exigifem uma boa solucao de . partida
(Mie1e; 1975; Miele et alii, 1979; Warren et alii, 1967; Fletcher and
Reeves, 1964).
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De acordo com Tapley e Lewallen (1967) e a propria expe
riencia do autor, para obter solucoes aceitaveis pelo Metodo-das  Fun
coes de Perturbacao para o problema Terra-Marte, necessita-se, confor
me os valores de partida para os multiplicadores x(t), de 12 a 20 ite
ragoes, enquanto para resolver tal problema com o metodo do gradiente
classico necessita—se; conforme a versao escolhida e os valoresde par
tida para o controle e para os parametros de ajuste do algoritmo, de
40 a 120 iteracoes. Nao se tem dados sobre o desempenho do Metodo do
Gradiente Conjugado na solugao deste problema.

Considerando-se que o Metodo das funcoes de Perturbacao
requer um tempo de calculo por iteracao superior ao tempo gasto por um
metodo subotimo por restricao no controle de primeira ordem, ondea fun
cao u(a,t) tem nove parametros a otimizar, no caso do problema Terra
-Marte, tem-se que o0 tempo computacional requerido para solucionar tal
problema com o procedimento proposto & comparavel ao deste metodo oti
mo. Tal metodo otimo exige uma boa solucado de partida e um gasto de me

moria bem superior ao do procedimento proposto.

Considerando-se a facilidade de implementacao do proce
‘dimento proposto se comparada a dos metodos otimos, a precisao dos re
‘sultados obtidos, os requisitos de memoria de computador exigida, a ve
Tocidade de convergencia, e comparando-se estas tres ultimas caracte
risticas com aspectbs dos demais metodos subotimos e otimos, pode-se
verificar que o procedimento proposto € uma boa alternativa em termos
de engenharia para a solu¢ao de problemas de otimizacao dinamica.

Deve-se ressaltar que a escolha do método de geracao das
derivadas parciais requeridas so afeta significativamente a fase final
da convergencia. Ressalta-se tambem a correspondencia entre a matriz
de projecéb (Rosen, 1960) e a matriz de covariancia do erro na estima
tiva finaT, para casos onde a matriz de covariancia na estimativa ini
cial e proporcional a matriz identidade, e o fato de que aparentemente
a introducdo dos ruidos de medida diminuiram a incidencia de problemas
numericos; contudo os dados disponiveis nao permitem concluir que isto



realmente ocorra sempre. Resslta-se, por Ultimo, que se constatou expe
rimentalmente o fato de que o uso de covariancias maiores para 0 €rro
na estimativa inicial daqueles parametros que pouco afetam a funcao ob
jetivo, permite acelerar frequentemtne a velocidade de convergencia.

E necessario um estudo tedrico mais aprofundado da cons
tatacao acima, e do efeito do ruido de medidas, da convergencia do me
todo em si, bem come uma comparacao teorica entre o procedimento  pro
posto e o Matodo da Projecao do Gradiente. Deve-se. também efetuar tes
tes numericos maisvexaustiVos para confirmar a eficacia do metodo.
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APENDICE A

OBTENGAO DAS DERIVADAS PARCIAIS DO ESTADO EM RELAGAO AOS PARAMETROS
PELO METODO DE GERAGCAQ DE SOLUCOES UNITARIAS

Considere-se um sistema de equacoes diferenciais
X = f(x,u,t) - (A.1)
com condigao ‘inicial
x(to) = Xo
onde u e um vetor de n componentes dado por
u = u(a,t)
Com o intuito de obter as derivadas parciais do vetor
de estado x(t) em relacdo ao vetor de parametros a, no instante t, con

sidere-se a equacao diferencial variacional associada a Equacdo A.1 da

da por

6x = A(t)sx B(t)su

onde
A(t) - af(x,u,t)
ox ~ C(A.2)
B(t) - af(X,U,t)
au
Ao sistema autonomo dado por
6x' = Alt)sx' (A.3)
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esta associada uma matriz de transicao de estado S(t,t) que relaciona
alteracoes no valor de ax'(t) com variagcoes no valor de ax'(t), ou se

Ja
Sx'(t) = S(t,r)sx' (1) (A.4)

Pode-se obter a matriz de transigcao de estado S(t,t) me
diante a integracao do sistema de equacoes diferenciais

S(t,t) = A(t) S(t,T) | : (A.5)
sujeito a condicao inicial

S(t,t) =1 : (A.6)
onde I e a matriz identidade.

Pode-se obter diretamente a inversa da matriz S(t,T) me
diante a integracao do sistema de equagoes diferenciais

§7(t,1) = -S7M(t,1) A(t) | . (A7)
sujeito a condicao inicial

S(r,7) = 1 | (A.8)
onde I € a matriz identidade.

Supondq-ée que u(a,t) seja uma funcao continua no inter
valo [ti’ tk], que se conheca a variacao do.vetor de estado no instan
te t, pode-se escrever a variacao do vetor de estado num instante t per
tencente ao intervalo [t., tk],'Ax(t), como:

t :
6x(1) = S(6,t)ax(t)) + [ S(t,) B(s) sus) ds (A.9)

t.
i —
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Tal expressao pode ser reescrita como:

t .
x(t) = S(t, t)ex(t,) + J s(t,s) B(s) 2U(S) s gg -
i, o2a
1
n ot '
- s(t,t)a(t,) + J s(t,s) B(s) 2U) 4g s (A.10)
j=1 t aa J J
1

onde np € 0 numero de parametros.

Considere-se agora o0s Pj(t) definidos por

t

J s(t,s) B(s) 2U(8) 4q (A.11)
to %4

-
—
t
~

i

Derivando-se Pj(t) no tempolobtém-se

t

2 [s(t,5)7 S(ty,s) B(s)

oa . ot - 3a
J .

Baj t BBJ
1
- p(t) 24 L oA P4(t) (A.12)
24 . L

Considerando-se agora um instante tq onde ocorre uma des
continuidade no controle, tem-se a partir da imposicao de continuidade

do vetor de estado que:

ax(tg) =ty arg + ax e )< i) e A?((-.*')(‘tq) (A.13)
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Assim pode-se escrever que:

(+) (-) -(-) - (+) ‘
t = t t - t .
ex 7 q) §x* 7 q) + [x* 77 q) x q)] dt, (A.14)
e escrever x(t), caso u(a;t) seja continua por partes no intervalo [t

t] como:

nc

' o (=)
P.(t)aaj;z15(t,tqi)[x (tgq) -

i
w
—
—+
-
—+
o
~—
[e2)
X
—
t
~—
+
13
o

sx(t)
(+){t_:)] (A.15)
onde

nc - e o numero de instantes onde ocorrem descontinuidades;
tqi sao os instantes onde correm descontinuidades.

Para abreviar a notacao, definem-se

Y(t) = S(t,to)ex(to)
(A.16)

0;(8) = syt e - i )

No caso de se aproximar cada componente do vetor de con
trole por varias funcoes continuas do tempo e dos parametros, cada.qual
valida num intervalo [tqi-l’ tqij’ onde tqO e definido por t, e os tem
pos de quina nao-fixos sao funcoes do vetor de parametros a ser otimi

zado, be]a propria definicao de derivada, pode-se escrever as deriva
>das do vetor de estado x(t) em relacao aos parametros como:

3t .
(1) —a1 4 st t,) 2X(te) (A.17)
aaj aaj

Deve-se ter em mente que nos trechos onde u(a,t) nao de

pende de um determinado parametro a5s ter-se-a:
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au(t)
da .
aJ

= 0 ’ (A.18)

de tal forma que a Equacao A.12 se reduz a
P.(t) = A(t) P.(t) (A.19)

quando o controle u(a,t) independe do parametro aj, 0 que equivale a
dizer que conhecido Pj(ta) e dado que no intervalo [ta,tb} a derivada
au(t)/aaj satisfaz a Equacdao A.18, pode-se obter Pj(tb) por meio de

= S(t, .t ) P.(t)) (A.20)

P.(t bota) Ps(t,

Jb)

Desta forma, caso se propague a matriz de transicao de
estado, ou a sua inversa, de forma que'S(tb,ta) possa ser - conhecida,
pode-se dispensar a propagacao de Pj(t) entre t_ et atraves do  uso
da Equacdo A.12, no caso coincidente com a Equacao A.19.

v Caso, por particularidades do problema, nao seja vanta
joso propagar a matriz-de transicao de estado, poder-se-ia obter Di(t)
pela integracao de

D.(t) = A(t) D.(t) (A.21)
sujeito a condicao inicial

_ (=) : (+)
Dy (k) = B ) - %M (e 00 (A.22)
_ De forma analoga, poder-se-iam obter apenas as ns colu
nas sz(t,to) necessarias de S(t,t,), caso nao fosse conveniente propa
gar toda a matriz de transicdo, mediante a integracdo de ny sistemas

de equacoes diferenciajs da forma

$,(t,ty) = A(t) s, (t.to) (A.23)
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sujeitos a condicoes iniciais

a1

SQ(tOStO) = A, A, s A32, s By

1% T2Q

onde n & a dimensao do vetor de estado x(t), e Aij, o delta de Kronec

ker.

A partir da Equacao A.17 pode-se escrever:

ax(t) ‘ (o) (4. i st‘.
J J
» BX(to) 1
+ S(t,tqi) S(tqi’ to) —;r + Pj(t) (A.24)
J
onde
t
Pilt) - J S(t,s) B(s) 2uls) 4
. . an.
qQ1

que pode ser obtido pela propagacao entre tqi e t de

pi(t) = B(t) ault) , Ay PL(t)

0a
J

sujeita a condicdo inicial

Lt .) =0
PJ( q])
Desta forma, comparando-se a Equacao A.24 com a solucao
da Equacao Diferencial A.12, que e dada por
t .
S(t,s) B(s) au(s) ds

a.
0 9 J

Pj(t) = S(t,to) Pj(to) +

o
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pode-se verificar que se necessita integrar um Unico sistema de n equa
coes diferenciais por parametro a5 de forma analoga a Equacao A.12,
obtendo-se sx(t)/3a mediante a integracao de

P5(t) = A(t) Ej(t) - p(t) 2ult) (A.25)
aaj

sujeito a condicao inicial

b o(t,) = 2x(t) o (A.26)

J T
j

ate o primeiro tempo de quina t_ , instante no qual ocorre uma descon

1 -
tinuidade na derivada ax(t)/aaj, e onde se deve adicionar a Pj(tq ) a
1

variave]l Apj(tq1) dada por

ppot ) = ke ) - ke oy @ | (A.27)

voltando-se a éeguﬁr a utilizar a Equacao A.25 para propagar 5j(t) ate
o proximo tempo de quina, onde se deve adicionar uma nova . parcela,
Aﬁj(tq ) dada por '

2 R
- o e(9) (4, e tqs |
Pj(tqz) = [x (tCIz) - X r(tQ2)] ;— (A.28)
J

para voltar a utilizar a Equacao A.25 para a propagacao de ﬁj(t), e as
sim'por diante. Resumindo-se, adiciona-se, nos instante tqi posterio

res a tq , a 5j(t) parcelas dadas por
: 0

_ale) (+) i |
Apj(tqi) = [x (tqi) - X (tqi)] — | (A.29)
J

e usa-se a Equagao A.25 para propagar'ﬁj(t) entre dois instantes tqi

sucessivos.

A partir dai, pode-se concluir que a propagacao da ma

triz de transicao de estado ou sua inversa so permite a reducao do es
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forco computacional necessario para a geracao das derivadas parciais
do estado em relacao aos parametros, quando o numero de parametros 3

para 0s quais

au(t)

oa.
J

=0

num intervalo [ta,tb] e tambem Pj(té) # 0, for superior a dimensao n

do vetor de estado do sistema, x(t).

Caso se imponha que se

= au(t)

Pj(t) 20 e =0,VY te [ta,tb]
0d .
J
tenha-se
su(t) 0, v t st
04 . b
J

entao, para qualquer instante t* posterior ao instante tc’ no qual se
torna vantajoso propagar a matriz de transicao de estado ou a sua in

versa, vale

*) - “lriw
S(tf,t ) = S(tf,tc) ST(t ,tc) (A.30)
de forma que a geracao da inversa da matriz de transicao de estado per
mite a simplificacao do algoritmo e exige uam unica inversao de matri
zes para a obtencao de S(tf,tc) a partir de S'l(tf,tc).

Pode.se empregar este metodo praticamente sem alteracao
alguma em problemas onde existem vinculos de desigualdade na variavel

de controle da forma

Clx,u,t) 5 0 o (A31)
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onde C(x,u,t) e um vetor com um numero de componentes n, menor ou

. n
igual a c

Neste caso deve-se calcular normalmente o controle
u(a,t) atraves da fungao de interpolacao previamente escolhida e che
car se a Equacao A.31 e satisfeita, mas, caso contrario, deixar de cal
cular algumas das componentes do vetor de controle o(t) a partir das
componentes ui(a,t) da funcao u(a,t) proposta para o calculo do contro
le e obter tais componentes a partir da solucao da equacao

C(x,u,t) =0 (A.32)
" Devido a isto, caso n. seja igual a Nyes ter-se-a

M ozqg,¥ eV ' - (A.33)

aaj ' _

e caso n__ = n_, deve-se obter parte das derivadas aui/aaj diretamente

vC c’
e parte delas atraves da regra da cadeia, ou seja, supondo-se que ape
nas uma componente uk(t) nao seja obtida a partir de uk(a,t) e sim pe
la solucao da Equacao A.32, ter-se-a: '
du (t)  nc du, Bu; : ‘
k = 3 k ~ . (A.34)
sa. i=1 su. %a.
J izk J
Uma vez tomados todos estes cuidados podem-se usar, ‘pa
ra a determinacao das derivadas do estado eém relacao aos parametros,
as expressoes desenvolvidas para o caso de problemas sem vinculos vis

tas ate agora.



APENDICE B

COMPLEMENTACAO DA DESCRICAQ DO ALGORITMO NUMERICO

Dentro das analises preliminar e final dos resultados
apresentou-se uma serie de verificacoes que visavam garantir a conver
gencia do algoritmo numérico. Juntamente com tais verificacoes apresen
tou-se uma serie de criterios de ajuste dos pesos do algoritmo, de ca
rater puramente corretivo. Tais critérios nao permitem identificar que
a eventual causa de uma convergencia lenta € uma ma escolha dos pesos
do algoritmo, a nao ser que tais pesos levem a rejeicao de umu estima
tiva do incremento de busca. Esses critérios tambem deixam em aberto a
‘questao de como proceder nas iteracoes = subsequentes aquelas onde  se
satisfez a todos os testes linearizados de convergencia mas nao  aque
les de carater nao-linear. Neste apendice, discutir-se-a sobre . .estes
dois aspectos, apresentando-se conjuntametne uma serie de criterios de
ajuste adicional dos pesos do algoritmo e recursos extraordinarios de
aceleracao da convergencia. A seguir far-se-a um resumo do ‘algoritmo
sob a forma de uma seduéncia de passos. Dentre os recursos extraordina
rios para a acelerac¢ao da convergencia, destaca-se 0 uso de medidas adi

cionais z; definidas na Equacao 3.14.

Diversos autores da area de programacao nao-linear em
pregam em metodos de otimizacao de parametros de primeira ordem crite
rios de controle de passo, cujo objetiVo e manter em niveis satisfato
rios os efeitos da nao-linearidade. Tais criterios ou exigem o conheci
mento de derivadas pérciais de segunda ordem, o que implica umaltocus
to computacional, quando se tem que achar tais derivadas via integra
¢ao numerica; ou entao apenas apontam a ordem de grandeza  aproximada
do incremento de busca. Em vista disto, decidiu.se controlar os efeitos
da nao-linearidade atraves de um processo orientado de tentativa e er
ro, onde se decresce o valor do peso p em caso de quebra de linearida
de e aumenta-se tal valor caso os efeitos da nao-linearidade se mos
trem insignificantes. Ocupar-se-aaseguir da descricdo deste processo.

- B.1 -
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Ne fase de captura dos vinculos, deseja-se obter o mais
rapidametne possivel um vetor de parametros ao qual corresponda uma
trajetoria x(t) tal que os vinculos de contorro estejam contidos na
faixa do ruido. Assim, convem aumentar o peso p, quando se - constatar,
apos. se obter por integracac a nova trajetcria nominal, que a ’diferen
ca entre o valor previsto para o erro nos vinculos de contorno corres
pondentes a esta ncva trajetoria, e o valor real destes erros for pe
quena face a variacao prevista para tais erros, ou seja, se

([MT(i(tf,é):IT(é)] - [MT(',Q(tf),’a):I(E)] - [MaUAa)T:(-IaoAa)TJ[ <
T, T
| (M3,0a) 2 (15 02) " | (B.1)
onde

a - e o valor nominal anterior do vetor de paramg
tros a otimizar;

a - & o valor nominal atual do vetor de parametros
a otimizar;

Aa - & a diferenca 3 - 3;

X - e a trajetoria correspondente a u{a,t);

X - € a trajetoria correspondente a u(a,t);

I(a) e M(x(t),a) - sao os erros nos vinculos de contorno no ins
tante inicial e final, respectivamente, corres
pondentes ao vetor de parametros a e a trajeto
ria x(t);

M50 e Iéo - sao as matrizes de derivadas do erro nos ancE

Tos de contorno em relacao aos parametros em
torno da trajetoria x(t) e do valor nominal an
terior dos parametros.

e se ainda nenhuma das duas pultimas 1terac§es.tiver sido rejeitada por
quebra da linearidade e tambem se a matriz p recem-calculada tiver al
gum elemento p;; menor do que um. Constatado que se convem aumentar p,
deve-se refazer o calculo das matrizes diagonais Pepe daestimativa

a priori aAa.
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Recorda-se aqui que toda vez que ocorre guebra de linea

ridade deve-se reduzir p, e que nos casos onde nao se repetiu o calcu
1o do incremento de busca (Capitulo 5), deve-se tambem multiplicar o
peso p pelo escalar a,, pelo qual o incremento de busca e tambem multi

plicado.

SO:

onde

Na fase de busca do minimo, € conveniente aumentar p ca

nao tenha ocorrido quebra de 1inearidade ras duas ultimas ite

racoes;

os desvios causados pela nao-linearidade, nas componentes  do
erro nos vinculos de contorno, sejam menores que as correcoes

previstas em tais erros;

os desvios sejam pequenos face a diferenca entre o maximo  va
lor tolerado para 0s desvios e 0 valor atual destes; '

0 desvio devido a nao-linearidade no valor da funcao objetivo

seja pequeno face a variacao prevista desta funcao.

Tais exigencias podem ser escritas como’

Jba + G(x(tp), ) - 6(X(tp, )| < |65 0a] . e,
(@) - Ip].(é)l < ey m1n{|Ip].(5)-I(a)|,fea.ea- 1. [y (8.2)
_p/i:1;£
(x(tg),a) -Mp](i(tf),é)l < e, m1n{|_Mp1.(>'<(tf),é -
- M(x(te), @) [, .8, - [M(X(tp),E]) p/i=1,J
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Gao - & 0 gradiente da funcao objetivo em torno
da trajetoria nominal anterior e do valor
anterior, a, de a

G(x(t),a) - & o valor da funcao objetivo corresponden
te a um dado valor a do vetor de parametros
a otimizar e a trajetoria x(t);

Mi(x(t),a) e Ii(a) - séo respectivamente a i-esima  componente
de M(x(t),a) e I(a);

ey - e um par&metro escolhido convenientemente,
pertencente ao intervalo (0,1);

ea © éa - s3ao parametros que especificam o maximo va

lor tolerado para o erro nos vinculos;
.(a) - sao respectivamente a i-ésima  componente

de M(X(t),3) e I(3) definidos por
a) = M(i(tf),ﬁ) + M= 0a

(B.3)
1(8) = 1(3) + I3 02

Outro ponto importante e que, em geral, quando na fase
de busca do minimo se conseguem estimativas lineares do novo erro nos
vinculos de contorno cujo modulo € menor que o modulo destes erros, po
de-se acelerar a convergencia diminuindo-se Be ép-Quando, por sua vez,
todas as componentes da estimativa 1linear do novo erro nos  vinculos
de contorno tem valores em modulo inferiores aqueles do erro nos vincu
los propriamente dito, ja e praticamente certo que a reducao de 8 e ép
levara a um aumento da velocidade de convergencia. Para verificar tais -
condicoes deve-se ter em mente que a estimativa linear do novoerro nos

vinculos e dada por:

onde



P
. - - - -
Mp(x (tf),a + Aa) Mioa + M(x(tf),a)
e

Mé e Ié - sao as matrizes de derivadas parciais dos erros nos vfg
culos de contorno no instante final e inicial, respecti
vamente, em relacao aos parametros em torno da atual tra
jetoria nominal e do valor nominal atual dos parametros;

¥ - e 0 incremento de busca no vetor de parametros;

x'(t) - e a trajetoria correspondente a u(a + aa,t).

Quando se tem concomitantemente a reducao dos vinculos

de controno e da funcdo objetivo, tem-se tres alternativas para melho

rar a velocidade de convergencia:

a)

aceitar o incremento de busca obtido e partir para umanova ite
racao com menores valores de g e ép se ele nao violar as condi
coes abordadas na Sub-secao 4.2.5 e ainda se:

[Ipi_(a +83)| < |1,@)] - p/i=t,

(B.5)
|M x'(te),d + 23] < |M(xt)a)| p/i=1,
onde Ip (3+243), M(x '(tf),54-A5), I(3) e M. (x(tg),a) s res
pectivamente a i-ésima componente de I(a + 5) M( "(t ) +

b)

Aa), 1(a) e M(x(tc),a);

armazenar a estimativa obtida e repetir o calculo do incremen
to de busca com menores valores de B e ép, tomando-se como in
cremento de busca aquele armazenado se esta nova estimativa vio
lar alguma das condicoes abordadas na Sub-secao 4.2.2, ou a no
va estimativa em caso contrario. Pode-se repetir eventualmente
0 cilculo do incremento de busca até se obter uma estimativa
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insatisfatoria ou até que se supere um limite maximo preespeci
ficado de repeticOes destes calculos, tomando-se como incremen
to de busca o ultimo valor satisfatorio obtido;

c) armazenar a estimativa obtida e filtrar uma medida adicional
zy', definida na Equacao 3.14, calculada pela solucao do siste

ma de inequacoes abaixo

z!" <0
|23 = [Gz0a|las + 1/2(sng(G58a) + 1] (B.6)
23" - Gnal s 6: P61

onde

sng(y) e uma funczo que valo 1 sey >0, -1 sey<0e0. se
.y=09

e cuja covariancia também sera adotada como e’/3. Caso esta no
va estimativa seja capaz de satisfazer as condicoes abordadas
na Subsecao 4.2.3, ela sera adotada como o novo incremento de
busca; caso ela nao seja satisfatoria, o incremento de  busca
ser a estimativa armazenada. Convém, no caso da filtragem des
ta medida adicional dar resultados positivos, reduzir 8 e ép

Tambem pode-se eventualmente filtrar mais de uma medida acidio

nal zy', analogamente a0 caso anterior.

Para completar a descricao do algoritmo numerico utili
zado e para esclarecer melhor os topicos abordados no Capitulo 4 e nes
te apendice, descreve-se a seguir o algoritmo como uma sequencia de

passos.
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19 PASSO

Leia os dados e imprima-os, faca sa = 0, IVINC = 0 (nao se satis
fizeram os vinculos de contorno). IE = U, LINEAR = 0 e Ca]éu]e R por
meio da Equacao 4.2. Se todos os parametros influem no valor da funcgao
objetivo, deve-se fornecer valor de 85 e Bpo iguais a 1.

20 PASSO

Integre a trajetoria correspondente a u(a + sa,t) e gere as deri
vadas parciais correspondentes. Se IE = 0, va para o 59 passo.

30 PASSO

Se IVINC = 0 e a Desigualdade 4.40 for satisfeita ou se IVINC = 1
e as Desigualdades 4.44 e 4.46 forem satisfeitas, va para o 59 passo.
 Caso contrario, deve-se considerar que se convergiu, e ir para o180 pas
so se a Desigualdade 4.26 for satisfeita e IVINC = 1, e considerar que
se estimou mal aos erros de integracao, indo para o 129 passo se a De
sigualdade 4.26 for satisfeita e IVINC = 0 . N

49 PASSO

Faca LINEAR = 0. Se p.. > 2, ¥ i/1 =152+ je IVINC = 0, dimi
nua p e va para o 69 passo. Caso contrario, multiplique p e 2a pelo va
Tor de o, obtido pela solugcao da inequacao correspondente a  condigao

violada e va para o 29 passo.

50 PASSO

LINEAR+T,
0. Impri

Monte a matriz H definida na Equacao 3.5, faca LINEAR
IE =1, @ = a + na, REPETE = 0, CONT = 0, NREJ = 0, e CASO
. ma os vetores a,x(tgy), x(tf) e 0 erro nos vinculos de contorno no ins

tante final e inicial.

69 PASSO

Calcule a ee'e as matrizes Pep. Va para o 89 passo se LINEAR = 2
ou se CASO = 0.
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79 PASSO

Se IVINC = 0, a Desigualdade B.1 € satisfeita e 3i € [N/ 1=izj+
+1 e pij < 1 ou se IVINC = 1 e a Desigualdade B.2 e satisfeita, aumen

te p.

80 PASSO

Faca 4a = -pGg. Calcule o vetor de observagoes z por meio da Equa
¢ao 4.6, aplicando a seguir o Filtro de Kalman, de preferencia sequen
cialmente, para obter uma estimativa ara do incremento de busca no ve
tor de parametros. Faca CONTOU = CONT.Fvé para o 139 passo se IVINC=1.

99 PASSO

Se a Desigualdade 4.13 for satisfeita, faca IVINC = 1, e va para
0 130 passo. '

109 PASSO

Se a'Desigua1dade 4.9 nao for satisfeita, faca CASO = 1 e diminua
p. Se a Desigualdade 4.10 nabﬂfor satisfeita, multiplique p pelo valor
de oy dado pela Desigualdade 4.11 e faca CASO = -1. Va para o 59 passo
se CASO = 0.

110 PASSO

Se a Desigualdade 4.26 for satisfeita, ou se a Desigualdade 4.12
for satisfeita e CASO = 1, faca CASO = -2. Se CASO = -1 va para o 109
passo. Se 3 i EN/1 i< j+1e 045 < 1, aumente B8, ép e tambem B,
e spo se algum parametro nao influir no valor da funcao objetivo. Va

para 0 69 passo.

120 PASSO

Caso os modulos das componentes do erro nos vinculos de contorno
sejam todos menores que Cinc.éa e Cinc > 1, faca IVINC = 1, éa = Cinc.
éa’ Cinc = 1, p = p* e volte para o 69 passo. Caso contrario, faca IE=
0, p = p* e va para o 69 passo.
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130 PASSO

Se a Desigualdade 4.14 for satisfeita, va para o passo seguinte.
Se REPETE = 1, va para o 170 passo. Faca NREJ = NREJ + 1. Se as Desi
gualdades 4.14 a 4.18 forem satisfeitas ou se NREJ > NREJmax, verifi
que se a Desigualdade 3.62 e satisfeita, indo para o 170 passo em caso
afirmativo. Se g 2 B, e ép > Bpo’ diminua p. Se § < g,, aumente B, e
se ép < spo, aumerite ép. Faca CASO = 2 e va para o 69 passo.

149 PASSO

Se a Desigualdade 4.19 for catisfeita, va para 0 proximo passo. Va
para o 179 passo se REPETE = 1. Faca CASO = 3 e NREJ = NREJ + 1. Se as
Desigua]dades 4.15, 4.20 ou 4.26 forem satisfeitas va para o 189 passo.
Se a Desigualdade 4.21 for satisfeita ou NREJ > NREJmax, verifique se
a Desigau]dade'3.62 e satisfetia, indo para o 189 passo em caso afirma
tivo. Se nao houve convergéncia, diminua B e ép e va para o 69 passo.

150 PASSO

Se as Desigualdades 4.23, 4.25 e 4.28 forem satisfeitas, va para
0 proximo passo. Se a Desigualdade 4.26 for satisfeita e REPETE = 0,va
para o 189 passo. Multiplique sa pelo escalar o, obitdo da  inequacao
correspondente (4.23, 4.25 ou 4.28). Se REPETE = 0, multiplique tambeém
a p pora,. Volte ao inicio do passo. =

160 PASSO

Se IOPT = 0, NREJ = 0 e a Desigualdade B.5 for satisfeita, dimi
nua g e ép. Va para o sequndo passo se: IOPT = 0; LINEAR < 2; ou REPETE
=0e Ep(x'(t),é + Aa) > E(é),‘onde E(a) e definido na Equacao 3.9. Se
REPETE = 1 e GaAa < Gy a% va para o proximo passo. Se E(x(t),a
+ Aa) < E(a) va para o segundc passo. Faca REPETE = 1, CONT = CONT + 1.
Se CONT » CONTmax, yé para o sequndo passo. Faca aa* = pa, B* = 8 , s;
= 8. Se IOPT = 1, diminua B e ép e va para o 69 passo. Se IOPT = 2 fa

. _ 2
ca Rg+j+1 - em/3’ h2+j+1
B.6, aplicando, a seguir, o Filtro de Kalman para filtrar esta nova me

= Gé e calcule z;' por meio das Desigualdades

dida e indo para o 139 pdsso.
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170 PASSO

Se IOPT = 2 e CONT 2z 2 diminua B e ép. Faca A3 = Aa*, B = B* e

B = g*
P
189 PASSO

Tmprima o vetor de parametros a otimizar a, 0 vetor de estado nos

instantes t, e tf, a fungao objetivo, o gradiente da funcao objetivo,

a projecao do gradiente da funcao objetivo no hiperplano tangente as

restricoes, o erro nos vinculos de contorno, o numero de iteracoes efe

tuadas e pare.

Finalmente, o algoritmo aqui descrito exige que se for

necam como dados de entrada:

a)

b)
c)
d)

e)

h)

valores de partida para a, ps B, ép, Bo,~6p0;

0 erro numerico desprezivel €ns €5 f 3

ea

91nt, IOPT, ag, Az, €43
MAXrej, NREJmax;

razoes de decrescimo de B e ép, respectivamente chamadas az e

aép’ que devem ser usadas em caso de se tentar acelerar a con
vergencia;
~

a razao usada para aumentar p quando isto for vantajoso;

a razao usada para diminuir p, nos casos emque ha rejeicao da
da estimativa e nao se especifica tal razao de decreéscimo  no

proprio algoritmo;

valores de referéncia para as razdes de decréscimo de B e ép,
em caso de rejeicﬁo de aa, por nao levar a reducao da  funcao
objetivo; estas rézBes dévem ser o 1nversb das usadas para. al
terar g e ép no 13Q-passo. Caso, ao se alterar B e ép, se pas
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se a rejeitar a estimativa do incremento de busca que exija a
alteracao no sentido inverso de 3 e ép, sabe-se que ha valores
satisfatGrios de B e ép entre 0s valores atuais e os valores
usados antériormente. Deve-se usar, entao, um esquema semelhan
te ao.de biseccao para achar valores satisfatorios para estes

parametros.



APENDICE C

PARTICULARIDADES DAS SOLUCDES COM TEMPOS
INTERMEDIARIOS A OTIMIZAR

Tratar-se-a aqui de particularidades especificas daque
las funcoes u(a,t), onde: a j-esima componente do controle e aproxima
da por varios arcos de polinomio, cada qual usado para a obtencao  do
controle no intervalo t. ., t. .

. ' _ o _ 331’ Jslt ]
na esta sujeito a variacao; caso ambos 0s tempos de quina estejam su

s pelo menos um destes tempos de qui

jertos a variagao, nenhum vinculo de igualdade relaciona 2 variagae

destes tempos de quina entre si.

Em todas as iteracoes os tempos de quina devem estar or -

denados, obedecendo, portanto, a

tj,i < tj,'i{l (c.1)
onde

tj . corresponde ao tempo inicial, comum a todas as componentes;

tj £ corresponde ao tempo final, comum a todas as componentes.

Assim sendo, numa iteracao tipica, tem-se inicialmente

valores iniciais ou nominais de dois tempos de quina sucessivos tj ;e
b

tj,1+1 tais que:

5. 5 Yia | (c.2)

IA

e deseja-se nao so calcular um incremento de busca no vetor de parame
tros que proquue a caminhada na direcao da solucao do problema restri
to de otimizacao de parametros, como tambem nio provocar a violacao do
vinculo da Desigua]dade'C.1, ou seja, deve-se'ter

t. .+ At. - < t. . (C.3)

Js1 Js1 \]31 Atj11+l
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Frequentemente, tal desigualdade nao e respeitada, nao
so porque eventualmente se tenham incrementos no vetor de -~ parametros
muito grandes, como devido ao fato de gue uma ma escolha da forma da
funcao de interpolacao ou do valor inicial dos parametros que caracte
rizam esta funcao, péra um dado trecho, pode criarva posssibilidade de
que a melhor maneira de reduzir o erro nos vinculos de contorno ou 0
valor da funcao objetivo seja mover os tempos de quina que delimitam o
intervalo um ém direcao ao outro, diminuindo assim a influencia negati
va da ma escolha dos parametros, ou da funcao de 1nterp01a¢50 pela re
" ducao do intervalo onde eles atuam. Outra possibilidade e que a fun
¢do de controle u(t) seja de tal forma que a derivada de uma de  suas
cbmponentes em relacao ao tempo seja demasiadamente grande, a ponto de
exigir que dois tempbs de quina sucessivos fiquem muito proximos, para
que seja possivel obter uma boa aproximacao de u(t) com a funcao de in
terpolacao u(a,t) proposta. Um bom exemp]b, deste caso e o da éproximg
¢3o do controle por 4 segmentos de reta com tempos intermediariosa oti

mizar (Capitulo 5).

0 uso do Filtro de Kalman para a determinacao do incre
mento de busca no vetor de parametros permite um controle mais  facil
deste problema, uma vez que se'pode alterar a covariancia de algumas
componentes da estimativa a priori, para impedir que>os tempos de qui
na cruzem, ou ate mesmo filtrar medidas extraordinarias para remediar
tal fato, caso este ocorra. Optou-se, apos algumas verificacoes experi
mentais, pela adocao de um esquema baseado na filtragem de medidas ex
traordinarias pe]obfatode este metodo nao interferir com o  andamento

do algoritmo numérico quando n3o ocorre problema algum.

Este método consiste em, uma vez obtido um  incremento

de busca tal que para dois tempos de quina sucessivos tj ;€ tj i1 nao
se verifique a Desigualdade B.3, aplicar medidas
Z* = (1/at3)[tJ,1+l - tJ,1] (6.4)

onde a;, e um parametro maior ou igual a um,
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com covariancia

R* = z%2/12 - (C.5)
onde

z* = h*aa + R¥
e

~ . ( .
e [ 2an " Y R RLE
= t. . °? t., . ° >
0d) = 51 0d» =),
tj,1'+1 tj,1+1

Obtida uma estimativa que nao vicle a Equagao C.3, ini
ciam-se as verificacoes da qualidade do incremento de busca obtido, des

critas no Capitulo 4.



APENDICE D

FORMULAS PARA 0 CALCULO DO NOMERO DE OPERACOES ARITMETICAS
REQUERIDAS PARA O CALCULO DO INCREMENTO DE BUSCA POR
DIVERSOS METODOS SUBOTIMOS

Este apendice tem por objetivo fornecer ao leitor al
guns subsideios para uma melhor comparacao entre os metodos subotimos
de primeira ordem de restricaono controle, citados neste trabalho, no

tocante ao custo computacional.

Uma vez que o numero de integragoes a serem efetuadas
por iteracao independe do metodo escolhido, e sim apenas do numero de
parémetros‘e da dimensao do vetor de estado do sistema, as diferencas’
de custo computaciona1'de uma iteracao tipica entre os diversos meto
dos subotimos por restricao no controle de .primeira ordem estdo direta
mente relacionadas com o nimero de operacoes aritmeticas requeridas pa
ra determinar o incremento de busca propriamente dito, a partir do co
nhecimento de uma dada trajetoria de referencia e das derivadas par

ciais correspondentes.

Em geral, o custo computacional da determinagac do in
cremento de busca no vetor de parametros e bastante inferior ao da ge
racao da trajetoria de referéncia‘e das derivadas correspondentes. No
enténto, isto pode deixar de ser verdadeiro, quando se tem um  numero
de vinculos muito grande ou entao um numero de parametros muito maior

que o numero de vinculos.

0 numero de operacoes requeridas para a determinacao do
incremento de busca dependera, no caso do procedimento proposto, do mo
do de aplicacao das equagoes do Filtro de Kalman, sequencial ou nao se
quencial, e da versio usada. de tais equacoes. Neste apendice abordar
-se-ao aspectos do custo computacional de épenas tres versoes das equa
coes do Filtro de Kalman, justamente aquelas apresentadas no Capitulo
2.
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Pelo fato de o metodo de Ceballos (1979) determinar, nu

ma iteracao tipica, o incremento de busca por meio de um outro proces

so iterativo, existe uma certa dificuldade de comparar até mesmo o cus

to computacional da determinac¢ao do incremento de busca deste metodo

com o dos demais metodos.

por:

K1

K2

K3

K4

K5

Para eféito de preenchimento da Tabela D.1 definem-se

- 0 numero de operagoes aritmeticas necessarias para obter

o incremento de busca utilizando-se ao aplicar o procedy
mento proposto, das equagoes do Filtro de Kalman apresen
tadas por Bryson e Ho (1975) de forma nao sequencial;

0 numero de operacoes aritmeticas necessarias para obter
0 incremento de busca utiiizando-se, ao aplicar o procedi
mento proposto, das equacoes do Filtro de Kalman apresen
tadas por Bryson e Ho (1975) de forma sequencial;

0 numero de operac6gs necessarias para obter o incremento
de busca uti]izahdb-se, ao aplicar o procedimento propos
to, das equagoes do Filtro de Kalman, tal como apresenta
das por Liebelt (1967), nao sequencialinente;

0 numero de operagoes necessarias para obter o incremento
de busca uti]izandb—se, ao aplicar o metodo proposto, das
equacoes do Filtro de Kalman, tal como apresentadas  por
Liebelt (1967), sequencialmente;

0 numero de operacoes necessarias para obter o incremento
de busca mediante a aplicacao do procedimento  proposto,
e mediante a aplicacao nEo-éequencia] das equacoes do Fil
tro de Kalman tal como abresentadas por Jazwinski (1969),
Equacao 2.22.



K6

Nw

Nproj

Nproj

C1

c2

Max1

Max2

np
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o numero de operagoes necessarias para obter o incremento
de busca mediante a aplicacao do procedimento  proposto,
e mediante a aplicacao sequéncia] das equacoes do Filtro
de Kalman tal como abresentadas por Jazwinski (1969);

o nimero de operagoes necessarias para cbter o incremento
de busca mediante o uso do metodo de Willianson (1971);

o numero-de operacoes requeridas para obter o incremento
de busca via metodo da projecao do gradiente, obtendo-se
a matriz de projecac e a matriz de correcoes via inversac

de matrizes;

0 numero de operacgoes requeridos para obter o incremento
de busca via métodb da projecao do gradiente, quando se
usam as relacoes recursivas péra achar a matriz de proje
cao, e quando‘se calcula o incremento de correcao do erro
nbs vinculos juntamente com tal matriz; | '

0 numero de operac¢oes aritmeticas requeridas por iteracao
de busca de uma soiucﬁo viavel pelo algoritmo Simplex, no
caso de se aplicar o método de Ceballos (1979) para resol
ver o problema restrito de otimizacao; '

0 numero de operacoes aritmeticas requeridas por iteracao
de busca do minimo do algoritmo Simplex, caso se resolva
0 problema restrito de otimizacao com o metodo de Ceballos
(1979); '

o limite superior do numero de iteracoes da fase de busca
de uma solucao viavel do Simplex no caso do metodo de Ce
ballos (1979;

0 limite superior do numero de iteracoes da fase de busca
do minimo do Simplex do caso do metodo de Ceballos (1979);

o numero de parametros a otimizar:
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m - 0 numero de vinculos.
Definidos tais parametros pode-se montar a Tabela D.1:

TABELA D.1

PARAMETROS DE AVALIACAO DE CUSTO

PARAMETRO EXPRESS;O DE CALCULO O
K1 | dnp*m + 4m*np + 2m® + 3np.m - m?/2 + m/2 - 1
K2 7np?.m + 4np? + Snp.m + np
K3 dm*>.np + 2m® + 4m.np - m*/2 + m/2 + np - 1
K4 4np?.m - 4np® + Sm.np + 4np + m
K5 dm*np + 2m® + 4m.np - m*/2 + m/2 + np -1
K6 dnp.m®* + 4np2.m - 5np® - np? + 10np.m + m - 2np
Nw 2(np +m)® + (np + m)?/2 - (np + m)/2 -1
C1 5np + 3m + 3
c2 anp + 2 .
Max 1 (2np + m)(2np +m - 1)(2np + m - 2)/3!
Max2 (2np)(2np - 1)(2np - 2)/3!

Deve-se notar que algumas versoes do Filtro de  Kalman
permitem obter o incremento de busca sem que para isto seja necessario
obter a matriz de covariancia do erro em tal incremento; tal fato e
uma das causas de diferehca entre os valores de K1, K2, K3, K4, Kb e
K6.

Assim, no caso de se utilizar das expressoes do Filtro
de Kalman, proposta por Liebelt (1967) e Jazwinski (1969), a obtencao
de tal matriz pode ser feita posteriormente a determinacao do incremen
to de busca. Necessita-se efetuar 2np.m operéc6es para obter tal ma
triz caso se utilize a versao do Filtro de Kalman apresentada por Lie
belt (1969) de forma néo-sequenc1a1, e 2np operacoes adicionais  para
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obter tal matriz, caso se empregue sequencialmente esta versao da Fil
tro de Kalman. Casc se aplique a versao do Filtro de Kalman ‘apresentg
da por Jazwinski, néo-sequencia]mente; necessita-se efetuar um  total
de 2np® + 5m.np? opérac6es pra obter tal matriz, e caso se aplique se
quencialmente tais equa¢6es, 4np? + 2np operagoes aritmeticas.
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