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ABSTRACT

A numerical method for solving diffusion problems is
developed, particularly for a class of transient process field
problems, using a finite element approach. The method is developed
considering time as a variable of the same kind as the space
vartables, and uses triangular elements at (x,t) plane, Z.e.,
space-time elements. The problem is not treated by variable space and
time separation, because in this case 1t does not give crossed
contribution in time at the space-time net. The method makes possible
to build computer programs where inictal and boundary conditions are
done as data , so it becomes possible to study optimization of
prajects, in cases where other methods (finite differences) have not
applicability because, for them, it is necessary to construct a new
computer program for any new boundary condition.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

Problemas de difusao podem ser resolvidos, de forma apro
ximada, por diversos metodos numéricos. No presente trabalho estuda-se .
a aplicacdo do conceito de elementos finitos para a resolucdo numérica
de alguns problemas deste tipo, utilizando espaco e tempo como varia

veis nodais do elemento.

A equacao representativa desta classe de problemas para
0 espaco tridimensional € dada por

2 a2 2
aﬂ-fba_u.f.ca_u.i.d_a__u]:

ot LU ax? ay? 322
- )
=qf[ﬂ,_&,ﬂ'_‘,u, Xy ¥Ys Z, tJ s (1.1)
Uax - sy oz

onde os coeficientes podem ser parametros ou funcoes de x, y, z e t.
NeWe114(1977) analisa teoricamente a equacao

N u2) 4 NG (U%) (1.2)

at  ox?

quanto a estabilidade em sua parte temporal, apos ter solucionadoa par
te espacial, para esquemas de diferencas finitas de 1@ ordem, explici
tos e implicitos, concluindo que, no caso dos sistemas explicitos, de
pendendo do valor de At/(ax)?, usando diferencas "forward", o Sistema
e estavel para & < 0 (8 eaconstante de Landau); utilizando diferencas
centrais ele e incondicionalmente instavel; e usando - diferencas
"backward" o sistema & estavel para 6§ > 0. Concluindo ainda que, no ca
so dos esquemas implicitos, usando diferencas “forward" ou centrais,
- existem apenas centros estaveis, sendo a solucao ondu1at6ria; ja para
-diferencas "backward" o sistema sempre & instavel.



Ewing e Falk (1979) estudam a equacao

B \ .
ig_a_u= q(x)u (1.3)
at  ax?

resolvendo primeiro a parte espacial, utilizando depois um esquema
Crank-Nicholson-Galerkin para analisar a parte temporal; para isto in
‘troduzem seis lemas e tres corolarios a ser satisfeitos para que a so
lucao da Equacao 1.3 sejé estavel; isto tudo apenas teoricamente.

1

Finalayson (1980) analisa a equacao

2 R
oC a°c acC (1.4)

e conclui que a solucao da parte espacial obtida por diferencas fini
tas usa menos tempo de computador do que a solucao por elementos fini
tos, a qual por sua vez e mais precisa. Ja para obter a solucao da par
te temporal ele apenas comenta haver utilizado um Runge-Kutta para equa
coes diferenciais ordinarias. |

Evans e Benson (1980) analisam a equacdo

2 . . )
aF _3°F f(x,t,F) : (1.5)

a3t ax?

concluindo, baseados em seus resultados numericos, que o conjunto de
equacoes lineares, proveniente da resolucao da .parte espacial desta
equacao, por um esquema de diferencas finitas central de 22 ordem, &
inconsistente quando os pontos da malha sao ordenados da maneirausual,
procurando resolver o sistema utilizando a teoria da  sobre-relaxacdo
sucessiva.

_ ~ Arnold et alii (1981), apos analisarem teoricamente  a
equacao



2
W _3W_ ey, t, (1.6)

at  ax? 3X-

afirmam que, utilizando elementos finitos para solucionar equacoes di
ferenciais parciais do tipo parabolico, € tipico usar um metodo imp1i
cito de diferencas finitas para resolver o sistema de equacoes diferen
ciais ordinirias proveniente da discretizagao, por elementos finitos,
da parte espacial da Equacao 1.6. Afirmam tambem que os esquemas expli
citos geralmente nao fornecem aproximagoes estaveis se o passo no tem
po e o parametro da malha nao tenderem a zero independentemente.

Cook (1982) analisa teoricamente a equacao

2 ) .
_ou au (1.7)

utilizando diferencas finitas centrais de 22 ordem para resolver a par
te espacial, repetindo o procedimento para resolver a parte temporal,
concluindo que no intervalo G < x < 1 obtém-se um erro minimo se

At 1

- b

frav)2 (
(8x) 4 senZ[N' 1 T }
: ' 4 N+ 1

onde N & um parametro ligado ao nimero de passos; sem entretanto forne
cer dados, ou seja, dar a ordem do erro minimo.

Keramidas (1980) analisa a equacgao

o2 [y o], 0.8)

introduzindo parametros que tornam compativel o uso de coordenadas ge
neralizadas para resolver a parte espacial da Equacdo 1.8, obtendo um
‘sistema de equa¢oes diferenciais ordinarias. Afirma tambem que a parte



temporal e resolvida por meio de um esquema de diferencas  “"backward"
de 42 ordem, obtendo uma solucao estavel, sem entretanto incluir esta
solucao ou seus resultados numericos em seu trabalho.

Donaee e Evans (1982) analisam o sistema de equacoes

L | ‘ (1.9)
ot ox? .
para
Ul 0 -1
W= e a=| .
v 1 0

utilizando um esqdema de diferencas finitas central de 22 ordem denomi
nado Metodo de Hopscotch, o qual afirmam ser um método incondicional
mente estavel. Os resultados numericos por eles apresentados variam de
0,1 a.10% em relacao a solugao analitica correspondente.

Outros autores, como Mingyou e Thomee (1981) e  Thomee
(1980), estudam diretamente as equacoes diferenciais ordinarias do ti
po parabolico de 19 grau que surgem épES a resolucao da parte espacial
de uma equacao diferencial parcial do tipo parabotico de 29 grau.

.Uma das tendencias atuais para resolver equacoes diferen
ciais parciais do tipo parébé]ico de 29 grau consiste na uti]izacéo de
metodos desenvolvidos para computadores hibridos, tais como o metodo
CSDT (Continuous Space-Discrete Time) e o metodo DSCT (Discrete Space-
-Continuous Time). '

Zboril (1979) analisa a equacao

2
_3__U_3_U_= 9 (1.10)

ax? ot



aplicando o método CSDT no qual a parte temporal e tratada por um es
.quema de diferencas finitas "backward" de 12 ordem. No final do traba

_ Tho ele apresenta uma tabela em que o erro entre a solugcao exata e a
solucao numerica varia de 1,6% a 46,3%. |

Neundorf e Schoenefeld (1980) analisam a equacao

2 .
N ax,t) &Y 4 F(x,t,0) | (1.11)
at ax2

por um método CSDT, denominado método das linhas, e concluem que as so
lucdes CSDT em computadores hibridos sao promissoras quando erros deyi
dos a atraso.(delay) forem compensados iterativamente em periodos cur
tos e por formulas de 12 ordem para fazer a realimentacao (playback).
‘Afirmam, ainda, que no caso de usar formulas iterativas de ordem supe
rior, para a realimentacdo, serd necessario um acréscimo consideravel
de equipamento analogico.

“Murthy et alii (1981) concluem, apos analise da equacao
s (1.12)

que a tecnica de diferengas finitas "backward" de 12 ordem, no metodo
CSDT, € estavel quando as raizes da equagao caracteristica estiverem
internas a um circulo de raio unitario, isto e, ela sera M-estavel; ja
no caso de diferencas "forward" de 12 ordem, ela sempre € instavel.

‘Lawson (1981) analisa a equacao
_— = T (1.13)

em duas fases. Primeiramente, utiliza, em sua parte espacial, um métg
do DSCT de diferengas centrais de 22 ordem e, em sua parte temporal, um



integrador simples (ODE). Depois, utiliza em sua parte espacial, um me
todo de diferencas centrais de 23 ordem para computadores digitais e
na parte temporal, o mesmo integrador simples. Ao comparar tais proce
dimentos conclui que a precisdo dos dois metodos € equivalente.

Webb e Murthy (1981) analisam a equacao

2
oy _ 27U (1.14)

at  ox?

por um metodo CSDT, concluindo que diferencas finitas "forward" de 12
ordem sdo instaveis, enquanto diferencas finitas “"backward" de 12 or
dem sao M-estaveis se o tempo for restrito em funcdo da ordem deseja
da; afirmando, ainda, que esquemas de diferencas finitas de 22 e 32 or
dem s3o apenas fracamente M-estaveis.

0 objetivo deste trabalho e estudar solucOes de equagoes
de difusao atraves de tecnicas de elementos finitos, tratando a varia
vel de tempo do mesmo modo que as variaveis de espaco, e comprovar a
viabilidade do metodo proposto atraves de aplicacoes.

0 Capitulo 2 mostra o modo com que problemas de difusao
vem sendo resolvidos pelo metodo de diferencas finitas. Analisa-se co
mo exemplo a equacao

32U U

0 3% g

0, (1.15)
ax2 ot .

denominado Problema 2.30. Neste capitulo também € dado o conceito de

~ problemas de difusao, alem da especificacao de diversas categorias de

formulas de recorrencia usadas pelo método de diferencas finitas.

0 Capitulo 3 descreve os fundamentos basicos do método
de elementos finitos e a maneira usual adotada pela literatura disponi

vel quando o método de elementos finitos € usado em problemas de difu



sao. A descricao e feita uma vez em formulacao variacional e outra uti
lizando residuos ponderados (metodo de Galerkin).

No Capitulo 4 & dada a descricao e formulacao do - metodo
aqui proposto para solucionar problemas de difusao, utilizando a tecni
ca de elementos finitos. Também & dada uma visdo geral do funcionameg
to do programa computacional, o qual & todo desenvolvido em fungdo des
te metodo.

No Capitulo 5 sao feitas as aplicacoes do metodo e estu
dada a sua convergencia, enquanto no Capitulo 6 s3o apresentados os co
mentarios e conclusoes finais.






CAPTTULO 2

PROBLEMAS DE DIFUSAO E RESOLUCAQ PELO
METODO DE DIFERENCAS FINITAS

2.1 - INTRODUCRO

Neste capitulo da-se a conceituacao de problemas de difu

sao.

Introduz-se o metodo de diferencas finitas aplicadoa pro
blemas de difusao para possibilitar uma comparacao entre o metodo de
diferencas finitas e o metodo de elementos finitos proposto neste tra
batho.

2.2 - DEFINICAO DO PROBLEMA GERAL DE DIFUSAO EM SISTEMAS CONTINUOS

0 modelo matematico de um problema de difusao consiste
em um sistema de equacoes diferenciais, do tipo parabolice, o qual go
verna o fendmeno em estudo. A sua solugao fornece o comportamento das
variiveis envolvidas a partir de condic5es iniciais e Taterais de con

torno.

Considere-se um par de equagoes diferenciais parciais de

12 ordem em U e V, como a seguir:

A113—U+A123—U+A13ﬂ+A1ka_V=os
ax ay X oy
(2.1)
A213—U+'A22—3—U+A23 ﬂ*’ Azu’a—v‘=0 ’
X ay X oy

onde os coeficientes Aij’ para i=1, 2ej=1, 2, 3, 4, sao funcoes de
Ue \, mas nao de x e y. Sistemas deste tipo normalmente sao nao-linea

-
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res. Tendo em vista que x e y nao aparecem nos coeficientes, o sistema
pode ser reduzido a linear, intercambiando as variaveis dependentes e in
~ dependentes, isto e, x e y devem ser considerados funcoes desconhecidas
_deUeV.

Supondo que a solucao do Sistema de Equacoes 2.1 tenha al
cancado um estado como mostra a Figura 2.1 conhecem-se a solucao ate a
curva ABC, os valores de U e V no ponto B e todas as derivadas dirigi
das para a regiao abaixo da curva; U e V sdao continuamente diferencigl
veis ao longo da curva ABC.

\

A S3S0LUGAO CAMINHA
PARA FORA

 EMMesverses me= T

Fig. 2.1 - Dominio em problemas de difusao.

Entao, denominando s a distancia entre dois pontos quais
quer as derivadas direcionais ao Tongo desta distancia sao dadas por

aU _ aU ax , U 2y
9S 9X 23s dy oS

| (2.2)
v _aVoax , aVay

3s 3aX 9s y 23s

]



-1 -
e as derivadas direcionais no ponto B ao longo da curva sao formuladas

como segue

Udx  aldy U
9x ds  ay ds ds

aVdx | aVdy _dv
ax ds 3y ds ds

onde
dx _ ax
ds 3s
dy _ 3y
ds 3s
U _ au
ds 3s
av_av
ds 39S
Colocando os Sistemas 2.1 e 2.3 na forma matricial obtem
-se '
FAll Ao Ais Ay l r-BU/3X— —O ]
Rzx A2 Az Apy al/ay | -0
. = (2.4)
dx dy 0 0 aV/ax | | dU .}
0 0 dx dy | [ aV/ey |} Ldv] -
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Por hipotese conhecem-se U e V, em B, e a curva ABC; por
tanto e possivel determinar os coeficientes Aij e as diferenciais dx e
dy. Entao, se U e V forem conhecidas ao longo da curva ABC, dU e dV po
- dem ser determinadas.

Se o determinante da matriz quadrada da Equacao 2.4 for
" nao-nulo o comportamento da solucao logo abaixo de B, na Figura 2.1, e
cbnhecido, isto e, as derivadas aU/as e aV/as sao unicamente determina
das. Se o determinante for nulo e o sistema tiver solucdo ter-se-3o in
finitas solucoes. No primeiro caso, para satisfazer as equacoes gover
nantes do fenomeno em estudo, requer-se que as derivadas direcionais
oU/3s e aV/as‘tenham o mesmo valor logo abaixo e acima da curva ABC, na
Figura 2.1. No caso do determinante ser nulo, estas derivadas nao sao
unicamente determinadas,‘ou seja, aU/as e 3V/as podem apresentar des
continuidades ao cruzarem a linha ABC.

Desenvolvendo o determinante da matriz como segue:
(A11hss = AsihArs)dy - (AriAgy - Agzhry +
+ A12825 - A22A13)dXdY + (A12Azy - AzzAlu)di =0, (2.5)

podem-se determinar os casos nos quais o determinante se anula. A Ex
pressao 2.5 € uma equacao de 29 grau em dx/dy. Entao, se a direcao da
curva ABC em B for tal que haja uma razao dx/dy que satisfaca a Equa
¢ao 2.5, as derivadas de U e V nao- sao unicamente determinadas pelos
valores de U e V ao longo da curva. Neste caso, dx/dy e denominada dz
regao caracteristica. Resolvendo a Equacao 2.5 em relacao a dx/dy po
dem-se obter duas raizes reais, uma raiz real ou um par de raizes com
plexas conjugadas, dependendo do discriminante, mostrado a seguir,

(AllAZR = AZlAlk + AZL2A23 - A22A13)2 -

- 4(A1LA23 - A21A13)(A12A2k - A22Al‘+) 'y (2.6)
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ser positivo, nulo ou negativo. 0 sistema de equacoes e denominado hi
perbolico, no caso de haver duas direcoes caracteristicas reais (duas
raizes reais); parabolico, quando ha apenas uma direcao caracteristica
real (duas raizes reais iguais); e eliptico, se nao houver direcao ca
racteristica real (duas raizes complexas conjugadas).

Um problema cujo sistema de equacoes diferenciais par
ciais e do tipo hiperbolico e classificado como problema de propagacao;
do tipo parabolico e denominado problema de difusao; enquanto aquele
cujo sistema de equacoes e do tipo eliptico e tido como problema de
equilibrio (Schlogl, 1956). Nos problemas de difusdo a solucdo caminha
a partir de condicoes iniciais (estado inicial), sendo seu transitorio
dirigido por condicoes de contorno laterais. Em problemas de propaga
¢ao a solucao tambem caminha ao Tongo de condicoes de contorno late
rais, porem seu ponto de partida pode ser dado por condicdes iniciais,
ou por condicoes finais de Cauchy, pois o problema e simetrico para t
e -t. Ja nos problemas de equilibrio requer-se que todas as condicoes
de contorno e requisitos internos sejam satisfeitos simultaneamente pa
ra a obtencao da solucao do sistema.

2.3 - CLASSIFICACAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS DE 20 GRAU

Na secao anterior fez-se uma classificacao geral de sis
temas de equacoes diferenciais parciais, pois e valida para qualquer
numero de variaveis e equacOes, sendo sempre possivel Tevar este siste
ma a equacOes de ordem superior; o contrario nem sempre e possivel ser
feito. '

Considere-se uma equagao diferencial parcial de 22 ordem
em U, do tipo:

2 . 2 :
b2V 33Uy, (2.7)

axdy dy

52U -
+
2

a
X
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denominada quase-linear, onde a, b, c e h podem depender das variaveis
independentes x e y, da variavel dependente U e de suas primeiras deri
vadas parciais aU/ax e 3U/3y; ou de uma equacao linear geral de 23 or
dem '

2 . 2 . 2 . . .
3°U +b 2 U + C Gl +d §!-+ e v +fU =g, (2.8)
ax? 3XJY 3y ? X ay

a

onde a, b, ¢, d, e, f e g podem depender apenas das variaveis indepen
dentes x e y. Entao, as Equacoes 2.7 e 2.8 sao classificadas convencio

nalmente com respeito ao sinal do discriminante
A = b% - dac (2.9)

(Hildebrand, 1968b), o que e demonstrado em diversos livros, como por
exemplo, em Garabedian (1964), Weinberger (1965) e Smith (1967). Donde
se diz que a equacao & do tipo hiperbolico em um ponto do plano x,y,

quando A > 0 naquele ponto; do tipo eliptico para A < 0; e parabdlico

A

se A = 0.

Por exemplo, se h = h(x,y, U, aU/ax, aU/ay) as equagoes
(Schlogl, 1956)

°v 97U
ax2  ay?
e | (2.10)
a2
20,
. 3X3Y

sao sempre hiperbolicas;
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2 . 2
AUy (2.11)

Y h ou 2oy (2.12)

sdo parabolicas para todo o plano. Ja a equacao

2 . 2 . . 2 .
(1-y) 2 Y ax 22U | 14y 2 g (2.13)

3x2 X3y ay?

e eliptica no interior do circulo x2+y? = 1, hiperbolica fora dele e
parabolica sobre.o circulo.

2.4 - 0 METODO DE DIFERENCAS FINITAS

0 metodo de diferencas finitas € um procedimento numeri
co utilizado para obter aproximacoes de equacoes diferenciais por meio
da discretizacao do sistema continuo. Assim, uma variavel x sera incre
mentada em intervalos x =h, onde x pode ser constante ou variavel, de
pendendo do procedimento adotado. |

Quando se trata de um problema com mais de uma variavel

independente a solucao numerica da equacao diferencial sera obtida so
bre uma malha, onde um ponto generico e definido por

(xi, Yis eves t.) = (xi+-ihx, yi-kih

i s e tii-ik) , (2.14)

y

onde

(XOI, Yos «eny tO)

€ a origem adotada para o sistema;
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sao os incrementos em x, y, ..., e t, respectivamente.

Dividindo o dominio [0,X] de uma funcao U(x) genérica em
h intervalos, para cada um destes intervalos os seguintes operadores
podem ser definidos (Hildebrand, 1968a):

a) aU(x) = U(x+h.) - U(x) = U - U, (2.15)

esquema denominado operador de diferengas "forward";

b) WW(x) = U(x) - U(x - hy) = U - Ug, (2.16)

esquema denominado operador de diferengas "backward";

c) sU(x) = u[x + hi} - U{x -1 hl.\-

2 2 J = Us+1/2' US-l/Z ,» (2.17)

esquema denominado operador de diferengas centrais;

d) EU(x) = U(x+-hi) ou EU, = US+1 R (2.18)

esquema denominado operador "shifting”, o qual mantemas seguin
tes relacoes com os operadores anteriores

A=E-1 , v=1-E" e s =E1/2-E-1/2;
e) DU(x) = (du(x)/dx),_, ~ou DU = (dU/dx), , (2.19)

)

esquema denominado operador de derivagdo.

) Todos os operadores, menos o iltimo, satisfazem as Teis
da comutacdao, associacao e distribuicao para quaiquer numero real ou
complexo conjugado. Os primeiros trés operadores mantém entre si as se
guintes relagoes | ' |
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AV = VA = §2 . | (2.20)

Ao considerar uma funcao U(x,y), funcao das variaveis in

dependentes x e y, podem-se calcular, por exemplo, as derivadas primei

ra e segunda desta funcao em um ponto genérico (x, y) de uma rede
(Castro San Miguel, 1983) como seque: ’

1) Derivadas primeira e segunda (12 ordem):

a) Por diferencas "forward" de 12 ordem:

U Ui, T Y
- ox 13\] h1
| Vi Yy
ay . . h ’
Y 14,5 j
(2.21)
téz_u l Uisz,5 ™ Pina,i * i
2
X" 14,5 hihisy
EZ_U Ui,j+2 - 2U1’,‘]'+1 t Ui,j
2 i .
3y i, h‘].h‘].+1

b) Por diferencas "backward" de 12 ordem:

3y ‘ I B
X i3

U
3y |
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_ 2 U. . -20. .+ U. . :
P’H - Tl Rl O (2.22)
X i, hi-l h1-z

c) Por diferencas centrais de 12 ordem:

R R

3‘1}_
i BX i,j hi + hi-

1

U k Yiga " Y54
By ,i’J hJ- + hj—l
(2.23)
22U Uita,5 =~ 5,5+ Yioy,j
2 9
oX i,j hi hi—l

U. .
i,J-1

ay?

lﬂ k R e
1,3 1

hj hj—
2) Derivadas primeira e segunda (22 ordem):

a) Por diferencas "forward" de 22 ordem:

au -y o
S = —— Ui+2,j +
® 1150 Nalhi+hig,)
. (hihyg,) 2h; + e

U, . - - = U. .
. 1+1,] N 1,] ’
hi hi+1 : hi(hi+-h{+l)
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’ a_U = ) hj . .
_ : i,j+2
Ay g hJ+1(hj+hJ+1)
_ (h3+ hj{u) | ZhJ. + hj+1
* h.+h. 1,36 h:(h.+h )U"J
J J+1 JV J+1
(2.28)
Fﬂl _ 2 o
I 2 ) . 1.+23j
X 11,7 hi+1(h1+hi+1)
2 2
- U, . u. .,
141, 1,]
h1 i+1 hi(hi+h1+1)
l_ﬂ { _ 2 o
2 ) 1 j+2
' Ly Pialhyehiy)
- ijer * ‘ Uig -
b) Por diferencas "backward" de 22 ordem:
FH ] i, )
N 1"‘23j
3x i.i h1_1(h1_1+hi_2)
. (h1-1+h1-2) . 2h1'—1 * h]—z U
1-1,] - 1, °
h1-1 hi—z h] (hi—1+hi-2)
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y J-2'j-1 Jj=2
_ (hJ__l+hJ_2) : 2hj~1+hJ-2 . .
i,J-1 h: (h h ) 1,J °
hJ-l J-2 -1 e -2
(2.25)
léﬁ![ , 2 , )
2 1"23j
X i, hl-z(hi—1+h1—z)
-—= fer,j ¥ : Ui,
h1-1 i-2 : hi-l(hi-1+h1—2)
2 13\]"2
ay i, hJ—Z(hj—l+hJ—2)
2 : 2
- u. . U.
laJ'l 13\]
hJ_l j2 hj-x(h3-1+h3-2)

c) Por diferencas centrais de 22 ordem:

l_ag } - hi—l U n h'i-.l-l + hi U _
e, 5 Ti.d
ax i hi(hi+hi-1) hi h1._l
hy
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[92 [ T S U ST
.(h. . 1,1 h . 1sJ
W 1y, hthgehy) i My
h.
- J .. ;
: 1eJ 12
hj"l(hj + hj"l)
(2.26)
2 i+1,j 1’\]
X i hi(hi+h1-1) h1 h1_1
2
+ U. .,
' 1-1,]
hl—l(hi+hi_—1)
i’j*'l B 1’\]
Ay i hj(hj-khj_l) hJ hJ_1
; 2 .
: 1,)J-1
h _l(hj+-hj_ )

Formulas de ordem superior sao obtidas desenvolvendo a funczo U(x,y),
somando ou subtraindo os acréscimos hi e hj segundo o esquema adotado
em serie de Taylor até a ordem desejada.

0 método de diferencas finitas consta de varios procedi
mentos particulares devidos a formulas de recorrencia diversas, obti
das a partir dos esquemas apresentados anteriormente, e dependentes da
ordem das diferencas adotadas. Sao exemplos destes procedimentosas for
mulas de recorrencia obtidas a pértir da expressao

U =U,_+qh;Q | (2.27)
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onde q & um inteiro arbitrario, Q representa a media ponderada dos va
lores de U(x,t) e Us sdo solucdes aproximadas.

- A Expressao 2.27 inclui tres categorias de formulas, as
quais diferem entre si pela selegao do conjuntode valores paraos quais
U(x,t) € avaliado. As categorias a ser consideradas encontram-se na Ta
bela 2.1.

TABELA 2.1

CATEGORIAS DE FORMULAS DE RECORRENCIA

| CATEGORIA | U(x,t) E AVALIADO EM
1@ tO’tl’tZs-o.:ts_ss S-Z.’ s-1
a
2- t09t13t29~--sts_aats_zats_l’ts
32 tostisenest sesest_para s-1<s-g<s.

Nas duas primeiras categorias de formulas de recorrencia,

U(x,t) & avaliado em cada ponto da rede. Uma diferencia-se da outra pe

la necessidade de U(xs,ts) ser utilizado ou nao na formula de recorren

cia para X+ Ja na terceira categoria U(x,t) € avaliado inclusive em
< < .
t tsv

pontos intermediarios de t

As formulas de recorrencia da primeira categoria, denomi
nadas abertas, sao do tipo:

8, U , (2.28)
ken k "k
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onde n=s-r-1, r & definido pela ordem do erro de truncamento, e 8
sao pesos. A dificuldade desta categoria de -formulas esta no fato de
nao se auto-iniciarem. Para inicia-las €& necessario obter X por algum
metodo auxiliar, como os métodos iterativos, de séries, Galerkin, etc.
Nesta categoria quando q=1 tem-se a familia da Adams, q=2 a familia
de Nystrom, e q=4 a regra de Milus, 4

As formulas de recorréncia da segunda categoria, denomi
nadas fechadas, sao dadas pela forma geral ‘

k=s

Ug = Ug,q * ah; kzn B Uy o (2.29)

onde n=s-r-2, r e definido pela ordem do erro de truncamento. Como
X nao pode ser explicitado na Expressao 2.29, aparecendo tambem em

U(xs,ts), utiliza-se uma forma iterativa para o calculo desta formula
de recorrencia. Nesta categoria tem-se parte da familia de Adams para

q=1, e q=2 leva a regra de Simpson.

As formulas de recorrencia da terceira categoria distin
guem-se das anteriores pelo fato de'U(x,t) ser avaliado em posicoes in
termediarias do intervalo ts_1< t< ts’ nao com a finalidade de utili
zar estes resultados como valores aproximados da solucao, e sim somen
te para auxiliar o calculo do valor para o proximo ponto da malha, o
que torna as formulas desta categoria auto-iniciadas. Desta categoria
sao exemplos as formulas de Runge, Heun e Runge-Kutta.

2.5 - EXEMPLO DO METODO DAS DIFERENCAS FINITAS APLICADO A EQUACAO DA
DIFUSKO '

2.5.1 - FORMULAGAO EXPLICITA

Seja a Equacao 2.30, aqui denominada Problema 2.30
(Crandall, 1956),
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3V _ ¥ _g, | (2.30)

onde U = U(x,t). Uma aproximagao simples para este sistema diferencial

e
32U _ 38U _ U(x+hi,t) - 2U(x,t) + U(x-hy,t) _
ax?  at hih2
_ Ul t+k) - Ulxot) (2.31)
k | ,
e

U(x,0) = U(x) .
Fazendo A = k/(h;h,) obtém-se a equacao de diferencas

U(x,t+k) = AU{x+hy,t) + (1=20)U(X,t) + AU(x-h,,t) (2.32)
ou na notacao anteriormente adotada

Ug piy =Ns ) o ¥ (1- ZA)Us,r'*AUséx,r ’

(2.33)
que esquematicamente pode ser colocada na forma de diagrama, como mos
tra a Figura 2.2.

A Equacao 2.30, impondo cond1coes iniciais e de contorno,
pode representar 0 problema de resfriamento de uma barra de material
condutor térmico, a qual deve estar isolada ao longo de seu comprimen
to de forma que toda mudanca de temperatura seja causada pela transfe
rencia de calor, a partir das extremidades, por conducao. Estando a
-Equacao 2.30 em variaveis adimensionais, as condicoes iniciais ede con
torno 530 |
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U(x,0) =1 para 0 < x <1,

u(o,t) =0 para t > 0 , (2.34)
égiliEl =0 parat>0,

© 93X

conforme mostra a Figura 2.3.

® + G - ®

ps———h,‘:Ax’ L -h2=AX2—’f

Fig. 2.2 - Forma esquematica da formula de recorrencia
para 3%U/ax? = al/at.

1

= =

? DO!{\)AAN!O or

2 SOLUGAO o

= =

= =
[T e = TS *
- x=1 -

Fig. 2.3 - Formulacao adicional para o problema do
resfriamento de uma barra. '
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Seja a malha do Problema 2.8 dada pela Figura 2.4, na
qual se sobrepoe o esquema da Figura 2.2.

| | :

! | 1

| |

Ps-2,r _+ Ps-1,r 3 Ps,n | Pselyr Ps+2,r
PULANR SIS LD S SO f—— -4

1 |

! 1

!

ISR

Fig. 2.4 - Rede de pontos discretos que aproxima o
dominio da solugao continua.

Para ilustrar o uso da formula de recorrencia, sequndo o
esquema da Figura 2.2, e o tratamento das condicoes iniciais e de con
torno, supondo: ax = 1/2 e at = 1/8, que resulta em » = 1/2; tem-se
U(x,0) =1, em x = 1/2 e x =1; U(0,0) = 1/2, pois em Py,o ha uma des
continuidade unitaria entre o valor inicial U(x=0,0) = 1 e o valor de
contorno U(0,t=0) = 0; U(0,t) = 0; e aU(1,t)/ax = 0 nos pontos 'Pa,k’
pois este reflete os valores de U(1,t). :

Sobrepondo o diagrama da Figura 2.2 a malha da Figura
2.4, obtem-se a Figura 2.5.
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1" '

|

U1, el

A~ @ - O

i

|

I

Uy 3 Uz a Us,3

123 o : 3 __ Yy

8. |

{

1

\ Us,2 Uz,2 Uy 2!

i:‘—‘-o —————— el

!

! l

1 Ui Uz s Uq,1i

tz:=— 0 p—rrro-—-atf— ™ ™ ™8~ — — - - -

8 N H

i

|

1

; 1

t=o 3 1 TS
x=0 x=% ¥=1

Fig. 2.5 - Esquema da formula de recorrencia, com condicoes
iniciais e de contorno aplicadas sobrea rede dis
creta, que aproxima o dominio da solucao conti
nua (32U/ax?) = (aU/at). -

Entao, a solucao pode ser obtida aplicando o diagrama da
formula de recorrencia sucessivamente nos pontos da rede, ou aplicando
-a em sua forma algebrica, como segue

1,r-i-1 i 0 1/2 i - Ul,l" _
= | .| | (2.35)
Uz,r¥1 1 0 LU, ,
para r z 1

Comparando os valores de U2 ki1 com os valores da  solu
cao continua exata de U(1,t), para ax = 1/2 e at = 1/8; ax=1/3
e At = 1/18; ax= 1/4 e At = 1/32; onde A = 1/2; podem-se tracar as cur -

vas de erro como mostra a Figura 2.6,
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ERRO DE U(1,t)

~,
>

o,lof

= 0,08

T

0p6}
0,04

. c02f-

.

A -
o u '-~e——**>\°,:»§;::::;§

f=_l_
4

t=1
2

~0,02 -

Fig. 2.6 - Comparacao do metodo de diferencas finitas com a solugao
exataemU(1,t) para malhas sucessivamente mais finas.

A Figura 2.6 indica qualitativamente a convergencia da
solucao aproximada por diferencas finitas; ao examinar detalhadamente
esta convergencia percebe-se que os erros de truncamento sio da ordem
Ax e at. Se ax = h e A for fixo o erro total de truncamento serd da or
dem (h).

Se ao inves da condicao de contorno U=0 em x=0, tiver
-se a condicdo U- (aU/ox) =0, para ax = 1/2 e st = 1/8, a solucao em
U(1,t) sera divergente, como mostra o grafico dos erros da Figura 2.7.

- 0 exame qualitativo das Figura 2.6 e 2.7 sugere que ©
. metodo de diferencas finitas pode-se tornar instavel, dependendo das
~ condicoes de contorno e/ou iniciais impostas ao problema em estudo.
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A ERRO EM U(L,1)

|
_O'!O-h?\j \:2; U tel ‘i

~020 r

Fig. 2.7 - Crescimento oscilante do erro na solucao instavel
por diferencas finitas.

Diz-se que o procedimento de diferencas finitas e insta
vel quando, para uma rede e cdndic6es de contorno homogeneas  prefixa
das, existirem distribuicﬁes iniciais para as quais as solugoes Us,f
se tornam limitadas para r tendendo a infinito (Crandall, 1956).

0 valor da razao X =at/(ax)* esta intimamente 1igado com
a estabilidade dos métodos de diferencas finitas para equacoes parabo
licas. Assim, segundo Forsythe e Wasow (1960) um procedimento de dife
rencas finitas € estavel se o erro acumulado tende a zero com Sas onde
§a€0 erro absoluto maximo aceitavel em cada ponto, e ndao cresca mais
rapidamente que alguma poténcia de h™', quando h tende a zero.

2.5.2 - FORMULACAO IMPLICITA

Nas situagoes praticas, a restricdo r» = k/h? < 1/2 asso
ciada a simulacao da Equécéo Diferencial 2.30 atraves da Equacao de Di
ferencas 2.33 & altamente indesejEve], uma vez que se faz necessario k
ser inconvenientemente pequeno em correspondencia a uma escolha de h
razoavel (Hildebrand, 1968). |
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Foi visto que a formula de recorrencia explicita da Figu
ra 2.2 pode ser util para obter aproximacoes da Equacao 2.30, mas que
ela tambem pode ser instavel se for muito grande. Um argumento qualita
“tivo que pode conduzir a complicacOes e mostrado no equema da Figura
2.8. '

I'—Ax—"

-
=
|

(]

Fle

Fig. 2.8 - Curvas ca[acterTsticas de diferencas finitas associadas
com uma formula de recorrencia explicita.

Se na Figura 2.8 Ug & conhecido em cada ponto de AB &
possivel obter a funcdo Us,r em cada ponto da malha no interior do
triangulo ABC atraves de formulas de recorrencias sucessivas, sem co
nhecer seus valores sobre AF e BF. Neste caso, o modelo de diferencas
finitas comporta-se como em sistemas hiperbolicos, e as retas AC e BC
substituem as caracteristicas de diferencas finitas. Comoo sistema con
tinuo e parabolico as caracteristicas sao AB e FG, sendo possivel de
terminar a solucao em C apenas apos conhecer as condicoes de contorno
;ao longo de AF e BG. Assim, um modelo de diferencas finitas confiavel
para sistemas parabolicos nao fornece valores ao longo de MN se as con
dicoes de contorno em M e N nao forem conhecidas; este tipo de compor
tamento e obtido pelo emprego de formulas de recorrencia implicitas.
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Formulas de recorrencia implicitas sdao aquelas nas quais
dois ou mais valores desconhecidos da Tinha r+1 sao determinadosem ter
mos de valores conhecidos da linha r pela aplicacao sucessiva de uma
formula. Se houver q valores desconhecidos na linha r+1, € necessario
“aplicar a formula de recorréencia q vezes. Entdo, os valores desconheci
dos serao fornecidos imp]ititamente por um cohjunto de q equacoes  si
multaneas; por exemplo para o caso da Equacao 2.30 tem-se

+ .

=AY Um{l,n+1‘ (1'k2AY)Um,n+1 - M Um-1,n+1 =

M=y o[ T-200- 00 [y

(1 -~y (2.36)

+ .

m-1,n °

onde 0 < vy < 1. Note-se que se y=0 a Formula 2.24 reduz-se 3 Formula
2.33; se y = 1/2, obtem-se uma formula implicita livre de quaisquer res
tricoes quanto as dimensoes relativas de h e k, denominada formula de
Crank-Nicholson; e se y = 1 obtém-se uma formula implicita, tambem 71i
vre de restricoes quanto a magnitude relativa dos passos em tempo e es
paco, porem bem mais comp]icada, denominada formula de O'Brien, Hyman
e Kaplan (Babuska et alii, 1966). 0 limite de estabilidade das formu
las de recorrencia cresce juntamtne com o valor de y, e para y> 1/2 as
formulas implicitas sao estaveis para qualquer A (Crandall, 1956). No
te-se que a diferencaAentre os esquemas explicitos (y=0) e os implici
tos (0 <y < 1) esta no fato de haver, para o primeiro esquema, a im
posicao

Ae—— 1 (2.37)

1+ cos(hm)
2

para obter estabilidade da solucao, enquanto no .segundo esquema Ssempre
ha estabilidade, independentemente do valor de A (Godounov et Riabenki,
1977). '






CAPTTULO 3

METODOS DE ELEMENTOS FINITOS

3.1 - INTRODUCAO

No Capitulo 2 viu-se a maneira'pe1a qual problemas de di
fusio sdo tratados por diferencas finitas. Neste capitulo sera dada uma
visdo geral de elementos finitos e a maneira -pela qual um problema de '
difusdo € tratado, na literatura disponivel, quando o método de elemen
tos finitos € utilizado. Este capitulo tem tambem como objetivo possi
bilitar a comparacao de metodos propostos pela Titeratura com o metodo
apresentado no Cathu]o 4,

3.2 - FUNDAMENTOS BASICOS

0 metodo de elementos finitos, segundo Norrie e De Vries
(1975), consiste em uma classe particular de procedimentos de discreti
zacao, para a qual as equacoes originais, com infinitos graus de liber
dade, sao transformadas em équac6es aproximadas com um numero finito
de graus de liberdade. A discretizacao e efetuada dividindo o dominio
(ou regiao) em subdominios (elementos finitos), de maneira que os parg
metros de uma representacao funcional da solucao sobre os elementos se
jam as incognitas do problema.

Segundo Chung (1978) trata-se de um método de  aproxima
cao para resolver equacoes diferenciais em problemas de valor inicial
e de contorno. Neste-méiodo, um meio continuo & dividido em  pequenos
elementos com formas convenientes (triangulos, quadrilateros, etc.).
Escolhendo pontos (nos) sobre os elementos, as variaveis da equacao di
ferencial sao escritas como combinacao de funcoes interpoladoras, sen
do seus valores e os de suas derivadas especificados para estes  nos.
Desta forma as equacoes diferenciais sao transformadas em equacoes “de
elementos finitos" que governam cada elemento isoladamente. Estas equa
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¢oes sao agrupadas na forma de um sistema global de equacoes algébri
cas e os valores nodais determinados a partir deste sistema.

0 metodo de elementos finitos pode ser subdividido em
tres categorais, ou seja,

a) Os metodos variacionais, em que € utilizado o principio dos ex
tremos para obter a aproximacao desejada na derivacao do con
junto de equacoes em fun¢ao dos valores nodais.

b) Os metodos residuais, nos quais e utilizada a diferenca (resi
duo) da solucao verdadeira com a aproximada, mantendo-a menor
que um parametro pequeno, prefixado.

c) Os metodos diretos, para os quais os valores nodais Ujeas fun
cOes prescritas para os elementos s3o substituidos diretamente
nas equacoes governantes do problema.

Convem notar que os parametros dos elementos sao os valo
res das variaveis dependentes e de suas derivadas nos nos especifica
dos em cada elemento.

3.3 - METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Na aproximagao por elementos finitds, baseada na divisao
do dominio em elementos, as variaveis dependentes Ui sao representadas
sobre o dominio elemento por elemento, em funcao dos Va]ores nodais
U; (i=1,2,...,n).

Sobre cada elemento finito "e" as variaveis dependentes
Ui 550 substituidas por funcoes aproximadas Ui da forma

J=1,2,...,n
) {di=1,2,...,m . (3.1)

=e e e
Ui = f (X?U]-
' = 13230--35 s

.k

=
!
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onde "e" representa o elemento, U? K 0S valores nodais e suas deriyg
das, "n" o nlUmero de variaveis indépendentes, "m" o numero de variaveis
dependentes e "s" o nimero de nos por elemento. Como a solucao U;econ
tinua, requer-se que f? seja continua no dominio quando a dimensao do

elemento tender a zero.

A funcao de aproximacdo mais simples e linear nos valo
res nodais U? % assim a Equacao 3.1 pode ser escrita como segue
9 . .

e _ e ~e .
Ui = k=1 Ni,k(*)”i,k » T=12,....m, (3.2)

onde 0s N? K sao, na teoria de elementos finitos, denominados fungoes
b

de forma OU fungoes de interpolagao.

As funcoes de forma N? K sao funcoes das variaveis inde

)

pendentes X5 em cada elemento, isto e,

N?,k = N?,k(xl’ X2s wens Xp) (3.3)

Quando os X5 sao os valores Xiq de um determinado elemento "q" a fun
cao de forma e dada por

NS

1k(Kyq) = 8g 0 | (3.4)

*iq kg

onde qu e o Delta de Kroenicker. Estas funcoes constituem 0 campo que
descreve o comportamento da regiao, devendo satisfazer as condicoes de
continuidade e de deformacao constante. As funcoes de forma  dependem
da forma do elemento adotado e esta, por sua vez, depende do espacgo

e do sistema de referéncia adotado. Maiores detalhes podem ser ob

tidos em Norrie e De Vries (1975), Zienkiwicz (1977) e Chung (1978). . _

A funcao aproximada pode ser de ordem superior, sendo as
mais utilizadas os polinomios de Lagrange de 29 e 39 graus, os polino
mios cubicos de Hermite, as funcoes "spline" e as funcoes trigonometri



o
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cas; estas funcoes de aproximacao podem ser encontradas detalhadamente
em Prenter (1975) e Yanenko (1971).

3.4 - MANEIRA USUAL ADOTADA PELA LITERATURA DISPONIVEL NA UTILIZACAGC
DO METODO DE ELEMENTOS FINITOS EM PROBLEMAS DE DIFUSAQ

A técnica de elementos finitos esta formu]adade.modOACOQ

sistente para a solucao de problemas de campo, tais como problemas nas

areas estrutural, térmica ou da mecanica dos fluidos, em regime perma
nente ou estacionario. '

A tendencia atual da literatura ao aplicar elementos fi
nitos em problemas de difusio tem sido utilizia-los somente na transfor
macao das equacoes diferenciais parciais em equacoes diferenciais ordi
narias dependentes do tempo. Estas ultimas sao, entao, resolvidas por

diferencas finitas.

Neste trabalho procura-se desenvolver uma formulacao con
sistente para tratar por elementos finitos tantoas variaveis espaciais
quanto o tempo. '

Na literatura, para o Prob]éma 2.30, quando sao utiliza
dos elementos finitos, procura-se obter o funcional da Equagao 2.30,
como Desai (1979), Mitchell e Wait (1977) ou Fremond (1977), onde as par
tes espacial e temporal sao separadas, resolvendo primeiro a parte es
pacial para um instante t por elementos finitos e depois integrando-a
no tempo por diferencas finitas, como segue.

As condigoes iniciais e de contorno associadas a Equacao
2.30 por Desai (1979) sao

-

U(x,0) = Ug(x) , O<x<h, t<0:

Uo,t) = U t>0; (3.5)

1
[
=Y
—
(—’-
S
-

O(h,t) t>0;

1l
—
oo
—
-+
~—
"3
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onde h & o comprimento total do dominio.

0 primeiro passo e dado escolhendo a configuracdo do ele
" mento e consequentemente a discretizacao de dominio. Como no  exemplo
dado 0 meio € unidimensional, os subdominios (elementos) sdao segmentos
de reta. Aqui o dominio todo foi adotado como um so elemento, como mos -
tra a Figura 3.1, de maneira que o dominio tenha um comprimento 2L, em
que L = Y/2, onde 2 repreSenta 0 comprimento-totai, isto e,

A
€ ] -
!
|
'
1
I
!
!
siuiet 2ix Sl Y,
ro !
1 :
.Y '
Py |
Of--t—d---g-
o S I -
M 8 a s e VWO ITITTITITITTIT

Fig. 3.1 - Discretizacdo do dominio para o Problema 2.30.

A seguir escolhe-se o modelo aproximado U, no caso 1i
near, para expressar a funcao U em um elemento, como segue

;_ (1-0)T,(t) + ;_ (1+L)0,(t) , (3.7)

ou seja,



[
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, (3.8)

=t

U= NU(e) = N
onde a barra representa matriz ou vetor, donde

TN TS

e o vetor das funcoes nao-conhecidas nos nos 1 e 2, respectivamente;

'Ul e Uz sao dependentes do tempo; e a matriz E_é dependente apenas da

coordenada "x", pois as funcoes de forma, neste caso, sao funcoes ape
nas do espaco. '

Para a derivacao das equacoes dos elementos e utilizada
a formulacao variacional para um determinado instante, como segue

X2 (o) _ X2
Q = J( [—1— [ﬂJ + U U:\dx - J( ‘aﬂdx . (3.9)
Xy 2 |ax ot X1
onde
- ol
q=—
X

e o termo forcante, isto e, o fluxo.

Utilizando a Expressao 3.7 tem-se

W _3 [L (1-0)0, + - (1+L)Uz:| ,
2 2

(3.10)

Mo 1300, 0" - 8
DX L

et

H]

onde B € a matriz dos coeficientes;
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isto e,

(3.11)

It
=
—i
[
—
Cle
N
—
I
|=
e
"

=T

onde U [ﬂl U,] eo ponto que denota a. derivada com respeito ao tem

po, e a matriz das funcoes de forma N permanece constante em relacao a
derivada temporal. Substituindo as Equacoes 3.10 e 3.11 no  Funcional
3.9 obtem-se

1 1
{ - ~ = ~
o2 T8 glaL + 2 " O™ oL -
) == = , | —- =
-1 -1
X |
- g 20 Nd , (3.12)
J U .
2

o qual substituindo as matrizes e efetuando seus produtos toma a forma
que segue '

+ NlNzﬁlﬂz + Nleﬁzﬂl + N;ﬂzﬂz)dL -

1 ) .
qL J (Nlﬂl + Nzﬂz)dL . (3.13)

-1



-40 -

Efetuando a derivagao do funcional @, o qual envolve de
rivacées no tempo com respeito a U, e U, supdem-se U, e Gz constantes,
Esta suposicao faz com que a aproximacao matematica do funcional seja
menos rigorosa. Esta diferenciacao leva a um sistema de equacdes final
dependente do tempo, como seque

1 1770, 1 - 0 U -1
1_ + - .q_’Q’ =0 .
vl 1|0, s o1 U, z |
ou entao,
K+ KU-0=0. : | (3.14)

Quando o dominio espacial e dividido em um maior numero
de elementos, a alteracao sofrida pelo Sistema 3.14 esta em coloca-la
sob um sinal de somatorio em "e" (numero de elementos), isto e,

}(KGU® + kU® - %) =0, (3.15)
e

onde Q% & funcdo do tempo.

Ate aqui somente o dominio espacial ‘foi discretizado; ago
- ra, faz-se necessario obter solucdes no tempo. Para obter a solucdo no
tempo utiliza-se normalmente o metodo de diferencas finitas para dis
cretizar as derivadas em relacao ao tempo. A Equacao 3.15 e uma  equa
¢ao diferencial para um vetor U(t) desconhecido; Fremond (1977)  apre
senta alguns esquemas para resolver esta equacao, como segue:

a) Dividindo o dominio [0, T] em intervalos at e supondo uma apro
ximagao



— (3.16)

n

para representar a derivacao em relacao ao tempo obtem-se uma equacao

U(t+at) - U(t)

Kt

+ K U(t) = Q(t) , (3.17)
At ‘

a qual resulta no sistema Tinear.

K U(t+at) = K O(t) + at[Q(t) - KU(E)T, (3.18)

cuja resolucao deve respeitar a condicao de estabilidade
st/h? s a , (3.19)

onde h e a dimensao minima dos diversos elementos possiveis na rede de
discretizacao e "a" e uma constante a ser determinada. Esta condicdo e
desagradavel por impor um At pequeno, o que obriga que sejam feitas mui
tas iteracoes para a obtencdo de U, isto torna este esquema pouco uti

1izado.

b) Substituindo a derivada 3U/at por

U U(t) - U(t-at) _
[:} s = - (3.20)
at |, At

obtem-se o sistema

(KX + AtK U(t) =

|
~
(@]
—
-+
i
[
—+
~—

+ atQ(t) ‘ (3.21)



- 42 .

o qual e perfeitamente utilizavel, pois nao ha imposicao de condicdo

de estabilidade a ser obedecida para solucionar o sistema.

c) Substituindo a derivada aU/at por

2At

U U(t+at) - O(t-at)
[ __] y — — (3.22)
at t

obtem-se o sistema

KU(t+at) - U(t-at) = 2at Q(t) - K U(t) ,

0 qual n3o e estavel e portanto nao pode ser utilizado.

d) Substituindo a derivada aU/at'por

3l U(t+at) - U(t)
at ¢ At

mn

ot
(3.23)

obtem-se o seguinte esquema

Aty ) At
(K + o k(e at) = (K - 22K

2

)U(t) +

+ 28 q(t) + Qt+at) (3.24)

5, s
0 qual nao tem condigoes de estabilidade. Este esquema € o esquema de
fini

Crank-Nicholson e & muito utilizado em aplicacoes de diferencas

tas.
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Percebe-se entao pela literatura que a solucao de equa
coes diferenciais parciais que possuem derivadas em espaco e tempo en
volvem dois passos: 1) discretizacao no espaco e depois; 2) variacao
no tempo em varios niveis (Desai, 1979).

3.5 - METODO DE GALERKIN

0s metodos de residuos ponderados mais conhecidos sao os
metodos da colocacao, do subdominio, de Galerkin e dos minimos quadra -
dos. Ate o presente o metodo de Galerkin tem sido o mais usado com ele
mentos finitos e quase sempre em problemas de equilibrio.

No metodo de Galerkin a funcao aproximada e tal que a in
tegral do residuo ponderado por wi da equacao governante do problema
deve anular-se sobre o dominio. Neste caso, a funcao U € uma  solucdo
aproximada da funcao U, solucdo exata. As funcOes-peso sao as proprias
funcoes de forma usadas na construcao da solucao aproximada.

Aproximando o metodo de Galerkin na Equacao 2.17 na for
ma usual encontrada na literatura segue que o residuo R e dado por

R(x) = [ EEE‘J - [ EE-J . : (3.25)

ax? at

Para utilizar o metodo de Galerkin na analise por elemen
tos finitos usam-se as funcOes de forma M, como funcoes-peso na  inte
gal fR(x)widn =0, para i=1,2,...,n, ou seja, Ni = wi(x), 0S quais sao
definidos sobre todo o dominio.

Considerando um elemento generico para a formulacao de
Galerkin e uma aproximacao Tinear U para um elemento, tendo em vista
a Expressao 3.7, tem-se

(1-0)01(t) + —— (1+0)0,(t)

u-L1
2 2

ou
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- 2 '
U= J N, , (3.26)

i = Ni(x)’ €

= Ui(t). Portan

onde as funcoes de forma Ni sao funcoes de "x", isto e, N.

as fungoes nodais Ui sao funcoes do tempo, ou seja, Ui
to, para um determinado instante "t", na Equacao 3.26, a funcdo U va

ria ao longo de um elemento, isto e, ﬁi = ﬁi(x,t), sendo esta dependen

cia do tempo incluida nas funcGes U; apenas nos nos Us(t) e Up(t), co
mo mostra a Figura 3.2.

Fig. 3.2 - Configuracao que mostra a dependencia em "x
e "t" de Uj nos nos da malha.

Entao, de acordo com o exposto ate aqui pode-se escrever
X2v

-
| f LE_E - EE}NidX S0, i=1,2 (3.27)

2
X1 X at

a qual € integrada por partes, como segue
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X2 - X2 -
s ( i) X2
X1 X X X1 at X X1
e substituindo U por z N, U nesta equacdo, obtam-se

X2 X2 1

s ) . \ au. 3 = X1
( -—:l -—:l NN LI P R L N, (3.29)
&1 aX ax Xz

para i =1.edJ =1.,2. e 1 =2.¢e Jj=1.,2., de forma que em notagao

matricial se tenha

X - -
’ (oNy/ax)(aNy/ax)  (aNz/ax)(aNi/ax) Us
dx +
(aN1/9x) (3N2/3x)  (8N2/ax)(aNa/ax) || Us
X1 ! :
X < ~ X2
( 2 [ N2 N,N, Uy (3U/3x)N1 ],
+ dx = X, | ° (3.30)
J NyN, N> ]| U2 (3U/3x)N,
X1 =

e integrando o lado esquerdo da Equacao 3.30 obtem-se a Equagcao 3.14,
uma vez que Ny = 0 em xp, N2 = O emx;, Ny =T emx; e N, =1 em  Xg,

isto e,

que ap0s a reuniao com os elementos restantes toma a forma da Equagao
3.15.

Percebe-se que novamente a parte temporal deve ser encon
trada separadamente por algum metodo, como na secao anterijor. A primei
ra tentativa neste trabalho foi aplicar na Equacao 3.15, novamente, um
- metodo de elementos finitos, o que n3o levou a resultados bons.






CAPTTULO 4

METODO PROPOSTQ PARA SOLUGCAO DE PROBLEMAS DE
DIFUSAO POR ELEMENTOQS FINITOS

4.1 - INTRODUCAO

Este metodo tem como finalidade resolver problemas de di
fusao sem desdobra-los, isto e, as partes de interpolacao no espaco e
de variacao no tempo sao resolvidas simultaneamente. 0 metodo utiliza
as tecnicas de Galerkin e as funcoes de interpolacao de Lagrange para
determinar as funcoes de forma. A diferenca deste metodo e o do capitu
1o anterior esta essencialmente no fato de o eixo tempo ser considera
do de mesma especie que os eixos de espaco. Define-se, entdo, um ele
mento espaco-tempo cuja dimensao minima e dois, e o elemento neste ca
so e de area. 0 presente método sempre trata o problema com uma dimen
sao a mais que outros metodos, pois no caso de se tratar de um proble
ma no espaco n-1 dimensional, acrescenta-se o eixo dos tempos e traba

lTha-se num espaco de n dimensoes.

4.2 - DESCRICAO DO METODO

0 problema & modelado matematicamente por um conjunto de
equacoes diferenciais parciais no dominio D, dadas por

fD(U; X1s X2s e0es X 3 t) =0 ' (4.1)

e com condicoes de contorno representadas por equagoes diferenciais da
forma

folUs-x1, Xz, vouy x5 t) =0 . - (4.2)
No metodo aqui proposto, supde-se que a solucdo U esta

-desenvolvida num espaco de funcoes n dimensional, cuja base e gerada
pelas funcoes de forma '

- 47 -
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Nj(xl, X2, ) Xy F) ,
isto e,
. n=1 . _
U= jzo MU s (4.3)

onde os valores nodais Dj sao valores da solucao aproximada Uem1a]guns'
pontos (nos) do dominio. Analisando de outro modo, Uj sao as coordena
das de U no espaco gerado por Nj’ e U@ a solucdo aproximada correspon
dente a funcao procurada U, por estar sendo desenvolvida em um numero
finito de termos.

| Substituindo as Func6e§ 4.3 na Equacao 4.1 a  igualdade
fica satisfeita a menos de um residuo.R, dado por

(05 X35 X25 o0y t) = R (4.4)

No desenvolvimento do trabalho esta equacao sera referi

da como residual. Note-se que quando R tende para zero a solucao apro
ximada U tende para a solucdo exata U.

0 metodo de Galerkin impoe que a integral do residuo pon

derado, no dominio, seja nula; utilizando as funcoes de forma como fun
coes-peso, tem-se '

6; (Vs oen D) =[ NRdDD =0, i=1,...,n, (4.5)

X1y X253 eees X , t,

ao ser efetuada a integracdo do Sistema 4.5 elas desaparecem, surgindo
uma expressao G; em funcdo das coordenadas Hj '
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G:(Uy, «v., U ) =0, i=1,2,...,n. (4.6)

0 conjunto de expressoes G forma um sistema de equagoes
a]gebr1cas lineares ou nao, dependendo do tipo de equacao diferencial
do problema. Este sistema sera homogeneo para equacoes homogeéneas e
nao-homogeneo para equacoes nao-homogeneas.

As Condicoes de Contorno 4.2 permitem calcular alguns va
lores de U. os quais substituidos no Sistema 4.6 fornecem um novo sis
tema (nao- homogeneo) A sua solucao fornece os valores de U nos outros
pontos. Substituindo os U na Expressao 4.3 tem-se a solucao aproxima
da U do problema.

Supondo o dominio dividido em % subdominios, pode-se rees
crever o Conjunto de Equacoes 4.5 na forma

L
| ene ne _ .
) J N;R™dD™ = 0 i =1,...,n, (4.7)

onde n e o numero total de pontos no dominio, e N? vale 1 no ponto "i
do elemento e zero em todos os outros pontos, alem de so ser definida
no elemento"e". Isto significa que, em cada ponto "i",so existem inte
grais correspondentes aos elementos (D%) que tenham o no "i" em comum.

LI}

Se os nos do elemento "e" pertencerem ao conjunto r",

entdo estarao participando de "r" das "n" equacoes com expressoes da
das por
f NSRSdD® , i e (r}, (4.8)
D¢ _

as quais, quando colocadas na forma matricial, fornecem as matrizes do
elemento correspondente.
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Para esclarecer melhor o que foi dito ate aqui considere
-se o dominio D(x,t) dividido em oito elementos triangulares, isto e,

2 = 8 como mostra a Figura 4.1.

Fig. 4.1 - Numeracao dos elementos na malha e numeracao
global dos nos.

0 presente desenvolvimento sera feito atraves de funcoes
lineares de Lagrange e portanto ter-se-ao apenas tres nos por elemen
tos donde, no Sistema de Equacoes 4.7, ter-se-a n =9, isto e,

I 1

f NSR®dD® = 0 i =0,1,....8 . | (4.9)
e=0 De

Desenvolvendo o somatorio para o no i = 0 tem-se
J NOROdD® = 0 ,
pd |

onde aparece apenas uma integral devido ao fato de o no pertencer so
mente a um elemento. Para ono i = 1,



J NIROdD® + J

D° D
para i = 2,

J NoR2dD? + J

D2 D

para i = 3,

I NIR°dD® + J
Do D

para i = 4,

J NiRYdDY + J
D D

+jD

para i = 5,

J  N5R®dD? + J
D D

para i = 6,

J NeR*dD* + J
D* D

NiR'dD!
1

N;R*dD?

N:R1dD®
1

NZR2dD?2
2

NZR®dD?

NER®dD®
6

5NgRSdD5
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+

J uN;R“dD“
D

+ J NoR?dD?
D3

+ J NS R®dD®
DG

i
)
ws

(4.10)
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para i = 7,

- [ o
J 5N?deD5 + J 6N?RGdD6 + J 7N3R7dD7 =0 ;
D D

D
para i = 8,

J NIR7dD” = 0 ,
D7
onde novamente se tem apenas uma integral. Agora passa-se este sistema

para a referencia local, onde a numeragao dos nos e feita como mostra
a Figura 4,2.

Fig. 4.2 - Numeracao local dos nos.

Entao, substituindo os Tndices nas funcoes de forma do

Conjunto de Integrais 4.10 tem-se



[ N2RdD® = 0
00
[ NgR°dD°+[ N:R‘d01+[ NZR2dD? = 0
p° Dt /02
J N§R2d02+J N3R?dD? = 0
D? D?
( N2R°dD°+[ NRMDD o« [ NYRdD" = 0
DO )Dl ’ Dk

[
NIR'dD+ | N2R2dD?+ | NIR¥dD’+ J NRYAD" + | NSRSdD®+| NR®dDS =0
D! D? DR D" Jp® D¢

N°R?dD? + J NeR®dD® +f N7R7dD” = 0
Da DG D7 o
NYR"dD" + J NSRdD® = 0
o* DS
f
N3RSdD® + | NSRSdDS +J M7R7dD7 = 0
DS PE o’

[ NJR7dD7 = 0
ID7

(4.11)

o qual, para melhor visualizacao, pode ser colocado na forma como mos
tra o esquema a seguir '
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oo
b To =0
: :.l | IR ) L]
0 CORIE IS GRS EO: =0
[] [ ] L I | []
A N (PR -0
TS G R R P b - 0
1 | IR ] L i 1 [ I ) 1
BTEFS R PSR P IR RS - 0 (4.12)
R S )
5 SO IR S T B IS LN B L
R
bos e b
dharr ey I =0
P17 =0,

e . . . . - . .
onde I~ representam as integrais do Sistema 4.11; o indice "i" denota
0 no no sistema local; e o Tndice "e", o elemento, respectivamente.

Juntando no Sistema 4.11 todas as integrais referentes
ao mesmo elemento, o calculo de um elemento generico "e" e feito desen

volvendo e efetuando as integrais de mesmo "e".

0 residuo R tem a mesma forma matematica que a  solucao
aproximada U, portanto pode-se fazer

R= % MU, , (4.13)

onde Mj sao as funcoes de forma e n = 3.

Substituindo a Expressao 4.13 nas integrais do  Sistema
4.11 obtem-se



[

|
]
|

J

o
|
"

DO

DZ

DO

Dh

DS

D7

i M°ﬁ§dn° -

NgM2dD®

NZHEdD?

OM2dD° .
NgMS

[ NjMLdD?

l‘M"dD"‘

N5M5dD5

7M7dD7 =

[ e 1

J

+
o~ n

0

+
NN

0

+
[ [ e K0

0

o4
e~ n

0

0

+
BRI o B

+
[l aar BN

0

+
N~

0
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3
us [ N3H3dD?
D3

r

PRV 1
S| M
Ipt

2442 2
_ NledD
Jp2

Ti 6MSdD®
5 [ N2MJdD
DG

ue NoMOdD® =
Y { JH3d0° = 0
DO

lrb/lN Irbv1N

IVP/IN

j=o

0.

0

0

- 2 -~
T J NGMY dD* + § U I NGM dD? = 0
D! D2

u’ M7dD7 =
j [ NlMJdD 0
D7

2
NiM3dD® + 7§ ut

J [
Dh

2
NpMidD® + § U

J J
DS

j=o

2
)
NgMZdD® + . U3

j=o

[ NgMSdDe= 0
-

(4.14)
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Efetuando as integrais

e
1]

~1K1
UJ 0]

U3K3.) =

Jod

ULKE,
Jij

U K2
1j

UGKG
2j

us K5 ) =

3

UeKs .
AN

+ U2K2.) =

NIRN

UtKY.) =
+ U3Kg ;)

13K 3
UjKlJ

+ U7K7 ) =

0]

+ UZK7) =

J Y
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N
+ UJK2J

e substituindo-as no Sistema 4.14 tem-se

THSP
Y5

0J

+ U8 K6 )
Jed

=0

(4.15)

(4.16)



Desenvolvendo estes somatorios e juntando os Kﬁje ﬂ? por
elemento, como proposto no Esquema 4.12, obtem-se, na forma matricial,
para cada elemento "e", uma matriz (A) de coeficientes em K?j, denomi
nada matriz do elemento, multiplicada por um vetor de incognitas ﬁ?,
igual a um vetor e?, denominado vetor do elemento, 0 qual € nulc para

equacoes homogeneas, como segue

K%o Kgl K%z -‘ i 0% 1 [ 9% ]
Ko Sy k5. . |08 =|6S . (4.17)
kS kS kS ] [ U] | e ]

Reunindo as nove matrizes de elemento emuma sO matriz K,
denominada matriz global do sistema, € 0S nove vetores em um soO, deno
minado vetor global do sistema, tem-se a seguinte equacao matricial
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n o = o 1
Kgg Kgl Gg 8o
K2, +Kgo +Ksn K2, KS, + KL, KL, +K2, ue H
K%o K§2+Kgo K§1+K(3>1 ng Ug eg
K +K! KO, + KL 4 K" KL, +K* _ K Th 8
12 10 11 11 00 12 01 01 1 1
KL, + K2, K2, +K2 K, 4Ky, KL, + K2 4 K3 +KS K3 +KS K3 +KE Ke,+KS,  KS, 4K S INTE S S
K:o K§1+Kgo K:2+ng+!<;'o K21+K31 ng Ui Bi
K:O K12+K10 K:1+K§1 KIS.Z Gg Bi
KS o+ KS, KE, +K7, kS, K3, +K3, +K, K], T 9

K70 K, K32 U3 6, |,

(4.18)




ou seja, em numeracao global apos efetuar as somas

Ky 2

Ks2

K3a

Ky

Kea
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KSS

(4.19)

A Equagao matricial 4.19 € solucionada corretamente ape

nas caso se conhecam alguns valores Gi (condicoes iniciais e/ou de con
torno). Supondo entao conhecer os valores de Uo; U, e Uy a Equacao 4.19

tem a sequinte forma

Ky s

K55

Ky 7

Ks 7

Ke 7

Ke 7

<«

KSB

K7g

KBB

Uy

Us

Us

Ue

Fy

| Fe ]

(4.20)
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onde
Fi = 085 - Ksolo - Kaalsy
Fu = 04 = Koaly = Kiolz
Fs = 85 - KsaUp ,
Fe = 06 ,
F =8, , €
Fg = 0g -

0 Sistema 4.20 pode ser solucionado por algum meétodo de resolucao de
sistemas de equacoOes lineares.

4.3 - OBSERVACOES SOBRE O PROGRAMA COMPUTACIONAL

0 programa desenvolvido (em ALGOL) para implementar o me
todo, aqui proposto, de resolucao de equacoes diferenciais parciais do
tipo parabolico, € constituido de diversasvsub-rotinas, todas desenvol
vidas pelo autor. O fato de este programa estar na linguagem ALGOL per
mite alterar o numero de passos no tempo e no espaco sem que se faca
necessario qualquer alteracao no programa, tendo em vista as novas di
mensdes de matrizes e vetores serem calculadas implicitamente.

No presente caso o programa principal tem como finalida
de apenas fornecer dados as sub-rotinas, chamar estas e imprimir resul .
tados parciais ou finais. '

‘A sub-rotina MATFINAL € responsavel pelo desenvolvimento
pripriamente dito do metodo proposto, gerando as matrizes dos elemen
tos a partir das coordenadas cartesianas dos nos dos vertices de cada
elemento, apos 0 que junta estas matrizes para formar uma soO matriz de
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correlacao, e a partir das condicoes iniciais e de contorno forma um
sistema de equacOes lineares, o qual € o produto final desta sub-roti

na.

As sub-rotinas INDICADOR, COORDENADAS e INCIDENCIA sao
rotinas auxiliares, onde a primeira relaciona a posicao de um no den
tro do elemento com sua localizacao na malha; a segunda gera as coorde
nadas dos véertices dos elementos em um $istema cartesiano; e a ultima
fornece os pontos que pertencem a condicao inicial e ao contorno.

Para a resolucao do sistema final e consequente obtencao
da solucao da equacao diferencial ao longo do tempo foram desenvolvi -
das as rotinas GAUSSQB e GAUSSJORDAN. A escolha de qual destas sub-ro
tinas sera utilizada para resolver o sistema de equacoes e feita auto
maticamente no programa principal, dependendo de qual das duas use me
nos memoria de computador, a bartir da largura de banda da matriz de
coeficientes, fornecida pela sub-rotina LARGURADEBANDA.

As outras sub-rotinas sao utilizadas apenas para gerar
os resultados das solugoes analiticas e fazer a comparacao entre os re
sultados destas com os resultados do método proposto.

0 programa como um todo € totalmente automatico, sendo
necessario fornecer apenas os valores dos coeficientes das equacgdes; o
dominio desejado do espaco e do tempo; o numero de intervalos em que
estes dominios serdo divididos, podendo estes ser de mesma dimensao ou
nao; e as condicaeé'iniciais e de contorno.

Quando o numero de elementosaumenta ha um crescimento ex
ponencial de memoria utilizada no programa computacional, o que difi
culta a obtencao do resultado final; entretanto este problema podera
ser resolvido utilizando o método frontal, o que Tevara a um menor con
sumo de memoria.
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Note-se que para fazer modificacoes no programa computa
cional, devido ao acréscimo de um termo nEo—homogéneo ou de uma condi
¢ao de contorno nao-homogenea, nao surgem-dificu1dades, pois sempre se
fica restrito a somar uma nova matriz 3 matriz do elemento ou um novo

vetor ao vetor de elemento.

0 programa nao foi estendido para mais de uma variavel
espacial devido ao aumento de utilizacao de memoria que isto acarreta,
o que podera ser feito para outra maquina ou utilizando o metodo fron
tal. :



CAPITULO 5

, APLICACC_SES DO MET0DO

5.1 - INTRODUGAO

Neste capitulo sao apresentadas quatro aplicacoes do me
todo proposto, que sao baseados em formas diferentes da equacao

2 . b
S L L TRV (5.1)
ax? ot X .

para as quais foram encontradas solucoes analiticas para determinadas
condicoes iniciais e de contorno, o que possibilitou a comparacao dos
resultados destas com os obtidos pelo metodo numerico proposto.

5.2 - SOLUCAO DO PROBLEMA DE TRANSFERENCIA DE CALOR EM UMA BARRA UNIDI
MENCIONAL

Nesta secao procura-se solucionar .a equagao

\ _
3°U _3U _ , (5.2)
ax? ot :

com 0 intuito de testar a matriz do elemento e verificar a ordem do re

siduo.
SupGem-se entdo as sequintes condicdes
- inicial

U(x,0) = cosx - senx , 0O0=<xz=sL,
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- de contorno

“U0,t) =t L, ts>0

u(1,t) = e't(cosL -senL) , t>0.
Ent3o, para a Equacao 5.2 a solucao analitica e
U(x,t) = e't(cosx - senx) (5.3)

com a qual os resultados do metodo sao comparados.

Substituindo a funcao U na Equagao 5.2 por uma funcao
aproximada U obtém-se

—— . Z =R, (5.4)

onde R € o vetor de residuos.

Como o eixo principal x e o eixo temporal t sao conside
rados de mesma especie, foram escolhidos elementos triangu]éres sobre
0 plano espaco-tempo (x,t). A funcdao de interpolacdousada e de Lagrange
de 30 grau (para que a derivada segunda seja linear). Assim, cada triﬁg
gulo contem 10 nos, como mostra a Figura 5.1.



U = NoUo 4 Nlﬂl + NzU? + N3U3 + Nqu + NsUs +

onde as funcoes Ny, para i =0,2,...,9, sao dadas em funcao das coorde
nadas naturais (g1, £2, £5) (Zienkiewicz, 1977) como segue

No

Ny

N

u

Fig.
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5.1 - Elemento finito escolhido para a resolucao

da Equagao 5.2.

A funcao aproximada G e dada por

—;— (32, - 1)(3¢0

(35, - 1)(3¢,

l\)|d

—;— (3¢, - 1)(3¢,

2 £0£1(385 = 1)
2

{ NGUG “+ N7U7 “+ Naﬁe + NgUg N

- 2)&0 ’
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é? £0£1(38y - 1) ,

Ny

Ns = é?islsz(3sl -1),

Ne = é} £1£2(382 - 1) s
(5.6)
-9
N7 = = £2£0(380 - 1) ,
2
9
Ng = = £280(322 - 1) ,
2
No = 27808182

~ para as quais sao validas as seguintes relacoes

>
i]

EoXo + £1X1 + Ea2X2 ,

t+
I

= Eoto + £1t1 + &2t ,

Eo + E1 + E2 4

—_—
n

onde (xi, t.) s3ao as coordenadas dos vertices do elemento.

i

_ Para substituir a funcao aproximada G na Equacao 5.4 sao
obtidas suas derivadas parciais em funcdo de x e t, isto e,



onde

Jo1

11

g21

o1 38 _
A ax
921 9& _
A at
912 3E
A at
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32U [2g,)2 2{j ) (3,) 0
cul &3@2 L 07U fega)fage) | 87U [fag,) 380) .

353 | ax 9E0dE1 L 9X || ax 95032 axJ axJ

320 \ 2“ 2 b 3

[aao oea) 220 faea)® | 2% o, feal

381380 [ 93X | LBXJ 3 | 9xX T 981982 | 93X laxJ

32U [aao”aaz‘ L %0 fae)(aga) | 2%0 fag,

32980 | ax || ax ) 98201 [ax | dx oe3 lox) (5:7)

=6

ol

el
(= ]
I

({o]
> o
N

el
D‘N
N

351} + ai:j &2
3t se, |l ot |

922911 - 9129213 sendo

“(tz - tl) ,.

t2'th

—(tl - tO) 9

9o2

gi12

g22

= X2 —_xl s
= -(x2 - xo)

= -(X1 - Xo) .

(5.9)

(5.10)
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Substituindo entao as Derivadas Parciais 5.7 e 5.8 na
Equacao 5.4 obtém-se o resTduo-R, o qual e substituido, por sua vez,
na Integra] 4.8, onde, para o presente problema, o ndice i pode ser
omitido, pois se tem apenas uma variavel dependente. Desta forma obtem

-se 0 vetor

1€ - J . N?RedDe =0, (5.11)
D

onde

obtendo-se entao o vetor pela equagao

Ie

J

13

~e €y€ ne
Us Joe NiMLdD™ (5.12)
onde os coeficientes M? sao dados a segui?

( 3
M(g: EAIRE (650 -2)g51 ~ (382-280 + a )Goz|
20) | A 9

M?:[_g_] 1 (651-2)9i1-- (3e%-281 + %)912] s
A

(9 )/
MS: i} 1 (662 - 2)g51 - (3¢5 - 282 + %)922] >
A

i( 1

J51901 + = (6£0-1)901911 -~ £2(680 - 1)go2 -

A

2

- £0(3g, - 1)912} s
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( B (
MS i} l\z (6g, - 1)gglgll + [ ]Eogll - £1(381-1)gg, -

- £0(6&7 - 1)912] s

’ [
M? [ZQJ[ [6}5’2911 2 (621 - 1)911921 - £2(681-1)g;,
A A

- £1(3g, - -”922] )

£2(35, - 1)g12

Me-{——g][ 2 (651-1)911921 + 6}51921
6
24 A

- £1,(682 - 1)922J' s

Ms —{%H\ 2 (62 - 1)g91921 + l J&ogil - £2(382-1)902
A

- £o(6g; - 1)922} ’

{ { :
Mg_l—g—][ E—JE 901 2 (620 - 1)901921 - £2(620-1)gy:

24 A

- £0(3€0 - 1)922:| s

(
[ }[— (2901911 + £1901011 + £0911921) -

- 6(£182902 + £0E2912 + £0E1922)
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A deducdo destes coeficientes esta no Apéndice A.
A Equacao 5.11 pode ser escrita sob a forma matricial

DO T | (5.13)
onde A? € a matriz de coeficientes Kij’ de dimensao 10x,10, os quais
sao fornecidos pela Integral 4.15, isto €,

eye 1ne e .
[De NideD = Ki,j , 1, =0,1,...,8,

que sao deduzidos e apresentados no Apendice A.

0 teste inicial feito com a matriz dos coeficientes foi
substituir a solucao analitica da Equacdao 5.2 na Equacao 5.13, efetuan
do o produto da matriz de coeficientes A? pelo vetor solucaoobtido ana
Titicamente para cada elemento. Para todos os elementos testados obte
ve-se um vetor de residuos }? aproximadamente nulo Rmax = 0(10'1°), 0
que comprovou que, para este problema, a matriz de coeficientes 5? cor
responde a solucao exata com boa aproximacao; alguns deste vetores se

encontram reproduzidos na Tabela 5.1.

Obtidas as matrizes dos elementos, estas sao reunidas em
uma matriz "K" (global), onde as matrizes dos elementos se  superpoem
para nos pertencentes a mais de um elemento; desta forma obtem-se um
sistema global, como segue

I-=k.0-=0. : (5.14)



TABELA 5.1

AMOSTRA DE VALORES DO RESTDUO PARA DIVERSOS ELEMENTOS

ELFuENTD= O ELFEVENT= 19 FLFvENTC= 39 EI FMENTU= 89 ELEMENTO= 79
1.81A898940F=12 7.27595761F=12 S.45A96821F~12 9.03494702€~12 7.27595761F=12
3 43797881F=12 1.27329253F=11 1.09139364F~1 1,09139364E~11 _ 1.09139364E~11
1.109139364F=11 3,41797881F=12 S,05696821F~12 3,62797481E12 3.627978B1F~12
7.11933534F=11 1,45519152F=11 n, 1,85519152F =11 1.85519152F~11
5,82076409F =11 =7.N1AR03060F =13 =7.12354620F=11 -6,010323R0E"11 “6.98A0561BF =11
1,83519152F=11 =4.A2383685F =11 -4,51798599£=11 “f 1 nAOTERAE™]] -6.11066753E"11
“5 . 710GE724F =11 4,767584550 =11 h,06577794F=11 4,00252279F=11 3.95114163F~11
- 211 nE=1q1 B,A2385718F=11 ?.R9023335F"11 AR.73492670F~11 R . 12967471F~11
3. N0n16190F8=11 ' ] 1
£,0°9883997=11 7.275957618 %11 5.82076609F =11 7.27595761F~11 5.8%076609F"11
0. 2.,91038305F~11 -2,31038305F~11 0. 0.
£1 g4ENTO=119 ELFUENTO=135 FLFMENTO=159 EILEMENTO=179 ELFUENTC=169
- . - 7.27595761F=12° - 7 27595761F =12
7.27595761¢ 712 7.27595761¢~12 SIS MRS A 1.7913936LE=11
-9 b e 1.99139364F"11 3.63797881F12 1. A1R98GANF=12 3.637978R1F12
1.R1A9894CF =12 1.71898940F =12 3.43797831F L heei9189r 11 0
(U H A0 ! ¢ - -
-6 13709546511 2. pop e -6.5%028200F =11 -4, 45973926511 =5.22959454E711
" - . =S5.AA906522E"711 -5 11725018F=11 4 ora09RAE=11 -3.51155460E%11
-8, 8277R267F (1 -5.972466976=11 . PIMLCY . - 97F =11
A 24ARSASOF = . 4,79758455F=11 3.9n02R4LAF =11 3.524291 1
.,u:V.W : - Q.MHJ\_DWG\_c,ﬂ!Hﬂ 1. e . .. . . 6185~ 1
5.82076605F 711 7.97%957616~11 M.“M““m”wmw-mu M.»uowmyccﬂ § 1 m.u‘momw !
: -1.0% 7 . .

n, 9.

VL=
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Impondo sobre este as condicoes inicial e de contorno (laterais) a par
tir da solucao exata, obtem-se um novo sistema de equacOes (linear)

K.Y =F , (5.15)
onde Kk € a matriz do sistema, a qual e a matriz A reduzida das linhas
e colunas correspondentes as componentes de valor conhecido, forneci
das pelas condicoes inicial e laterais, do vetor de incognitas, Ek e o
novo vetor de incognitas, suprimindo-se as condicoes inicial e de con
torno do vetor_g da Equacao 5.14; e F & o vetor independente gerado pe
To metodo de reducdao do sistema anterior.

Para resolver o Sistema 5.15 utilizam-se dois metodos de
resolucao de sistemas de equacoes lineares: o metodo de Gauss-Jordan
para casos em que a banda da matriz de coeficientes e igual ou maior a
50% da dimensao desta, e um metodo modificado de triangulacao de Gauss
para recolver sistemas de equacoes Tineares utilizando apenas a banda
da matriz de coeficientes.

Os resultados finais obtidos pelo metodo proposto, para
a solucao da Equacao 5.2, comparados com os da solucao analitica, mos
tram que o maior erro absoluto & da ordem de 0(10-*) conforme se com
prova nas Figuras 5.2 a 5.13, para integracoes ate 250 segundos. As Fi
guras 5.2 e 5.6 apresentam a temperatura do centro da barra ao Tongo do
tempo, nos dois casos para 35 segundos de propagacao. Na Figura 5.2 e§
te tempo foi dividido em 10 partés iguais, e na Figura 5.6, em 20; as
Figuras 5.3 e 5.7 exibem os erros absolutos, isto e, a diferenca abso
Tuta entre a solucao exata e a do metodo proposto, correspondentes as
Figuras 5.2 e 5.3, respectivamente. As Figuras 5.4 e 5.8 exibem os mes
" mos casos, tomando agora a temperatura ao longo da barra para 10 e 20
instantes, respectivamente; as Figuras 5.5 e 5,9 representam os erros
absolutos correspondentes as Figuras 5.4 e 5.8, respectivamente. Ja as
Figuras 5.10, 5.11,'5.12 e 5.13 seguem a mesma sequencia queas figuras
anteriores, s0 que para 250 segundos de propagacdo no tempo.
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TEMPO EM SEGUNDCS

Fig. 5.2 - Temperatura do centro da barra (I).
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a Figura 5.6.
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Fig. 5.7 - Erro absoluto correspondente
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Note-se que os graficos de temperatura deste exemplo mos
tram-se como segmentos de reta devido a escala.

. 5.3 - SOLUCAC DO PROBLEMA DE TRANSFERENCIA DE CALOR NA SECCAQ TRANSVER
SAL DE UMA PLACA

Supondo uma placa de espessura 2L, com temperatura ini
cial uniforme Ty, a qual € submersa repentinamente em um banho a tempe
ratura constante Tm, deseja-se conhecer a varia;éo de temperatura ao
Tongo da seccao transversal no tempo.

Em termos de U = T - T_ a formulacao do problema € dado
pela equacao

, |
U, 80 (5.16)

- 9.

at ax2

sujeita as condicoes inicial

U(x,0) = Uy = Ty - Tm , -L=sxzslL (5.17)
e de contorno
8U(0,t) _ g ,
9X
u(L,t) =0, t>20. (5.18)

A solucao analitica para este problema (Arpaci, 1966) e
. dada por '

@ 2
T(x,t) =T _+2(Tp - T_) . ) (-1)" e'aknt(cos(xnx)) , (5.19)

para
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- (2n+1)x ' (5.20)

n 2L

Neste caso foram considerados os seguintes valores para
as constantes: a = 23,81176180, valor da constante da Equacao 5.16, fa
zendo a placa corresponder a uma placa de concreto; como valor inicial
tomou-se a temperatura constante T, = 200C e a temperatura do meio
T, = 100°C. Para comparar a solucao analitica com a numériéa, aqui pro
posta, tomou-se n = 30 nas Expressoes 5.19 e 5.20, pois para n > 30 o
computador (B6800) nao comporta a dimensao do exponencial.

Para resolver este problema nao houve necessidade de fa
zer alteracoes no roteiro seguido na secao anterior, a nao ser na ma
neira de impor as condicoes inicial e de contorno, no programa computa
cional. '

Os graficos apresentados nas Figuras 5.14 a 5.17 seguem
a mesma sequéncia que os graficos da secdo anterior, e mostram que tam
bem neste caso o metodo proposto obtem bons resultados (erro maximo da
ordem de 0(1073)).

A Figura 5.14 mostra o comportamento da temperatura ao
Tongo do tempo, para o ponto central do corte da placa considerado. Ve
-se que 0 tempo para aproximar a temperatura da barra (CI =200C) da tem
peratura final (CC=_100°C), imposta pela condicio de contorno, foi de

175 segundos, o que corresponde a dividir o tempo em 300 partes  (pas
$0S).

A Figura 5.15 mostra o erro absoluto correspondente as
temperaturas da Figura 5.14; ja as Figuras 5.16 e 5.17 apresentama tem
peratura ao longo da secgao transversal da placa, para os instantes t
igual a 6, 18, 30, 54, 98; 120, 150 e 175 segundos, e 0s erros corres
pondentes,
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Note-se nos graficos de temperatura que o comportamento
ao longo do tempo € exatamente o esperado, mas devido a escala nio €
possivel ver as oscilacoes decorrentes do metodo utilizado. Ja o grafi
co de erro na secgao transversal mostra as curvas-por segmentos de re -
ta devido ao pequeno numero de pontos utilizados.

5.4 - EXEMPLO DE UMA EQUACAO PARABOLICA COM TERMO DISSIPATIVO

Para ilustrar o tratamento de uma equacao parab61%ca com
termo dissipativo (Hildebrand, 1968) considere-se a equacao

) :
U a°U N U (5.21)

onde a, b e ¢ sao constantes arbitrarias, com a restricao de b e ¢ te

rem de manter a relacao

J 2
c® = b? +

Ll (5.22)
L

para que a solucdao analitica seja valida. A solugao analitica e dada

por
U(x,t) = e-@x-cila®-b)t E p o-rimic?/L? sen[ﬁgf)"  (5.23)
' : r=1 (L J
para
L ) '
A= [2] J £(x)sen "™ dx (5.24)
L) w

quando a Equacao 5.1 esta sujeita a condicoes
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U(x,0) = To=f(x) 0 <x<L,

u(o,t) =0 t>0, (5.25)

|
o

U(L,t) = t >0 .

Neste pfob]emaios valores adotados paraas constantes das
Equacoes 5.21 forma: a = 238,1176180; b = 0,65 ¢ = 0,5; L = 20 cm;’
n = 30 para a Expressao 5.23; e a condicao inicial T, = 20 unidades.

Neste caso foi necessario introduzir uma modificacio no
algoritmo, a qual possibilitasse o calculo das matrizes de elemento,
incluindo a parte dissipativa nestas, apresentada no Apendice B.

Tambem para este problema, como nos anteriores, fica de
monstrado que o metodo aproxima a solugao, com boa precisdo, da  solu
c3o analitica, com erro absoluto da ordem de 0(10™") unidades, o que
corresponde a um erro de 0,01%, como se pode ver nas Figuras 5.18 a
5.21. A Figura 5.18 mostra a variacao da variavel U, que pode ser in
terpretada como temperatura, ao longo do tempo para quatro pontos de
X, ou seja, x igual a 0; 20; 46,6667; e 73,3333 milimetros, desde a
condicBes inicial U = 20°C até proximo da condicdo de contorno U=0°9C;
o tempo de propagacao necessario foi de 200 segundos. '

A Figura 5.19 mostra o erro absoluto dos resultados mos
trados na Figura 5.18.

A Figura 5.20 exibe a variacdo da variavel U ao Tongo de
x de 0 a L/2, isto e, da origem ate a borda, para os instantes t igual
a 5; 10; 15; 20; 30; 35 e 40 segundos de propagacao da variavel U.

A Figura 5.21 apresenta o erro absoluto correspondente a
Figura 5.20, onde se percebe que o maior erro estd nos pontos iniciais,
isto devido a discrepancia que existe entre o contorno ea condicao ini
cial nos nds que delimitam estas condicdes.
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Fig. 5.18 - Variacao de U ao longo do tempo.
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5.5 - EXEMPLO DE UMA EQUACAO DE DIFUSAO NAO-HOMOGENEA

~ Neste problema supoe-se uma barra isolada que tenha uma
distribuicao inicial de temperatura dependente da posicao (x).  Supoe
-se tambem que a distribuicao contenha um termo de geracdo de calor
Q. O comprimento da barra & L (L = 10 mm), portanto o dominio de x &
x[0,L].

Observacao: Nas Figuras 5.24 e 5,25 foi feita uma translacao da origem
para o centro da barra, com a finalidade de melhor apresentacao porem

o problema foi resolvido para x variando de 0 a L.

0 problema e equacionado por

izl_La_T=__Q~ | (5.26)
ax?2 K ot k
onde
1 _ec
K k

onde Q e uma constante de geracao de calor por unidade de volume e uni
dade de tempo, p a densidade, ¢ o calor especifico e k a condutibilida
de termica. No presente caso escolheram-se Q/k =1 eK=2,3, com as
condicoes inicial |

T(0,t) = T(L,t) =0, t>0 _ (5.27)
e de contorno

T(x,0) = L x(L-x) , 0 (5.27b)

k

A
>

A
—

A solucao analitica sera
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T(x,t) = Tilx,t) + To(x) , (5.28)
onde
_ Ox 5.29)
T, = == (L-X) ( .
2k
e
© 2_2 2
Ty = ] A sen X, e—<Kn TS (5.30)
n_=1 L -
onde
_ L
A = 2 { [ To(x) - 95—(L-—x)}sen LLLE S (5.31)
N L2k L

donde finalmente

Tt) = & (Lox)+ ] 22 [ &J‘
2k n=1 nn

(Kn2-2 2
. sen NX o (Kn®at)/L .

L

(5.32)

0 fato da Equacao 5.26 ser nao-homogenea faz com que, no
Sistema 4.18, apareca um vetor independente dado pela superposicao de
vetores independentes que aparecem para cada elemento, devido a  soma
.do termo nao-homogeneo ao residuo R, o qual e dado por
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- ) )
0o 1 7710
0, 7/10
0, 7/10
0, 1 3740
0, 3/40 v
= A. ) (5.33)
0s 3/40
0, 3/40
0, 3/40
06 3/40
[ 05 | | 2/20 |

Note-se que tambem neste caso o metodo funcionou bem uma
vez que o erro maximo & de ordem de 0(107°) para levar a temperatura
inicial proximo de 0°C, como imposto pelo contorno, o que  corresponde
a um erro relativo maximo de 0,01% em relacao a solucao analitica, co
mo e mostrado nas Figuras 5.23 e 5.25. A Figura 5.22 mostra a variacao
da temperatura ao longo do tempo no centro da barra, enquanto a Figura
5.23 mostra o erro correspondente em relacio i solucio analitica. J3 a
Figura 5.24 mostra a temperatura ao longo da barra para 0S sSeqguintes
instantes: 0,9; 36,2; 98,4 e 170,4 segundos; e a Figura 5.25 da os er
ros absolutos correspondentes aos graficos ‘da Figura 5.24.
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CAPTTULO 6
CONCLUSAO
6.1 - COMENTARIOS S

0s metodos numericos utilizados atualmente para resolver
problemas de difusao separam as variaveis espaciais da variavel tempo
ral, o que foi comprovado nao ser adequado para a solucao deste tipo
de problemas.

‘ .

0 metodo aqui pkoposto elimina o erro devido.a separacao
do problema em uma parte espacial e outra temporal, isto porque saocon
sideradas as contribuicoes cruzadas ao longo da malha. As Figuras 6.1
e 6.2 mostram a diferenca entre a maneira de efetuar o calculo ao Tlon
go da malha para, por exemplo, 0 metodo de diferencas finitas e para o
metodo proposto. Na Figura 6.1 as setas indicam que em cada instante a
solucao caminha ao Tongo do espaco como se espaco e tempo fossem inde
pendentes, o que equivale a afirmar a existencia de um tempo discreto.
Ja a Figura 6.2 mostra que espaco e tempo sao considerados simultanea

mente.

Fig. 6.1 - Esquema para uma malha considerando espaco e tempo como
se fossem independentes.

- 99 .
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X1 X
XX

Y
+

Fig. 6.2 - Esquema para uma malha considerando espaco e tempo
simultaneamente.

Note-se que na bibliografia citada os melhores resulta
dos foram obtidos por Donaee e Evans (1982). Comparando os resultados
da analitica com os por eles obtidos, os erros variaram de 0,1 a 10%.

0 metodo aqui desenvolvido considerou a variavel  tempo
sendo de mesma especie que as variaveis espaciais e utilizou elementos
triangulares nas variaveis (x,t); tais elementos sao aqui denominados
elemento triangular espacgo-tempo.

0 metodo se mostra bastante promissor, tendoemvista que
0 maximo erro nos testes feitos foi da mesma ordem do menor erro obti
do por Donaee e Evans, isto e 0,1% de erro.

0 metodo permite modificar as condicoes inicial e de con
torno de uma mesma equagao sem alterar o programa de computagao, pois
estes parametros sao colocados como dados de entrada.

Ao analisar os graficos das Figuras 5.2 a 5.9 nota-se
que, na primeira aplicacao feita, o erro absoluto continua da mesma or
dem para um numero diferente de elementos para o mesmo intervalode tem

»
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por (35s) e que variando este intervalo (250s) (Figuras 5.10 a 5.13) o
erro permaneceu de mesma ordem (maximo erro absoluto 0,01%).

Na segunda aplicacao foram necessarios 175 sequndos cor
‘respondentes a 300 passos de integracao ao longo do tempo, para levar
a temperatura de 20 a 95 graus centigrados. As Figuras 5.14 a 5.17 mos
tram que o erro inicialmente da ordem de 0,1% decresce com o tempo.

Na terceira aplicacao (equacao com termo dissipativo) as
Figuras 5.18 a 5.21 mostram.que o maximo erro e da ordem de 0,01% e o
minimo erro da ordem de 0,0001%, para levar a temperatura de 200C a

10C em 200 segundos, correspondentes a 80 passos de integracao no tem - -

po.

Na quarta aplicacdo (equacdo nao-homogenea), foram neces
sarios 209,7 segundos correspondentes a 1258 passos de integracaoao lon
go do tempo, para levar a temperatura de 25°C a 0,615°C no centroda bar
ra, com um erro maximo de 0,01%, como mostram as Figuras 5.24 e 5.25.

Note-se que conforme a Tabela 5.1 o residuo (erro) do me
todo de elementos finitos propriamente dito e de 0(10°'°), aumentando
¢ erro final devido a resolugao do sistema de equagoes.

Pode-se concluir ent3ao que o metodo € bastante promissor
para a analise de equagoes diferenciais parciais do tipo parabolico
(aqui denominados probiemas de difusao).

6.2 - SUGESTOES
No futuro poderao ser realizados trabalhos tais como:

a) Analisar a valia do metodo para outros casos.

b) Impiementar o metodo para duas ou mais variaveis espaciais.
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c) Fazer a analise puramente matematica da convergéncia do méto
do.

d) Desenvolver o metodo utilizando minimos quadrados ao invés de
Galerkin
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/ PENDICE A

ALGEBRISMO PARA A DETERMINACAO DA MATRIZ
DE CORRELACAO DE UM ELEMENTO PARA
A FQUACAG HOMOGENEA

Para resolver a Equacao 5.1 da primeiré aplicacao desen
volve-se esta como segue
2
U _3U_g .
ax? ot

-

Para U = U implica que
. 2 - - N . ) . .
B _aU g (A.1)
ax? ot '

Como elemento foi escolhido o triangular'com interpolagao de Lagrange
de 3@ ordem. Entao, a funcao aproximada € dada por

U = NoUg + NiUy + NpUp + N3Us + NuUy + NsUs + NeUg +

+ N7u7 + NgUs + NoUg , 1'_ - oo ' "ff-_;f~- (A.2)
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Para substituir a funcdo aproximada U na Equacdo A.1 & necessario  ob

ter suas derivadas parciais em funcao de x e t, "isto e
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Entdo, substituindo as Expressoes A.6, A.7, A.8 e A.9 nas  Expressoes

A.4, tem-se
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Substituindo as Expressoes A.9 na Equagao A.1, colocando

as incognitas U; em evidencia, obtem-se a expressao do residuo R, como

segue
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onde as expressoes multiplicadas pelas incognitas Uss quando multipli
cadas por (9/2)(1/4), sao os coeficientes M. quando o residuo € posto
na forma - S '
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Agora, substituindo o residuo R na Expressdo 4.8, isto &,
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Desta forma foi determinado o vetor I® das Equacoes 4.30
e 4.31 em fungao das .incognitas Ui’ podendo-se entao escrever a matriz
de correlacao do elemento e, onde os coeficientes K?j sao dados pelas
_expressGes que multiplicam os valores nodais Ui nas Integrais A.12. De
nominando os coeficientes numericos como segue

€ = 1/60; Cy = - 1/120; C; = 3/20; €y = -3/40;
C, = 1/120; Cs = 1/30; Ce = 3/165  Ci1 = 9/40;
Cs = 1/205 Ce = = -3/80; Ciz = 9/20;

1/40; Co

D, = 32/3780; Ds

D, = -1/1680; Dy = -1/210;  Di2= -3/560; Di7= -1/280;

1/280; Di3= 3/140; Dig= 3/56;

Ds = 1/336;  Ds
23/1680; Di.= -3/280; Dis= 9/70;

D, = 1/140; D
Ds = 19/7560; Diyo= 3/70; Dis= -13/1680;

as Integrais A.12 sao reescritas na forma a sequir
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" Definem-se agora

pendentes apenas das coordenadas (x,t), isto e, dos 934> COMO segue:

Hy
Hz
Hy

H,,

elemento
gue

9/2;
Hi/a;
Hzgﬁl;

ngoz;
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- (019902 + Di19922 + 019922) ] Ue } .

parametros H, para i =1, 2, ...

Hs
He
H;

He

H
H
H
H

, 11, 0s quais sao

29115 Hs = 2H2g019113
19233  Hio = 2H29119213
;gil; Hii = 2H2901921.
1922

Finalmente, escreve-se a matriz_ﬂe de correlacao para

"e" generico, onde os coeficientes K?j sao definidos como

= C1H;
= CuHs
= CyH-
= CgHj
= CgHg

= CsHs

- DiHy
- DsHe
- DsHs
+ CsHo

+ C3Hs

+

C2H10 + DsH7

C2H11 + C3H7

C5H3 + C5H11

= Cng + C5H11

t

t

+

DoHy - DegHe -

D3Hk = D7H6 ’

C2Hio - D3He - D3He

D3H6 = D3H11 ’

D3Hk = D7H8 s

DZHk = DGHB ’

CsHyo - DyHy - DgHe - DgHs

um

se



n

CuHy - Dy
CiHs - DiH¢ ,
e
Koz ’
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. C3H3.+ CoHe - D7Hy - D3He ,

CsHy % Ce¢Hs- DgHy - D2He

)

CeHs + C5H19
CzHlo + C3H7;
CaHuy + ¢8H7
CeHs + C;Hl;
C2Hs +1C3H1?
Ko ,

KOl ’

CiHy - DiHg ,

+

CeHs

CoHs

+

4

DoHe - DeHs

DBHG = D7H8 .’
DsHy - DsHe »
DsHy - DsHs

CeHio - DgHy - DuHe - DeHs

C2Hg - D3sHy - DsHe. ,
CeHs - DsHy - D3He ,

--CaHs + CHio - DsHe - DsHs ,

CsHio + CeHy-- DgHe - DoHs

+ .

CsHia

 CsH7 - DeHy - D2Hs ,
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C3H3 + C2H11 - D7Hq - DgHa ’

C3He + CgHy11 - CgHio - DgHu - DgHe - DuyHg ,

CsHs - DoHy ,

CioHs - DisHe

C,Hs - DoHg
CaoHs - DsHs :

CoHo + cn.H.5 - 01;Hq - DlgHs .
CoHao - DayHe - Duals

Cshao = DioHe - D1uHs &

Cobar + CaaMa - Dahy - bllHe .
CoHaa = DisHu - Daohs

Ci1Hio - Dlqu - DysHe -ADloHe .
Crofs = Dashs

C,Hs - DsHe

kS ,

CiaHs + CoHs - DigHy - DiaHs

C8H9 - DlOHH = DlOHG ]

CeHio - DisHe - DioHs ,
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CoHio + C11H7 - Di2He - DiiHe

= CgH11 - Di2Hy - DiyHs

CoHi1 - DiyHy - DiiHe

Ci11H11 - DysHy - DyuHe

CioHs - DsHy

e
Kkl ’

i C10H7 = DlSHB ’

Caalls + Colls - Dushy -
CoHs - DyoHy - Dla.H's ,
CaHio - DuaHs - Dlo_Ha
Cob . Coatly - D11 He

CoHiz = DizHy = DiuHs

CoHyy - DiyHy - Di2Hs

Ci1H1: - DloHu - DiuHe

e
K50 ’

e

7K31 ’

CsH7 - DoHe

- DioHs ,

DlZHG ’

- D16H8 ;

]

- DlaHB )

. CoHg - DiyHy - DioMe -
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CoHg - DiiHy = DigHe

C1;H5 + CqHyg - DIGHG - Di1Hs
CgHip - Dloﬂe - quHs .

CgHi1 - DigHy - DigHs .

C1¥H3 + CqHyp = DI?H” -~ DioHg
Clng - DyoHy - DlgHe - DiyHs
Ko »

CioHs - DsHe ,

K2 »

CoHg - DiyHy - 011H§ .

CoHg = Di2Hy - D1uHe .

Cl;Hs + CoHyp - Dl?HG - D;,Hg 3
CgHi9 - DyigHe - DI§H8 .

C8H11.— D;oHy - DygHs |

Ci1Hs + CoHy1 - DygHy - DiiHe

CiiHg - Dy13Hy - DyigHg - DiyHs
KSo »

e
K71 )
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e
KSZ ’

CBHS - Dl3HH = DlOHG ’

CoHe + Cy11Hs - DizHy - DiiHe

CoHio- DiuwHe - DigHs

CSHLO- DllHG - DthB ’

CoHyz + CyiHs - DigHy - DygHs

CBHll = DlOHH = D;oHe s

C11H10 - DlHHH - DlOHG = Dl3HB s

DthH s
D17H6 s

D17H8 s

+

Cy2Hs

CiiHe + CliHs = Di3Hy - DigHe &

+

Ci2Hs C11H10 - DigHe
CiiHio + Cy2H7 - Dy3He
Ci1Hi1 + CioHy - DigHy

C;zHa + Cy1Hi1 - DygHu

CizHs + CizHiz + CizHio - DigHy - DigHs - DioHs .

CiiHo - DigHy - DisHs ,

D13H8
DlBHB
DlBHB

Dl3HB

9

9






APENDICE B

TRANSFORMACAO DA MATRIZ DE CORRELACAO DA EQUACAD
HOMOGENEA NA MATRIZ DE CORRELACAO DE
UMA EQUAGCAO NAO-HOMOGENEA

Para transformar a matriz de correlacao de um elemento

da equacao homogenea em uma matriz de correlacao de um elemento de uma
equacao nao-homogenea basta incluir a parte nao-homogeénea no -residuo
apfesentado na Equacao A.13. Para incluir uma derivada primeira em x

- e suficiente substituir nesta equacao os parametros g,, por
o1+ b*Go2, 911 POr gi1+b*gy> € g2y por go1+b*grz, onde b* & a  cons:
tante ou parametro que multiplica a derivada sU(x,t)/sx.

Para incluir um termo em c*U(x,t) basta somar c*U{(x, t),
com sinal contrario, ao residuo na forma da Expressao A.4. Qualquer ou
tra constante ou variavel que nao envolva 3U(x,t)/ax ou U(x,t) tambeém
sera apenas somada, com sinal contrario, ao residuo.

Desta forma nota-se que ao incluir estes termos no resi
duo, eles passam a estar inclusos automaticamente na sequencia do alge
brismo do Apendice A.

Note-se que todas as modificacdes no residuo foram do ti
po soma, o que significa que a matriz final sera tambem resultado da so
ma da matriz de correlacao da equagao homogenea com uma matriz devida

aos novos termos somados ao residuos.

Para a{Equacéo 5.21 esta matriz.e dada por

- B.1 -
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[He Hy Hy H, Hs Hy Hy Hy Hp Hs
Hy He Hy Hs Ha Ha Hs Hy Hy Hs
Hy Hy He He He Hs Hy Hp Hy Hs
H, Hs Hy Hy He He Hio He Hiy Hiz
Hy Hy Hy He Hy Hiz He Hig He His
He Hy Hs Hs Hiy M, Hs He Hio Hi
He Hs Hy Hig Hs He Hy Hiy He Hy,
Hy He Hp He Hio He Hiy Hy He His
Hy Mo Hs Hiy He Hio Ho He M, Hi,

HS HS H5 H12 H12 H12 H12 H12 H12 H12_

‘onde

Hy = By x 11/6720
Ha = By x 3/1120 ;
Hs = By x 9/2240 3
Ho = By X 9/2240 ;-
Hs = By x 3/560 ;
He = By x 19/1680 ;
Hy = Bl.x 9/112 ;
He = -B1 x 9/320 ;
He = -B, x 9/448

Hio= -B; x 9/1120 ;
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H11= Bl X 9/224 :
Hip= By X 27/1120 ;
Hya= By x 27/280 ;

e By = bxa, onde b & a constante b da Equacdo 5.21.
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