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RESUMO

Uma implementagdo de codigo em drvore para o cdlculo das forgas em
problemas de muitos corpos € apresenlada. A 1€cnica consisie essencialmente em
virtualizar todo o sistema em uma estrutura de dados em drvore, o que loma ©
esfor¢o computacional para o cdlculo das [or¢as da ordem de @ (N log N) contra os

@ (N2) da soma direta. O integrador adotado é o simples "leap-frog” de segunda
ordem de acurdcia. Uma rdpida discussio sobre os efeilos dos erros de truncamento
sobre a morfologia do modelo € feita. Conclui-se que esles erros sio pequenos.
Contudo, o processo de propagacao € markoviano se o passo de integragdo se adapta
aos polenciais, mantendo o erro esperado aproximadamente o mesmo por todo o
sislema. Também € apresentado um breve esmdo sobre efeitos dindmicos do
comprimento de amolecimento, bem como os efeilos da estrutura da arvore sobre as
forcas perturbativas, oriundas da nawureza discreta da distribuigdo. Os testes
mosiram que, mesmo para distribuigdes completamente arbitrdrias, o cédige 1em uma
eficiéncia as vezes melhor que (@ (N log N). A aplicagdo do cddigo € feita com o
colapso de uma esfera homogénea fria, simulando um processo primordial de
formagdo galdtica. A evolugdo da entropia do sistema sugere que um estado de

quase-equilibrio foi atingido apés aproximadamente 2 10° anos. E mostrado que a
configuracao final mantém uma boa semelhanga com as propriedes dindmicas e
morfolégicas das mais conhecidas elipticas gigantes. Uma discussio € feila sobre
a evolugdo das principais vanidveis dinidmicas do sistema. Durante toda a
simulagcdo, a energia total foi conservada dentro de 0.1%.



IMPLEMENTATION OF A TREE-CODE FOR NUMERICAL SIMULATIONS

OF STELLAR SYSTEMS

ABSTRACT

An implementation of a tree code for the force calculations in
gravitational N-body systems simulations is presented. The technique consists in
virtualizing the entire system in a tree data-structure, which reduces the

computational effon 10 @ (N log N) instead of @ (N2?), 1ypical of direct
summation. The time tmegrator adopted 1s the simple leap-frog with second-order
accuracy. A brief discussion about the truncation-error effects on the morphology
of the system shows them 1o be essenually negligible. However, these errors do
propagate in a Markovian way if a potential-adaptive time-step 1s used in order
to maintain the expected truncation-error approximalely constant in the entire
system. The dynamic effects of the softening length are discussed as well as the
effects of the tree structure on the penurbative forces typical of discrete
systems. The tests show that, even with 1otally arbitrary distributions, the
total computation-time obeys an (? (N flog N) behaviour. In some cases, we gel an
improvement better than (? (N /fog N). As an application of the code we evolved an
Initially cold and homogeneous sphere of point masses to simulate a primordial
process of galaxy formation. The evolution of the global entropy of the system
suggests that a quasi-equilibrium configuration is achieved after approximately

2 107 vyears. It is shown that the final configuration displays a close
resemblance with the well observed giant elliptical galaxies, in both kinematical
and luminosity distribution properties. A discussion is given on the evolution of
the important dynamic quantities characternizing the model. During all the
computations the energy is conserved to better than 0.1%.
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CAPITULO 1

INTRODUCAOQO

Nos iltimos 30 anos, uma crescente atengdo lem sido voltada para a
viabilidade de se calcular varidveis dindmicas de sistemas f{isicos com muitos
graus de liberdade, apresentando resultados cada vez mais confidveis, a medida
que computadores mais velozes e 1écnicas computacionais mais sofisticadas vém

sendo desenvolvidos.

A possibilidade de, a partir de leis fundamentais da fisica,
realizar experimentos numéricos que preveém desde o funcionamento de
dispositivos  eleirrdnicos (v. Hockney e Eastwood 1981) a1é resullados
cosmoldgicos, que aparentemente concordam com o que é observado (Efstathiou e
Eastwood 1981), recompensa todos os eslor¢os empreendidos pelos matemiticos dos

trés dltimos séculos.

Com o advento do cdlculo integrai e diferencial por Newton e
Leibnitz. no final do século XVII, os dois séculos posteriores foram dedicados
ao desenvolvimento de ferramentas matematicas da fisica tedrica e da astronoma.
Este periodo foi presenteado por trabaihos revoluciondrios tais como os estudos
de equagbes a derivadas parciais, os estudos das séries e inlegrais de Fourer e
suas generalizagdes aié os espagos de Hilbert, a geometria diferencial e as
abstratas dlgebra, teoria de grupos e topologia. Todos estes desenvolvimentos
assistiram a f(fsica, 1anlo a da época quanio a moderna, muiloc mais com o
propdsito de construgdo de teorias fundamentais, tais como a mecdnica analitica.
a eletrodindmica, a mecdnica quanlica e as teoras da relatividade, que o de
resolver problemas de cunho prdtico, que nem sempre podem ser descritos em
termos de uma simples série de harmdnicos cilindricos, esféricos erc., que

exigem sempre um conjunto de simetrias simpiificadoras.

Nos tempos de hoje, € possivel, a partir do conhecimento de
conceitos jd4 entdo cldssicos, resolver problemas que envolvam situagdes mais
realistas como, por exemplo, a equagdo de Poisson para um problema com

fronteiras no infinito e com uma disiribuicdo arbitrdria de fontes do potencial.



Contudo, a representagdo limitada dos numeros reais na forma de mantissas de
comprimento finito, os truncamentos necessdrios das séries de poténcias, que
definem as fungOes trancendentais, e os truncamentos tipicos de técnicas de
integragdo e de diferenciagio ddo lugar a um estudo bastante complexo,
denominado Andlise Numérica. O ramo da fisica tedrica que € subsidiado pela
andlise numérica ¢ a fisica computacional, cujo propdsito € o de desenvolver e
analisar expenmentos numéricos, com modelos que correspondem a sistemas fisicos
quaisquer, apresentando resultados precisos e consistentes com o© que €
observado.

Quase toda a fisica tedrnica foi construida em fungdo de dados
expenimentais obtidos em laboraténo. A mecédnica quiniica, por exemplo, surgiu
para explicar os resultados formecidos pelas pesquisas de espectrometria (e.g.,
as linhas de emissdo e absorgio dos elementos quimicos) e de outros trabalhos
envolvendo particulas elementares, tais como espalhamento de elétrons em redes
cristalinas. Contudo, existe um ramo da fisica tedrica, cujos alicerces sdo
puramente as leis da mecinica e da gravitagdo de Newton, mas seu objeto de
estudo sio as propriedades dindmicas ¢ morfoldgicas de sistemas compostos de um
grande ndmero de particulas que vai desde alguns milhares até muitos bilhdes.
Trata-se da Dinidmica Galdctica, ou também dinidmica de sistemas estelares,
(Binney-Tremaine 1987; Saslaw 1985), cuja origem monta do inicio do Século com
os trabalhos de Sir James Jeans (1919).

A dindmica galdctica tem como motivagdo fenomenolégica os objetos
de estudo da astronomia extra-galdctica: galdxias, aglomerados de estrelas,
aglomerados de galdxias e estruturas em grande escala. A metodologia empregada €
essencialmente a mesma da fisica de plasmas e teoria cinética dos gases. Hd uma
tentativa de se fazer uma termodindmica de sistemas autogravitanies e at€é mesmo

um formalismo semelhante ao da mecinica qudntica (cf. Saslaw 1985).

Ao contrdrio das fisicas do inicio do século, a dindmica gal4ctica
ndo pode testar suas hipSteses ¢ modelos em laboratdrios analdgicos. Felizmente,
o advento da computagido eletrdnica tornou vidvel a experimentagdo numénca de
sistemas estelares. O computador é o laboratério de fisica de sistemas

estelares.



Nos tltimos 30 anos houve um enorme progresso, tanlo na precisio
dos célculos quanto na sua velocidade de processamento. Assim, expenmenlos
realizados no inicio da década de 1970 (e.g., Aarseth 1971} em grandes
computadores da época, com cem a mil particulas, sdo realizados, hoje em dia, em
PC’s incrementados (e.g., as simulagOes-teste que foram realizadas neste
trabalho). Atualmente, as novas técnicas computacionais, combinadas com os

supercomputadores e "workstations”, permitem realizar experimentos, em apenas um

ou dois dias, com um nimero de particulas da ordem de 10* a 10°, em escalas de
tempo fisico compardveis a um tempo de Hubble (e.g., Barnes 1988, 1989; Burkert
1990).

Quanto mais experimentos numéricos de sistemas eslelares forem
realizados, combinados com observagdes feilas com instrumenlos e técnicas de
andlise mais precisos, mais chances teremos de inferir corretamente a respeilo
da formagdo de galdxias, da sua diferencia¢do morfoldgica, da razioc massa-
luminosidade, da importincia de processos dissipativos na formagdo das partes
centrais efc. Enfim, importantes conclusdes podem nos levar a uma visdo mais

aclarada do Universo, da sua origem e, talvez, do seu destino.

O objetivo deste trabalho é o de apresentar uma nova técnica
computacional, introduzida na segunda metade dos anos 80, para simulagdo de
sistemas estelares (e.g., Appel 1981, 1985; Bammes e Hut 1986). Trata-se da
utilizagdo de drvores de dados para o cdleculo das forgas, seguindo uma
hierarquia de distincias em que porgoes-fonte do campo tém seus tamanhos
determinados aproximadamente por um dngulo sélido pré-fixado. A principal
conseqiiéncia desta técnica € que as for¢as sdo calculadas com maior resolugio
para as contribuigdes mais préximas e com baixo nivel de detalhamento para as

contribuigdes remotas, acarretando num esfor¢o computacional da ordem de

@ (N log N} contra os @(Nz) da soma direta.

Aqui o enfoque € dado aos sisternas estelares ndo-colisionais,
também conhecidos como sistemas nio-correlacionados (Hockney e Eastwood 1981, p.
13). Um sistema ndo-colisional é uma idealizagdo, que estabelece que todas
particulas obedecem exclusivamente as forgas coletivas (componenies lisas), que

sdo bem descritas por integrais sobre distribui¢bes continuas. Sistemas como



galdxias, em escalas de tempo compardveis ao tempo de Hubble, estdio muito

proximas desta idealizagio.

A apresentacdo e constru¢do do cddigo em drvore para o cdiculo das
forcas sdao feitas no Capitulo 2. Aqui € adotada a 1écnica desenvolvida por
Barnes e Hut (1986), mas com uma certa independéncia no desenvolvimento dos
programas. A linguagem computacional adotada € o Pascal padrao, visto que € uma
linguagem que facilita o desenvolvimento de programas cientificos que utilizam a
filosofia de estrutura de dados. Contudo, as versdes que sdo utilizadas neste
trabalho ndo sdo de facil tradugdo para o FORTRAN 77, ficando a versdo otimizada
para computadores com arquitetura “pipe line", inclusive, para um trabalho
posterior (v. Capitulo 5). Os algoritmos fundamentais do método sdo apresentados
em "PORTUGOL" (pseudo-cédigo com termos em portugués}. Também no Capitulo 2, é
calculado o esforo computacional dos coédigos de montagem da drvore e de
utilizagdo desta para o cdlculo das forcas. O método de integragdo adotado é o
"leap-frog" de segunda ordem e sdo discutidos os erros de truncamento, a
propagacdo destes para a morfologia do sistema e a estabilidade numérica do
integrador.

No Capitulo 3, sdo discutidos alguns efeitos do artificio que
atribui  aos modelos as propriedades de sistemas estelares nao-colisionais: o©
comprimento de amolecimento € (Aarseth 1963). Também sdo discutidos os efeitos
de flutuagdes de densidade, para os métodos da soma direta e da drvore, e a

influéncia do amolecimento sobre estes.

No Capitulo 4, efetua-se os testes do cédigo com um experimento de
colapso violento de um objeto esferéide, cujas condigoes iniciais sdo obtidas
por Monte Carlo. Os resuitados mostram que os remanescentes de colapsos
violentos tém alta densidade superficial central. Este resultado concorda com o0s

de um trabaiho recente (Burkert 1990).

A conclusdo e as perspectivas de futuros trabalhos que empregam a
gama de aplicagdes das técnicas de drvore (cf. Hernquist 1989; Hemquist e Katz

1990} sdo apresentadas no Capitulo 5.
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CAPITULO 2

O METODO

2.1 - INTRODUCAO

Até bem pouco tempo, os métodos empregados na solugio numérica do
problema de muitos corpos aulogravilantes 1ém sido ou vanantes da soma direla
(e.g., Aarseth 1971; Ahmad e Cohen 1973) ou variantes de técnicas numéricas
utilizadas na solugdo de equagbes a derivadas parciais (e.g., Hockney e Eastwood
1981, p. 18-23 e Caps. 5-8; Tijonov e Samarsky 1980, pgs. 620 - 700; Binney e
Tremaine 1987, pgs. 90 - 99). Nos prnmeiros, os esforgos s3o voltados para a
otimiza¢do das (écnicas de integragdo das Orbitas das particulas do sistema,
incorporando métodos preditores-corretores (Hockney e Eastwwod 1981, Cap. 4) e
atrribuindo as particulas passos individuais de integragdo. Nos segundos, as
técnicas sdo voltadas para o cdlculo rdpido do potencial coletivo do sisiema,
utilizando grades espaciais, onde o conjunto de particulas no interior de uma

célula € substituido por uma superparticula (fambém chamada nuven). Os mais

famosos sdo os PM (particle-mesh) e os P’M (particle-particle _particie-mesh).

Os métodos PM consistem simplesmente em levantar a grade de

potenciais (for¢as) e integrar as Orbitas das particulas no interior das células

da grade. J4 os mélodos P"M sdo um pouco mais complexos, consislem em computar as
interagbes entre as particulas de mesma célula e, separadamenie, computar as

forcas da grade (componentes coletivas).

Mélodos de grade ndo funcionam em sislemas colisionais e sdo
limitados em resolugio espacial em decorréncia da restricio do dominio do sistema
a células pré-esiabelecidas em algum sistema de coordenadas. Em compensagdo, sdo
extremamente rdpidos, podendo em alguns casos ter um esfor¢o computacionai da
ordem de (7 (N), onde N € o mimero de particulas do sistema. Técnicas de soma
direta s3o as mais precisas e, Infelizmente, sdo as mais dispendiosas

computacionalmente falando; o esforco compuiacional de técnicas derivadas da de

Ahmad e Cohen (1973) é da ordem de 0(Na), com | < a = 2, em sistemas

relativamente homogéneos sendo que, quando ocorrem fortes aglutinagdes, o esforgo



degrada para ¢ (Nz) (vide um breve histérico de simulagdes de muitos corpos que €
feito por Appel (1983)).

Recentemente. uma nova classe de algoritmos tem sido proposta
(Appel 1981, 1985; Bames e Hut 1986), que reune as vantagens da soma direta as
das técnicas de grade. A 1écnica consiste essencialmente em calcular as forgas
segundo uma hierarquia de tamanhos (distancias) das partes do sistema, usando uma
estrutura de dados em drvore (e.g., M. Wand 1984, Cap. |, para uma defini¢do
rigorosa). Regides mais préximas de onde se esld calculando as forgas siao tomadas
com maior nivel de detalhamento, enquanto as partes remotas sdo acessadas com
menor resolugdo. O tamanho de cada porgdo avistada pelo método € limitado pelo
critério de tolerancia, a = r8, onde a € o tamanho da porgdo e 8 é o pardmetro de
lolerdncia. As principais vantagens desta técnica, além da que jd foi citada

acima, sao:

a) segmentagdo do sistema, para o cdlculo das forgas, ndo depende de uma grade
fixa pré-estabelecida. o que dd ao método um cardter lagrangiano (Hernquist
e Kaiz 1989), eliminando as desvantagens das grades que, naturaimente,

impdem ao polencial uma simetria prévia;

5) em virtude de se percorrer uma arvore para o calculo das forgas, o esforgo
computacional €, em média, aproximadamente @ (fogN) por particula, quando 6

ndo € muito menor que a unidade (Hemquist 1987).

Pode-se dizer que mélodos de drvore atualmente dividem-se em duas
subclasses: (i} a dos algoritmos que urtilizam d4rvores bindrias (e.g., Appel 1981,
1985) e (ii) a dos cédigos que langam mdo de drvores octais (Barmes e Hur 1986).
A primeira vincula o sistema, em sua exilensdo, a construgdo da arvore. A segunda

associa a drvore ao espago que contém o sistema.



2.1.1 - METODO DE ARVORE BINARIA

Este método consiste na biparticio recursiva do sistema em dois
subsistemas filhos, cada um com metade da massa do sistema pai, até que a dltima
divisdo consista em separar um par de particulas. As propriedades dindmicas de
cada porgdo sdo cadastradas nos nés de uma drvore bindria, sempre com respeito ao
centréide da porgao-pai. Assim, a raiz da drvore corresponde ao sistema inteiro,
enquanto cada porgdo obtida por bipartigdo corresponde a um né e cada particula

corresponde a uma folha.

O método possui ambigiiidades quanto a fronteira que separa os
subsistemas [ilhos. A remogdo desta ambigiidade € efetivada mediante alguma
resiricdo geomélirica imposta a divisdo. O usual (Appel 1985) € impor que pares de
ndés minimamente distanciados sejam associados a nés comuns. Isto obviamente impde
que a construgdo da drvore dé-se de baixo para cima, encontrando o né mais

proximo para cada outro ainda nao associado, restringindo o nimero de particulas

a uma poténcia inteira de dois (i.e.. N = 2", n e {1,2,3,...]}.

As forgas sdo calculadas percorrendo-se a drvore de cima para
baixo. Dados dois nés irmdos, se ambos satisfazem o critério de tolerdncia,
calcula-se as forgas do binario (usando expansio muitipolar para maior precisio)
e integra-se as drhitas dos centréides dos dois nds, com respeito ao centrdide do
né-pai, ao longo de um intervalo de tempo At. Uma vez que isto € feito, propaga-
se recursivamenie esle raciocinio para os nds intenores, até se chegar a
integragdo das orbitas de um par de particulas. No final, a combinagio dos
movimentos dos nds-pais com os movimentos dos nds-filhos d4 como resultado a
Integragdo das orbitas individuais das particulas. Se o critério de (olerincia
ndo € satisfeilo, resolve-se o né maior em dois nds intemos até que o critério
seja satisfeito. Este mélodo de se calcular as forgas, e de se integrar as

Orbitas, € eficiente enquanto nido ocorra interpenetragio de nds.

Uma versao recente (Jerningan ¢ Porter 1989) combina as vantagens
da drvore ao método de passos de integragdo regularizaveis, dando ao cddigo a
possibilidade de se realizar simuiagdes extremamente realistas sem apresentar

perdas de resolugdo espacial nas regides concentradas.



2.1.2 - METODO DE ARVORE OCTAL

Este método baseia-se em técnicas utilizadas em mapeamento de
densidades e pesquisas de vizinhos mais préximos {e.g., Finkel ¢ Bentley 1974,
Bentley e Stanat 1975; Bentley e Friedman 1979) que consiste na divisdo recursiva
de uma regido cibica, que contém um conjunto de pontos, em octantes até que algum
critério de controle seja satisfeito para todos os octantes. A divisio €
acompanhada pela constru¢ao de uma drvore octal onde cada octanie (octeto)
corresponde a um né da drvore.

A primeira implementagao deste recurso, para o célculo das forgas
em problemas de muitos corpos, foi apresentada por Bames e Hut (1986), a qual
consiste basicamente em dividir recursivamente a regiio em que O sistema se
encontra em octantes, até que cada um contenha no médximo uma unica particula. Os
octantes (octetos) sdo encadeados em uma drvore octal, a qual serd usada para o
cdlculo das forgas, considerando cada octante como superparticula. O cdlcuio €
feito percorrendo a 4rvore de cima para baixo, buscando para cada particula os
octanies que satisfazem o critério de tolerdncia. O método da drvore octaj estd
diretamente ligado ao espago que contém o sistema e ndo ao sistema propriamente
dito, diferentemente da drvore bindria que € intimamente ligada as particulas do

sistema.

Dilerentes implementagGes surgiram nestes udltimos gquatro anos
(e.g., Hernquist 1987, 1990; Bames 1990; Makino 1990a; Makino e Hut 1989) em que
esforcos sdo voltados para a adaptagdo da filosofia de drvores as versbes
existentes de compiladores FORTRAN e aos seus respectivos empregos em
processadores paralelos/veloriais (e.g.., CRAY X-MP, CONVEX, FPS 5000 array
processor), sendo que, destas, a versdao mais otimizada € a de Makino (1990a) em
que todas particulas sio cadastradas em seus correspondentes nds, a uma sO vez em

cada nivel, no sentlido unicamente descendente.

Dilerentemente do método da drvore bindria, no método da drvore
octal ndao ocorre hierarquia de composigdo de movimento de centréides. As
integragdes das Orbitas sdo {eitas diretamenie sobre as particulas, uma vez que
sobre cada uma se tenha calculado as forgas. A precisio do cdlculo das forcas €

consideravelmente aumenlada se sdo incorporadas as células componentes de



multipolo.

Devido a simetria simples das células, € possivel se fazer uma
estimativa, mesmo grosseira, dos erros produzidos pelo desprezo de termos de
mullipolo de maior ordem, e.g., aproximagdo de monopole (Barnes e Hut 1989); ao
conirdrio, isto nao € possivel com o método da 4rvore bindria em virtude da

arbitrdria geometria de suas células.

Uma comparagdo entre os dois métodos € feita por Makino (1990b) na
qual se mostra que, embora a construgdo da drvore bindria seja mais prolongada,
ambos os métodos 1€m aproximadamente a mesma efliciéncia lanto em tempo de
computagdo quanto em consisténcia dos resultados em mdquinas convencionais
(compuladores escalares). Em processadores vetoriais o método de Bames e Hut
tem-se mostrado mais eficiente em virtude de procedimentos de construgio de

arvores serem relativamente mais dispendiosos em lais mdquinas.

Recentes trabalhos (Greengard e Rokhlin 1987. Greengard 1988;
Ambrosiano, Greengard e Rokhlin 1988; Carrier, Greengard e Rokhlin 1988) mostram
que € possivel reduzir o esforgo compuiacional de (7 (NlogN) para & (N),
simetrizando o cdlculo das forgas entre células. Assim, cada célula avista em

média (7 (logN) ouiras células o que torna o cdlculo das interagdes entre células,

com um esfor¢o de c??(IogZN). muito mais rdpido que a integragcdo das orbitas das

paniculas que dispende um tempo proporcional a @ (N).

Nesie trabalho, apresenia-se duas versdes de algoritmos em drvore
octal para N-copos. Uma € versao € escalar e foi montada com base na descri¢do
dada por Bammes e Hut (1986). A outra é uma versdo parcialmenie vetonial que
serve como ponto de partida para a transcrigdo deste algoritmo para o FORTRAN 77,
uma vez que se conhega regras de subslituigio de procedimentos recursivos por
procedimentos iterativos. A versdo do codigo utilizada foi a escalar (Secs. 2.2 e
2.3), visio que esia € a mais adequada para a mdquina utilizada. A linguagem
adotada para o desenvolvimento e execugdo dos programas foi o Pascal padrio
(Jensen e Wirth 1974) para o ambiente computacional VAX VMS, sendo que o c6digo

da simula¢do lem pouco mais de 300 linhas incluindo comentdrios.
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Nas préximas duas se¢bes (2.2 e 2.3) sdo dadas as elapas de
elaboracdo dos cddigos de construgdo e de transversalizagdo da drvore octal. Na
Secdo 2.4 deduz-se os esfor¢os computacioanais, tanto para o cédigo de construgio
da drvore de dados quanilo para o cédigo de transversalizagdo (para o cdlculo das
ifor¢as). Detalhes da técnica de integracdo da drbitas sdo discutidos na Segao
2.5. Os testes do cédigo sdo feitos no Capitulo 4.

2.2 - CONSTRUCAO DA ARVORE OCTAL

A construgdo da drvore octal estd diretamente ligada ao processo de

constru¢do da curva de Peano!, que associa o intervalo unitdrio [ = [0,1) ao cubo
P | . . . .
unitdrio I = I x I x 1. O encadeamento dos nés da drvore segue o caminho inverso

. . - 3
ao do conjunto de procedimentos que faz a assoclagdo f:I — T,

. 3 . .
A ngor, qualquer ponto do I" € acessado por um unico caminho,
infinito, de vizinhangas cibicas, obtido por divisdes recursivas do cubo unitdrio

em oclantes. Se € estabelecida uma ordem de numeragao dos octantes (e.g., de 0 a

7) é possivel montar um ndmero real t € I, a partir de um ponto P do L.
Inversamente. existe um conjunto de processos, que desmonta um numero t € I em
uma seqiiéncia infinita de rétulos, donde, segundo o crit€rio de numeragio
estabelecido, ohtém-se as coordenadas x,y,z do ponto P. Este iltimo processo € o

que caracteriza a curva de Peano.

Pode-se [lazer as construgdes no caso bidimensional a fim de

facilitar as 1lustragdes. Considere-se um ponto (x,y) do quadrado unitdrio I

(Figura 2.1). Através da divisdo recursiva dos quadrados que coniém o ponio,
comecando pelo I%, chega-se a uma seqiiéncia infinita de quadrantes, {qn; n =

0,1,2,...1, onde cada quadrante q | possui arestas que sdo metade das arestas do
n+

- . . 2 . -
quadrante-pai q . O quadrado q, € trivialmente o quadrado I e, por isso, ndo
n

precisa configurar na representagio do ponto (x,y).

1 Curva de Peano, num espago X, € o caminho f:I — X tal que f(I) = X (v. Elon
Lages Lima 1970).
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1 3 , 3
. P
. -
nivel 5
e
— »’ _
gi 4,' ----------- -
pe m——--’ 0 2
c |‘ ‘ :
0 2 : —
— t—+ f!!: ) I
/ 0 1
2 t

Fig. 2.1 - Divisdo recursiva do quadrado unitdrio I (quadrado maior) em
quadrantes idénticos. O quadrado a parte (canto superior direito) €
uma ampliagdo da regido hachureada que contém o ponto P, representado

pelo escalar 1, na reta unitdria [ (canto inferior direito).

Se ¢é adotado o critério de enumeragao da Figura 2.1, tem-se que

cada quadrante q ¢ identilicado pelo rétulo q < (0.1.23]. A partir desta

seqiiéncia de quadranies obtém-se imediatamenie um numero real { que associa
biunivocamente o ponto (x.,y) através de
. [+ 4]
q!. q2 qn qn
=+ 4 .+ + .= . (2.1)
4q 42 4n 4n

que facilmente se verifica que esta soma em (2.1) representa qualquer ponto do

intervalo I, onde os q, sd0 os algarismos da representagdo de t na base quatro:
1= ( 0,q|q1q3...qn... )4 . 2.2)

Inversamente, existe um procedimento A que desmonta o mimero t em quadrantes q,

ey qn’ -

(9,9peq ) = B T (2.3)
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Ainda, cada rétulo q_ pode ser escrito na base dois:
q =2x+y =(x vy ), (2.4)

com x, y € (0,1]. Assim, existem os procedimentos X e ¥ que desmoniam oOs
n

quadrantes IR hits Xpv oo X € Y0 ¥, respectivamente:
(x,y) = (&¥) q . (2.5)

Estabelecendo-se que os bits X, y compéem a representagdo bindna
n n

das coordenadas x, y, respeclivamente, tem-se que
x=yx/2ey=FYyn" (2.6)
ou ainda na base dois:

X = ( O,xlx’xs...xn... }

(2.7
y=C0yyy,..y..)
onde (2.6) e (2.7) correspondem ao procedimenlo B, que monta as seqiiéncias de
bits Xjoosow X oo @ ¥, . ¥, .. correspondentes as coordenadas X e .

respeclivamente:

X =B (X X ,X_see0sX 4uu. )
1" 2 3 n
(2.8)

-
Il

[B (y‘1y2)y3v---qy“,-.. )

Assim, tem-se que a curva de Peano € representada pela composicdo de

procedimentos

(xy) = £y = Bo(X )R t . (2.9)

Para a construgdo da drvore é de interesse O processo INverso ao

descrito em (2.9):
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t=f gy =a'e (R0 B (xy), (2.10)

onde B' caracteriza o procedimento de decomposi¢dao bindria; (2I,Yi')'l € 0 processo

de montagem dos bits de x e de y em quadrantes:

RV '(x,y) = 2x+y =q; 2.11)

n n

P

finaimente, &' é o procedimento de montagem dos quadrantes A Qs Qs e

na série dada em (2.1). Este dltimo procedimento ndo ¢ necessdrio para a
construgdo da drvore, visto que, o que interessa € apenas a indexagdo das células

(quadrantes) com os rétulos q obtidos por

(@ Gy o G0 ) = (RY) e B (x.y) . (2.12)

Computacionalmente, o procedimento B' consiste em empurrar para a
esquerda os bits das representagdes em (2.7) e na subseqiiente retirada da parte
inteira do resultado recém obtido. Este procedimento pode ser ilustrado pelo
algoritmo abaixo:

procedimento B 1(x) ;

comece
{empurre os bits de x a esquerda:}
X «— 2X;

{tome o bit g esquerda da virgula:]
se x> 1
entao
comece
X «—1;
n
X e—x-1
fim
sendo
X «— 0;
n

{8 " 'as sume o valor da funcgdo}

-1
B «— X
n

fim

retorne X;
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. -1
Cada vez que o procedimentc B atua nas coordenadas x,y, seus

valores sdo alterados. Assim, apés a n-€sima atuagio de B! sobre (x,y), a
configuragio de x e de y €

w
_ l+n
x = 2! - ( 0’ xn1-1 xn+2 xn+3 - )2
1=1
(2.13)
o
y1+n
y= 21 = ( 0’ J"n+l yn+2 yn+3 - )2

O procedimento (x.¥)"' & ilustrado com o algoritmo abaixo:

procedimento (£.¥) '(x.y);

comec e
q«— 2x + y;
(2, 9) 'eq
fim;

Embora a seqiiéncia de quadranies, que estabelece um ponto (x,y) no
quadrado unitdrio, seja infinita, o alimero de termos necessdrio para distinguir
dois pontos (x’.y’) e (x‘’,y’’), quaisquer, lais que (x‘,y’)=(x"’,y’’), € finito,
A distin¢do entre os dois pontos € evidente quando ambos passam a ter vizinhangas
disjuntas. Assim, os escalares t° e 1’ que passam a representar (Xx’,y’) e

(x*7,y’’), respectivamente, s6 precisam Ser escrilos como

tf

( O’qlqz"'qn-lq; )y
(2.14)
i’ 4

ul

( O’q|q2"'qn-|q;’ )4

com q° = q’’, 0 que mostra que existem n-1 quadrantes recursivos, comuns aos dois
n n’

pontos (x’,y’) e (x"*,y’’), e uma bifurcagio do nivel n-1 para o nivel n que

origina dois quadrantes disjuntos q‘° e q‘‘, no nivel n, diferenciando ambos os
n n

pontos.
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Para um conjunto S ¢ I’, de N pontos ndo coincidentes dois a dois,
tem-se representagSes semeihantes a (2.14). O fato de, para quaiquer subconjunto
S5’ de S, sempre existir uma representagdo semelhante a (2.14), sugere que rétulos
comuns a grupos de pontos sejam substituidos por nds de uma drvore quaterndria
(Figura 2.2); os quadrantes que isolam as particulas umas das outras sao folhas
da drvore; o quadrante comum a todos os pontos do conjunto S ¢é a raiz da drvore,

. o . 2 S
que € o préprio universo I°; os ramos sdo indexados pelos rotulos Qp Gy e

G, - € {0, 1, 2, 3}, que sdo obtidos pelo procedimento composto (%) 87,

que aparece em (2.12).

-— Talz

o

Vo

e A
e gt ra
PRI IS

folhas —~ '

Fig. 2.2 - Representagdo esquemdtica de uma drvore quaterndria, associada a um
conjunto arbitrdrio de pontos, distribuidos no quadrado unitdrio. A
raiz representa o préprio 12, enquanto as folhas representam as

maiores células que isolam os pontos uns dos outros,

Um caso interessante, que ocorre quando grupos estio muito
condensados, € a degenerescéncia de nés (Figura 2.3) (cf Schildt 1987), que

consiste no fato de um né possuir uma unica derivagdo, servindo apenas de simples
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conector., Se ocorrem situagdées em que muitas aglutinagdes de pontos aparecem,
formando grupos relativamente isolados (e.g.. em simulagdes de formacao das
primeiras esiruturas), o problema de degenerescéncia pode ser relevante e algum
cuidado deve ser lomado ao se elaborar o cédigo de construgdo da drvore (Segdo

2.2.2) a fim de que degenerescéncias sejam eliminadas.

/: E‘/_ Lt z.’/

né degenerade

//
=
o 4/

‘// o celulas vazias

e ceélulas ocupadaé

Fig. 2.3 - llusiragdo de uma arvore quaternaria degenerada. observe-se que exisie

um né com apenas uma unica derivagdo (ramo), o que o torna supérfluo.

Os raciocinios acima s3o facilmente generalizados para qualquer
nimero de dimensdes do espago. No caso tnidimensional, o nimero do ramo que
acessa um dado octante € oblido de forma andloga a (2.11), num dado nivel n de
recursao:

qQ =4x +2y +z (2.15)

O né, do ponio de vista compuiacional, é uma estrutura de dados que
guarda ndo somente as informag¢des Uteis aos processamentos, mas também os
enderecos de acesso a oufras estruturas idénticas. Assim., o nd consiste em
registros que guardam informagdes. necessdrias para o cdlculo das forgas (massa,
momentos de multipolo, coordenadas do cenirdide da célula eic.), e guarda a

informagao de acesso {ramos) aos nds internos.
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Em linguagens computlacionais, propostas para a programagao
estruturada e inteligéncia  artificial (e.g., Pascal, C, Lisp eic)), existe um
recurso bastante poderoso que € a alocagdo dindmica de varndveis. Isto viabiliza
significativamente o manuseio de estruturas de dados encadeadas. Por outro lado,
em linguagens mais antigas (e.g., FORTRAN), mesmo em suas versdes mais recentes
(e.g.., F17 e CFT), sé € possivel desenvolver tais estruturas por meio de
varidveis indexadas, o que exige do programador uma certa abilidade na estimativa
da quantidade de memoria, necessdria para a estruiura de dados (e.g., Hernquist
1987).

Como o propésito deste capitulo € de descrever um método que é
muito util. ndo somente para ¢ cdiculo de forgas de muitos corpos como também
para outros fins em Astrofisica (Hemnquist e Katz 1989; Hernquist 1988; Cap. 3),
os esfor¢os estdo voltados para sua andlise ao invés de desenvolver codigos
otimizados em FORTRAN?Z?, f{icando a promessa de apresentar tais cddigos em
trabalhos futuros.

O cadastramento das particulas € feito atribuindo-se aos nds as
informagdes que sao dleis para o cdlculo das forcas. Assim, dados como massa
total (ou nimero de particulas) do octante, momento de quadrupolo (ou de maior
ordem) com respeito ao ceniro de massa do octante. centréide do octante etc.,

devem ser cadastrados no momento de construgdo da drvore.

A fim de reduzir o ndmero de chamadas recursivas, durante a
transversalizagdo da drvore para o cdlculo das forgas. adota-se a estrutura de
dados no-octeto ao invés de nd-octante. A justificativa € simples: se cada nd é
um octante, loda vez (ue esle tem de ser resolvido em oito octantes filhos, o
programa tem de ingressar (e retormar) em cada um dos octantes através de
chamadas recursivas; por outro lado, se o né € visto como um "array” de octanies
(ou simplesmente ocleto), uma udnica chamada recursiva é feita e, para se acessar

0s 0i10 octantes, simplesmenie varia-se o indice do "array”.

? H4 uma necessidade de se desenvolver tais codigos em FORTRAN, se possivel em
versoes bem portaveis para quaisquer maquinas, visto que lodos fabricantes de
compiladores para mdquinas velonais/paralelas (e.g., compiladores FTN200 do
Cyber 205, CI'T77 do Cray X-MP) siioem linguagem FORTRAN {Hernquist 1990; Makino
1990a; Bames 19Y0).
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A construgdo da arvore pode ser feita de (rés maneiras: (i)
cadastrando as particulas, uma a uma, a partir da raiz, toda vez que duas
particulas cairem no mesmo octante, este se divide em oito novos oclantes
inlernos e ambas particulas devem ser transferidas para as células inlemas até
que cada uma fique isolada. Este processo € chamado método escalar de construgio
da drvore e € exalamente o que foi apresentado por Bames e Hut (1986). Contudo,
este método permite a ocorréncia de degenerescéncia de nos; (ii) existe a {orma
parcialmente vetorial que consiste em cadastrar em cada octante, a uma sé vez,
todas particulas que a este pertencem: entdo, as particulas que se encontram em
um dado né sdo distribuidas em oito listas de particulas, uma para cada octante,
em seguida sdo cadastradas nos seus respeclivos octanles; (i) por ultimo, a
forma compleltamente vetorial, apresentada por Makino (1990a), cadastra todas as
particulas nos seus correspondentes oclantes em lodos os nds de um dado nivel a
uma s0 vez. Este método € completamente iterativo, portanto isento de sub-rolinas
recursivas e € ideal para computadores vetoriais. Nos métodos (i) e (ili) €

possivel eliminar degenerescéncias.

Na etapa de construgdo da drvore, que antecede o cdlculo das
for¢as, é criado um espago virnual a panir do universo da simulagdo. Para o
conjunto de coordenadas X, Y. Z das particulas faz-se corresponder um conjunto de
coordenadas X, y, z € |, de forma que seja possivel fazer-se a indexagao dos nos,
pelos processos descritos desde (2.1) aré (2.12). A principio regulariza-se o
dominio da simulagdo, estabelecendo-se o menor cubo gue contenha o sistema e
cujas areslas sejam poténcia inteira de dois. Esta exigéncia advém do falo de
divisdes sucessivas, de uma varidvel ponto-flutuante, solicitam uma boa fragdo do
tempo de execucdo dos procedimentos de consiru¢do da arvore, a menos que as

expressoes apresentem nos acumuladores de ponio flutuante, apenas um bit aceso.

A criagdo das coordenadas X, y, z € feita alravés de uma (ranslagdo
da origem do sistema de coordenadas para um dos vértices do cubo inicial, de
maneira que as novas coordenadas sejam todas nao negativas. Em seguida. divide-se
estas novas coordenadas pelo comprimento da aresta do dominio da simulagio,
obtendo-se assim uma réplica do sistema no interior do cubo unitdrio P A

seguir, sdo apresentadas as verses escalar e a parcialmente vetorial da

consirugdo da 4rvore.
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2.2.1 - METODO ESCALAR PARA A CONSTRUCAO DA ARVORE OCTAL

Esta é a versao proposta por Bames e Hut (1986), na qual a
construgdo € feita da seguinte maneira: comega-se pela raiz cadastrando-se as
particulas, uma a uma, nos seus correspondenies octantes; se uma dada particula €
alojada em um octante, j4 ocupado por uma Unica particula, entdo cria-se um
octeto interno e transfere-se ambas para o nivel mais interno, até que estas
estejam separadas; se houver mais de uma particula no octante, entdo a particula
recém ingressada € cadastrada e transferida para os niveis mais internos. O

algoritmo abaixo ilustra o método:

procedimento Construa_arvore_I (i,né);
comece
Ache _octante_para (szu ,+ ramo) .
dentro do né faca
comece
Atualize octante [ramo] com particulal[i];
n «— ndmero de particulas no octante [ramo];
se n =1 entrdo primeira «— |
fim:
sen > 1
entdo
comece
se n = 2
enrdao
comece
Crie no para proximo _né [ramo];
Construa _ arvore (pr imeira, proéximo ndé[ramo]}
fim;
construa arvore (i, préximo_ndé [ramo])
fim
fim,;
O tamanho das células de um dado octante faz parte da estrutura né. Esta varidvel

¢ awalizada cada vez que o procedimento Crie_né € acessado, lomando-se a metade

do tamanho das células do nivel anterior.
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2.2.2 - METODO PARCIALMENTE VETORIAL

Como jd4 foi dilo, a versdo lotalmente vetorial caracteriza-se pelo
cadastramento coletivo das particulas, a uma sé vez em cada né, completando todos
os nos de cada nivel e sempre no sentido descendente (Makino 1990a). A versdo
aqui apresentada € parcialmente vetorial, na qual as particulas sdo cadastradas a
uma s6 vez, em cada no, mas de forma recurstva, o que implica que a construg3o
nio ¢ continuamente descendente e sim alternada, havendo retorno para niveis
superiores (em dire¢io a raiz), ltoda vez que os nds (oclelos) internos a um
determinado ramo sdo completados. A seguir ¢ mostrado um algoritmo do

procedimento parcialmente vetorial:

procedimento Construa_drvore_LI (né, lista);
comece
Separe lista em oiro parcial_lista para os respectivos

ocrantes ;
para tramo = 0,1,....7 comece
Atualize oclante [ramo] com parcial_lista [ramo];
se hd mais de uma particula em octante [ramo]
entdo
comece
Crie né para préoximo_ndé [ramol;
Construa_arvore Il (préximo_nod [ramo])
fim
fim
fim:

2.3 - CALCULO DAS FORCAS

Como na construgdo da drvore, o cdicuio das forgas pode ser feito
lanto de forma escalar quanto de forma vetoriai. Na versdo escalar, para cada
particula, o programa busca recursivamente as cé€lulas (octantes) que satisfazem o
critério de 1tolerdncia a = rB. Jd a versdo velorial consiste em percorrer a
arvore da raiz para as lolhas e, durante a fransversalizagio, busca-se, para cada
octante, o conjunto (lista) de particulas que satisfazem o crilério de tolerdncia

e o conjunto das particulas que ndo satisfazem o critério. Para as particulas bem
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distanciadas processa-se velorialmente as forgas que este exerce sobre as mesmas.
Para a lista de particulas mal-separadas do octante (que ndo obedecem o critério
de tolerincia), dd-se prosseguimenio na busca recursiva de octanltes, repetindo o

raciocinio anlerior, até que toda a drvore lenha sido percorrida. Os dois métodos
sdo ilustrados nos algoritmos abaixo:

1) METODO ESCALAR;:

procedimento  Percorra_drvore_l (né.,1);
comece
dentrro de nd faga
para cada octante [ramo] (ramo=0.,1,...,7) faca
se Bem _distanciados (centroide, particula [i])

entao

Calcule_forca_s obre (particulali])
sendo

se octante [ramo] nde é uma [olha

entdo

Percorra_ar vore I (préximo_né [ramo], i)
[im;



2} METODO VETORIAL:

procedimento Percorra_arvore_ll (lista, nd);
comece
dentro de né laga
para cada octante [ramo] (ramo=0,1, ...,7) faca
se hd pelo menos uma particula em octante [ramo]
entao

comece
Separe lista em listas de particulas:

mal_separadas e bem_separadas;

se ha alguma particula em bem_separadas
entao

Calcule_forcgas_sobre (bem_separadas);

se hd alguma particula em mal_separadas
entdo
Percorra_arvore_I1I

{mal_separadas,préximo_né[ramo])
fim
Sim;

2.4 - ESTIMATIVA DO ESFORCO COMPUTACIONAL

A estimativa do esfor¢o computacional € relativamente simpies, no
caso especial em que a disiribuicao de particulas € razoavelmente homogénea.
Neste «caso, a drvore correspondente a distribuicdo apresenta relativa
homogeneidade na distribui¢do de ramos por né. Na prdtica, mesmo para
distribuigdes ndo homogéneas, o esforgo computacional é préximo de (7 (N log N),

para valores de 8 ndo muito menores que a unidade (Hemquist 1987).
Admitindo a homogeneidade, o ndmero de niveis (ou também a altura

da drvore) necessdrio para cadastrar as particulas, usando octetos-ng, ¢€

aproximadamente:

£ Iogg—g— . (2.16)
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Consegiientemente, o ndmero de octetos (nds) criados no cadastramento das

particulas &

&1

£
~ n_ 8" -1 _N-1
NnésN nZOS - -

vi 7 217N
A cada nivel, uma particula € cadastrada em algum octante. Entao, o

nimero de cadastramentos feitos €

N_~Nx /=N (logN-1). (2.18)

O esforgo computacional despendido na criagdo da drvore octal €

entao

FxaN_ +BN (2.19)

nés
onde « e P sdo, respeclivamente, os numeros de operagdes ponto-flutuante, feitas,
no cadastramento de cada particula em um octanle, € na criagio de um né. O
cadasiramento de uma unica particula dispende muito mais lempo atualizando o
centro de massa do octante que criando um octeto (nd). Assim, o » [} e,
essencialmente, o esforco computacional na consirugio da drvore é,

aproximadamente,
G= o N IoggN . (2.20)

confimnando que este cédigo tem complexidade @ (N fog N).

O esforgo computacional do codigo de cdlcule das forgas
(procedimentos Percorra_arvore_I e Percorra_arvore_II) deve ser estimado a partir
de argumentos geométricos (Hernquist 1988). A idéia consiste em mosirar que, para
um sistema de particulas com distribuicio aproximadamente homogénea, cada ponto

de observagdo (i.e. onde se calcula a forga) avista porgdes, no interior do .
~ . 2 . . . a . -
dngulo sdlido AQ =~ 6°, segundo a hierarquia de distancias a = 170, onde a € o
tamanho de cada porgdo. A Figura 2.4 ilustra este raciocinio. De acordo com a

mesma, o volume de cada porg¢ao avistada, a uma distdncia r, € aproximadamente
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&V = (1) . (2.21)

Fig. 2.4 - Representagdo grosseira de como uma particula no ceniro de uma
distribuigdo  esférica homogénea ‘“enxerga” as fontes do campo

gravitacional pelo mélodo da drvore.

O ndmero de porgdes em cada camada esférica, de espessura rf. &

3
rlz«il,:rler _ 4r ‘ (2.22)

(rd)°’ 92

O raio da 1-ésima camada relaciona-se com o raio da esfera inicial

por:
r= (1+9) r (2.23)
donde se tira
log(r /r )
j= V9. (2.24)

log (1+0)
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entdo, 0 numero de camadas exislente entre o raio total R da distribuigdo e o

raio A da esfera inicial é

log (R/ro)
Nz —— — ~ | (2.25)
¢ log (140)

Se r, € o raio interno da concha onde as aglomeragbes passam a

acontecer, em-se que

3 on
0r=v" =~ (Fry) . (2.26)
donde
~ N 13
Portanto,
| log (30° N/4n)
N = . (2.28)

[+

log(1+8)

O numero toral de termos de forga €, emlado, igual ao numero total
de por¢des nas camadas concéntricas adicionado do ndmero de particulas no
interior da camada mais interna:

rnx N+ n,, (2.29)
¢ 0

lermos

onde

_ 4 3 . 4 3
n, ® —3—rc T v-1l= —3—n1/e - 1. (2.30)

Finalmente, o nimero de termos de forga €

o~

S
{ermmos

’ (2.31)

4 1 (log(30’N/4m) 1 1
- - ¥ - -
3 0 { log(1+0) 0 }

que verifica que, de fato, a complexidade do cddigo de cdlculo das forgas pelo
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meétodo de drvores € do tipo @ (log N) por particula.

Embora a dedugdo tenha sido feita para sistemas homogéneos, a
dependéncia logaritmica do esforgo computacional € verificada para sistemas com
um pronunciado gradiente de densidades, como € verificado experimentalmente no
Capitulo 4, mostrando que o cédigo funciona com @ (N log N), para @ = 0,7, em um
modelo que se aproxima do perfil de de Vaucouleurs. Para 6 = 1, o numero de
termos da for¢a varia com uma lei mais suave que @ (N log N). Contudo, para
aproximacgdo de monopolo, valores de 0 maiores que a unidade pode produzir
resultados insatisfatérios, em virtude dos erros de 1runcamento dos efeitos de

estruturas internas as células.

2.5 - INTEGRACAO DAS ORBITAS

Uma vez estabelecido um cédigo que calcule as forgas produzidas
sobre as particulas do sistema, deve-se adotar um método de integracao das
érbitas. Infelizmente, os esquemas de integragdo mais complexos exigem um grande
esforgo computacional. Neste trabalho, em virtude de usarmos um computador
relativamente lento e sobrecarregado de tarefas, adotamos o mais simples destes
meétodos que € o "leapfrog" (Hockney e Eastwood 1981) de segunda ordem, com passos
de integracio fixos. Convém lembrar que todas as dedugdes sdo feitas para as
forgas coletivas (componentes lisas) e admile-se que o sistema encontra-s€ num

estado de quase-equilibrio.

2.5.1 - O METODO "LEAPFROG"

O mélodo "leaplrog" é uma modificagdo do método de Euler, na qual
sao incorporadas diferencas temporalmente centraiizadas. As equacdes de Newion

para o movimento de particulas, submeltidas a uma forga por massa unitdria Fx),

&, (2.32)
& - Fw, (233)

s30 reescritas em um esquema de diferengas finitas, temporalmente centralizadas:
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X - X _ 12
KX i (2.34)
n+l /2 n-172
_Ai" — V= Fx", (2.35)
onde a diferenca (x- x') € centralizada no instante “'? enquanto a
diferenga (v**'?- v*''?) ¢ centralizada em t°, com t" = nAlL; portanto, posigoes

e velocidades estdio sempre defasadas de um semipasso de integracdo.

Reversibilidade € verificada imediatamente, a menos de erros de
arredondamento da mdquina. De fato, substituindo At por -At, temos que o
movimento descrito por (2.34) e (2.35) reverte:

n-1/2  _n+if2

Y Y

Y = Fa, (2.36)
n-| n
S = v (2.37)

Um certo cuidado deve ser tomado quanto s condigles iniciais € a
saida de resultados da simulagdo. Se os dados iniciais estdio com as posigdes e
velocidades sincronizadas, deve-se retroceder as posigdes de meio passo de

integragdo ao se dar inicio 3 simulagao:

X = x'? - v2Aan. (2.38)

Jd na saida dos dados., deve-se adiantar as posi¢cdes de meio passo de integragdo a

fim de que o sincronismo seja verificado:

N N (2.39)

onde / € o dllimo nivel de tempo de integragdo.

A escolha do passo de integragdo deve ser feita em fungdo dos erros
esperados, a fim de que estes ndo produzam distorgdes significativas nas
integrais de movimento do modelo, nem gerem instabilidades numéricas sobre suas
orbitas (Sec. 2.5.4). Em métodos de integragio com passos regularizados (e.g.,
Ahmad e Cohen 1973; Jemingan e Porter 1989) os erros esperados sdo
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aproximadamente constantes por todo o sistema. Jd& em métodos com passos
constantes os erros se apresentam de forma seletiva, sendo crescentes em regides
préximas ao pogo de potencial. Em decorréncia disso, os erros sobre a dindmica
macroscopica do sistema se acumulam com uma certa relevincia. No entanto, nos
métodos que utilizam passos varidveis (ou algum outre que estabilize os erros) os
modelos sdo mais consistentes €, mesmo que os erros na determinagdo das drbitas
se acumulem, os erros globais sobre a morfologia do sistema ndo se acumulam

significativamente ao longo da simulagdo.

2.5.2 - ERROS DE TRUNCAMENTO

Os erros na previsio da futura posigdo de uma particula, no espago
de fase sdo essencialmente devidos ao truncamento da expansio de Taylor. O
reflexo imediato destes erros ocorre nas integrais de movimento da parnticula.
Consequentemente, a consisténcia do modelo de muitos corpos pode ser ferida se
tais erros sio relevantes se comparados a escala de separagdo das particulas do
conjunto. Uma outra conseqiiéncia dos erros de truncamento é a perturbagido destes
na morfologia do sistema, ou seja, na forma da fun¢do distribuicdo no espago de

fase e. consegiientemente, na forma da densidade espacial.

Se X" = XmAn € a solugdo exata para as equagdes de movimento

(2.32) e (2.33) entdo, a partir desta solugdo, e expandindo em série de Taylor em

tomo 1" = nAt, obtém-se a solugdo para o nivel de tempo n+l:

al d . At & At
X =X"+A- X"+ —— — X"+ ..+ —

X"+ .. (2.40)
dt 2 42 n! 4

- . - +112 . . - n+i/2 P
Entdo, a partir de uma solugdo X"°, sincronizada com a solugdo V" '°, obtém-

se para o nivel de tempo n+!:

xn+] — Xn+lz‘2 + E E xn+|f2_+ ﬂz_ i Xn+lr2
2 a 2122 gp2
3
+ A L oxnan ool (2.41)

2123 41

+
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Do mesmo modo, obtém-se a solugdo exata para o nivel de tempo n:

X" = xn+|f2 ; ﬁ ‘_j xn+lf2 + Atz d2 Xn+lf2 _
2 dt 2122 g2
3
A @ yenn 4 @ (an). (2.42)
2123 43

Subtraindo (2.42) de (2.41), membro a membro, chega-se ao seguinte resultado:

Xn+l- xn — vn+erAt +

3
At VR ar), (2.43)
3122 dr2

onde V™= dmx“*‘”. De forma andloga, obtém-se para a segunda derivada da

velocidade, no nivel de tempo n+1/2, a panir do nivel n,

3 . At .
V2= poxe L X"+ @ ad). (2.44)

Substituindo este dltimo resultado em (2.43), tem-se

3
XML X" = v+ A pxty + @ (ar). (2.45)
3127

Reescrevendo (2.34) como

X" X" = v™2A¢ (2.46)

¢ comparando esta ultima equagio com a Eq. (2.45) chega-se facilmente & conclusdo

. - [y i . *
de que o erro de truncamento na determinagio da posigdo X, a partir de X" é

3 .
5t = %2 XY + O (AP, (2.47)

Por um procedimento andlogo, usando a Eq. (2.44) na expansio da

velocidade, obtém-se que o erro de truncamento na determinagdo da velocidade

e por "leap-frog", €&

5" = A[J X 4
"o AT g o) (2.48)

3122
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A energia total & por unidade de massa, de uma dada particula do
sistema, com & escrita por

_ 1 2
&= -V + ¢(x,t)‘ (2.49)
€ uma integral de movimento se ¢ ndo depende explicitamente do tempo.

Se ocorrem erros ao se prever a posicdo de uma dada particula no

espago de fase [(x,v)], entdo & sofre um erro 0 & na conservagdo de energia:

05 = v.dv + vq)(x 0’ ox. (2.50)

Entdo, ao fim de um ciclo de "leap-frog", o erro 8¢ devido as contribuigdes Sx €

Sv na posi¢ao e velocidade, obtidos das Egs. (2.47) e (2.48) respectivamente, &

§&= | vp-v6 - vovh } %1}3 + @A, (2.51)

onde -V = F.

Em fungio de (2.47) e (2.51) pode-se estabelecer um esquema de
integragdo em que os passos sejam determinados em fungao das derivadas primeira e
segunda da forga resullante, com o propésito de manter alguma regularidade do
erTo na posigdo, ou na energia, em tomo de um certo valor esperado, em qualquer
regidzo do sistema. Na pratica, é bastanie complicado incorporar passos de
integragdo regularizados as 6rbitas individuais das particulas (e.g., Ahmad e
Cohen 1973). Além do mais, os esquemas de inlegragdao que se InCorporam aos
métodos de soma direla nem sempre se encaixam diretamenle em métodos de drvore.
Alé o presente, apenas uma versdo de cédigo de drvore que regulariza passos de
integracdo (Jerningan e Porter {989) foi apresentada, lodas as demais ciladas
aqui utilizam mélodos de integragio a passos constanles, semelhanles ao que €

usado aqui neste trabalho.



31

2.5.3 - EFEITO DOS ERROS DE INTEGRACAO SOBRE A RESOLUCAO
ESPACIAL DO MODELO COMPUTACIONAL

Os erros de twruncamento, inerentes aos métodos numéncos das
integragdes das Orbitas, refletem uma redugdo na resolugdo espacial do modelo. De
um modo geral, os erros na determinagdo das futuras posigdes das particulas
distribuem-se segundo uma fungdo distribuigdo ¥, tipica do método de integragdo
numeérica.

Apés a integragdo de todas as Orbitas, do instante t para o

instante t+At, a densidade do modelo evolui de p(x;t) para p(x;i+At), pela

At

atuagdo do procedimento %, que caracteriza o método empregado na integragio

das oOrbitas, sobre a densidade do sistema:
(2.52)

Mas, se o valor de x, previsto para a posi¢cio de uma dada

particula, flurua em tomo do valor exato X, segundo a fungdo distribuigio de

ideal 3 ideal

erros 4, entdo, para uma massa p(x) ¢"X do sistema idealizado, com p sendo

a sua densidade, tem-se que, no modelo numérico, devido aos erros de truncamento,
as correspondentes particulas se espalham nas vizinhangas do ponto X segundo

ideal

ﬂ(x-X;X;Al)p(X;t)aax' Entio, a soma das contnbui¢des de todos os elementos, do

sistema idealizado, sobre o modelo numérico resulta em:

p(x;t) = J Brx-x x’ A1) pé;:’?;) &x . (2.53)

Seja Pixct) 2 denstdade da configuragdo inicial de um sistema no

instante t. Suponhamos que, a partir desta configura¢io seja feita uma integragio

exata, do instante t para o instante (+At, sobre as Orbitas do sisterna,

tdeal

(X;t+AL)
Concomitantemente, a partir do mesmo resultado inicial p(x-t)’ efetua-se uma

fornecendo uma densidade p para a configuragdo idealizadamente obtida.

integragdo numérica ¥ Al sobre as 6rbitas das particulas, fomecendo uma
densidade p(x_t +AY) para a configuragdo obtida numericamente. Expandindo

ideal . .
p(x;[ +A1) em série de Taylor, em torno de t, vem
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[>]
ideal _ t" 8"
P(x:t+Ay) = ) Tt Pixa
n=0
_ Afa
€ Pixit)
{8t At
= (e/ ) p(x;t)’ (2.54)
onde (ea/ at)At representa o grupo de transformagbes, parametrizado em At {e.g.,

Amold 1987), que caracteriza a expans3c em série de Taylor. A densidade da

configuragdo, obtida pelo método aproximado 7 A[. de integracdo das &rbitas,

relaciona-se com a densidade do sistema obtido pela integragdo exata, através da

Eq. (2.53):

— ideal R
Pix;tear) = _[ D(x-x"1x ;A1) Pix’:t+al) ax, (2.55)

que, da Equagdo (2.54) e de (2.52), fica

- gt _ AL/t ,
Pextsan = 7 Poy = | Bxexr) Pxray 4% (2.56)

que € operactonalmente semelhante & Eq. (2.52), que relaciona dois estado, final,
p(x;t+m)‘ e 1ncual, p(x,:[). sem aparecer explicitamente a solugao exala

ideal PR . .
Pex: 1+Ap) SOmo na Eq. (2.55). Este resultado serd qtil mais adiante.

Até o presente momento, nenhum comentdrio a respeito da fungao ¢
foi feito. Na verdade, os erros de truncamento da expansio em série de Taylor,
sdo deterministicos (assim como o sdo os numeros pseudo-aleatérios). Contudo,
devido a diversidade de situagdes que surgem, tanto em fungdo das derivadas da
forga, quanto de todas as possiveis Orbitas que conduzem uma particula a uma
reduzida vizinhanga de um ponto X, do instante t até o instante t+At podemos
dizer que erros de truncamento flutuam de maneira praticamente imprevisivel. Em
outras palavras, temos que: se a um ensemble de condigdes iniciais, de uma dada

particula, no instante t, corresponde uma solugdo exata X, no instante 1+At,
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o ) .. Al
emdo um mélode numérico, .

[az corresponder, a eslas mesmas condigoes
iniciais, um conjunto de pontos distribuidos, segundo a fungdo U, em tomo do
ponto X no instante t+At, em decorréncia do truncamento de lermos em derivadas de
ordem superior das forgas, nas correspondentes posi¢ées iniciais do ensemble.
Assim a fungdo distribui¢io ¥ estabelece a densidade de probabilidade de que uma
particula, ap6s um cdlculo aproximado de sua futura posi¢do, venha a cair em uma

dada vizinhanga do valor exato.

A forma de ¥, bem como sua dependéncia com a densidade p do
sistema, depende do méilodo de integragdo. Quanio mais preciso for o método, mais
a fun¢do U aproxima-se da fungdo & de Dirac. Por oulro lado, quanto maior o erro
de inlegra¢do, mais "espalhado" deve ser o perfil de ¥, refletindo este aspecto
na moriologia do moedelo.

Uma decorréncia imediata das Eqgs. (2.55) e (2.56) € que, se ¥ ndo
depende da morfologia do sisterna (o que na prdtica é um tanto dificil de se
obter), que implica na ndo depedéncia temporal de ¥, o processo de propagagdo de
erros ndo depende do histérico de integragdes. Isto caracleriza um processo

aproximadamente markoviano.

Firmando esta hipotese de que ¥ € eslaciondria durante toda a
simulagdo, damos prosseguimento a discussdo. Deseja-se saber de quanio um modelo
computacional. que usa mélodos de integragdio com passos de inlegragdo
regularizados. se dislancia do sistema idealizado, obtido por métodos exatos de

0y _ (n) _
Xy p(X:l=0)’ pm - p(x;t=nAl)’

integragoes. as solugoes numeéricas das posigoes das particulas distribuem-se

integragdo. Seja  p lem-se¢  que, apés n

segundo

(n) _ jAt (a-1) _ nAlL ()

P (X) {X) p xX)'

(2.57)

Por outro lado, no instante t = nAt, a solugdo exala pcé dada por

m enAtBlBl (0) _ (ea/at)nm (0)

P, Xy (xX) (X) (2.58)
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—~ . -1 A
As solugSes aproximadas p:;‘: e pg") ) relacionam-se por

(n) Ata/at (n-l) )
o) J' O xx 2 pln, ) & (2.59)

Examinando as Egs. (2.57) e (2.58) conclui-se que os erros de

truncamento podem refletir-se gradativamente sobre a morfologia do modelo, a

medida que se aplica o procedimento % Al sobre o sistema, os erros de truncamento
no cdlculo das drbitas refletem-se de forma cumulativa sobre a morfologia do
modelo numérico, fazendo com que este ultimo se distancie gradativamente do
sistema, obtido por integragées infinitamente precisas. Felizmente, isto ndo
ocorre se o valor esperado dos erros ndo depende da regido do sistema, ou seja,
se 0s passos de integragdo se adequam as orbitas a fim de manter o erro esperado
aproximadamente constante. Neste caso, mesmo que as orbitas individuais se
dispersem das O&rbitas reais, a medida que a simulagd8o tem prosseguimento, a
dispersdo morfolégica € um processo aproximadamente markoviano, portanto,
independente do nimero de integragbes realizadas na simulagio.

A demonstragdo da afirmagdo acima € muito simples. Consideremos um
experimento numérico que seja acompanhado por um experimento idealizado, em que
as integragdes sejam exatas. Ambos experimentos, o real e o idealizado, partem
das mesmas condigdes iniciais, que caracterizam uma distribuigdo com densidade
p::)(;. Seguindo a recursividade expressa na Eq. (2.59) e observando a nido

dependéncia temporal de ¥, tem-se que

n) _ 8/6[ nAt (0)
(x) _J-ﬂ(x_x])...ﬁ(xn_l_xn)(e (x )a‘3 X,. £ X, (2.60)

Notando que [ § &x = 1, a Eq. (2.60) reduz-se a
(n) a/at,nAt (0)
Py I RES U ]d3x ’ (2.61)

que, da Equagdo (2.58), obtém-se

(n) x* '
Px) J Oox-x) Do e(X' )d3 (2.62)
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demonsirando que, ndo importando a seqiléncia de passos de integragdo, os
resultados Mnais, do modelo numérico e do modelo tedrico, se relacionam da mesma

forma em que uma unica integragdo sobre as oOrbitas do sistema, vide Eq. (2.53):
N ideal P
p(XJ) = J‘ ﬁ'(x_x.r ;xl ;At) p(xf;l) dax .

Como jd foi1 dito na Segdo 2.5.2, € uma dura tarefa determinar um
algoritmo, acoplado ao codigo de drvore, que estabelega uma dependéncia entre o
valor esperado do erro e o passo de integra¢do, via uma equagao do tlipo (2.47) ou
(2.51), quando, pelo que foi discutido acima, o ideal € manter a disinbuigdo de
erros, ¥, mais préxima possivel de um comporiamento estaciondrio. Por analogia ao
trabatho de Jernigan e Porter (1989), estudaremos, para um trabalho posterior,
possibilidade de se incorporar passos de inlegragdo individuais a prépria
hierarquia da drvore octal (e.g., em fung¢do do comprimento das arestas dos

octantes).

2.5.4 - ESTABILIDADE NUMERICA

Nas duas dltimas se¢bes o enfoque foi dado aos erros de truncamento
do método "leap-frog" e, genericamente, aos efertos dos erros de integragdo sobre
a resolugdo espacial do modelo. Contudo, nada se mencionou a respeito da

estabilidade numérica da integragdo das drbitas.

Um esquema ndmerico € dilo estdvel se os erros propagados ndo se
amplificam exponencialmente, fazendo com que os resultados divirjam do que se é
esperado. Muitas vezes, 0 esquema numérico € instdvel apenas em algumas regides
do dominio de integragdo. Contudo, existem esquemas de inlegragdo numérica que
530 instdveis em todo dominio, embora possam ser mais precisos que o simples

"leap-[rog" (e.g. exemplo dado por Hockney-Eastwood 1981, p. 103).

A rigor, um esquema qualquer de integragdo ¢ uma transformagdo nao-

n-lﬂ)}

linear de coordenadas do espago de fase [((x".v , das condigbes iniciais,

para O espago l(x““,v‘”m)} das condi¢des finais. Se uma particula é submetida

a um regime oscilalério entdo os erros propagados, a0 longo das integragdes,

devem também assumir um comportamento oscilante, caso o esquema seja estdvel,
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n-]ﬁ) n+l,vn+1f2

Para certos valores de At as transformagdes (x'.v — (x ) passam a
amplificar os erros de uma forma aproximadamente exponencial. Maiores detathes

desta discussdo estdo muito bem expostas em Hockney-Easiwood (1981).

Uma breve discussdo, que € bastante util para determinar um
critério de estabilidade para as Jrbitas das simulagdes, realizadas aqui, € feita
para o caso unidimensional, em que a particula se encontra no fundo do pogo de
potencial, a menos de pequenas perturba¢cbes em tomo do ponio de equilibrio.

Neste caso, a for¢a por unidade de massa exercida sobre a particula, na posi¢ao x

. s ) : 2
com respeilo ao ponto de equilibrio, x = 0, € aproximadamente -£2°x e o esquema

"leap-frog" correspondente ao movimento da particula é

2
= x4 VAL
(2.63)
! - 2
vn+|.2 — Vn 1/2 . QF Xn Al
ou, em termos de posi¢oes somenie, lem-se O esquema:
- 2 2 ;
ok e " =l QP At =L T X" (2.64)

Como ocorrem erros de arredondamento na representagdo dos valores de Xx. na

equagao acima, € fdcil venficar que os esquema de propagagdo dos erros € €:

Ef’l'i'i _ 28“ + eﬂ*l - . r En, (2.65)

Decorre de (2.65) ser uma equagdo de diferengas finitas, linear em

€, que as solugbes independentes (autofungdes) devem ler a forma

e" = A"= exp{iwnAt), onde o sobrescrito passa a valer como n-ésima poténcia de A.
Substituindo esta  solugdo temiativa na Eq. (2.65), tem-se a equagdo

caracleristica:

M-o2A+1=-T A (2.66)

donde se obtém as duas solugdes caracteristicas '/\+ e A:
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r, r 4 \'"?
xi:1-7¢7[1-T]. 2.67)
A solugdo geral para a Eq. (2.65) € escrita como
€' = akl + bA" | (2.68)

onde as constantes g ¢ b sdo determinadas pelos erros iniciais. De aum modo geral,
tanto as constantes a e b quanto as solugSes caracteristicas devem ser

quantidades complexas.

As solugbes caracteristicas A_ estabelecem o comportamento das
solugdes da equagdo de propagagdo de ermos. Se |A,| = 1, a solucdo geral (2.68)
nao diverge para n » 1 e o esquema €&, nesle caso, estivel. Por outro lado, se
| A

esquema de integragdo [orna-se instdvel. Resolvendo-se a desiguldade |A_| = 1

.| € maior que a unidade entio os erros propagam-se exponencialmente e o

para o lado direito da Eq. (2.67) conclui-se que o valor de QAt deve ser menor ou

igual a 2 para que o esquema seja estdvel.

Em simulagdes de sistemas estelares, deve-se ter uma garantia de
que pelo menos as Orbitas ligadas ao sisltema sejam numericamente estdvels. Entdo,

se € a frequéncia epiciclica de uma drbita, aproximadamente circular, tem-se

que o maior valor do passo de integragdo, para que ocorra estabilidade numérica,

e At =12/ @, Obviamente, este cnitério de escolha superestima At,

conseqiientemente, os erros de iruncamento sobre as drbitas sio mdximos. Isto
acarreta numa perda de resolugdo espacial, como foi visto na Secgio 2.5.3.
Contudo, se se deseja realizar experimentos mais acurados, a escolha de passos de
integragdo menores tornam a simulagdo computacionalmente mais cara e, neste caso,
o simples "leap-frog" deve ser substituido por técnicas mais sofisticadas de

Integragao numeérica.



CAPITULO 3

O POTENCIAL AMOLECIDO

3.1 - INTRODUCAO

O propdsito deste trabalho é o desenvolvimento e execugdo de
simulagdes de sistemas estelares nao-colisionais (ndo-correlacionados'). Contudo,
quando se tenta simular sistemas desta natureza, esbarra-se no critério de nio-
colisionalidade, que requer que o nimero de estrelas seja grande o suficiente
para que a freqiiéncia de encontros estelares seja desprezivel, dentro de escalas
de tempo em que tais sistemas sio estudados. Uma galdxia, por exemplo, € vista
como um sistema ndo-correlacionado por uma escala de tempo da ordem de muilos

lempos de Hubble, exatamente em virtude do grande numero de estrelas
(N - 10" - 10 que a compde. Jd em um aglomerado globular ou em um nicleo

- &) ] - . .
galdtico (N - 107 - 10%), colisBes (encontros estelares) ocorrem com muito mais
freqiiéncia, de forma que tais sistemas so podem ser considerados nao-

correlacionados em pequenas escalas de tempo em comparagio as de uma galdxia.

Em sistemas nido-correlacionados, o efeito gravitacional coletivo,
sobre cada estrela, € muito mais significativo que os efeitos de eventuais
encontros estelares ou de {lutuagdes de densidade nas vizinhangas locais. Com
efeito, para tais sistemas a fungdo distribuigdo de uma paricula firvy no
espago de fase a seis dimensdes {(r,v)}, também conhecido como espago U, obedece

a equagdo de Boltzman nao-colisional (Binney e Tremaine 1987; Saslaw 1985):

firvy = [ ye gr + Ve gv + f;—t ] firvy = 0, (3.1

conhecida como equagio de Vlasov, quando a aceleragio v aparece escrita

explicitamente como -38¢/ar, onde Oty € o potencial gravitacional total no

I Este termo advém da fun¢io correlagio de dois pontos no espago de fase do
sistema (c.f., Hockney e Eastwood 1981, Cap. 1). Em sistemas correlacionados, a
presenga de uma estrela, em um ponto r’, perturba a probabilidade de se encontrar
uma outra estrela, em um ponto r” na vizinhanga de r’, em virtude das interagdes
locais serem relevantes.
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ponto r. Assim, o comportamento deste sistema € andlogo ao de um fluido

incompressivel no espago de fase.

A idealizagio de reproduzir fielmente um sistema ndo-colisional é
praticamente impossivel, do ponto de vista computacional, pois, mesmo utilizando
o método da arvore para o calculo das forgas, trabalhar com cem bilhdes de
particulas exigiria em torno de alguns trilhdes de operagdes em ponto flutuante;
nem os mais modernos supercomputadores seriam capazes de realizar simulagdes de
tamanho porte. A fim de contornar o problema, introduz-se artificios que
minimizam os efeitos de encontros estelares no modelo de simulagdo (Aarseth
1963), para que se possa irabalhar com um reduzido nimero de particulas, imitando
o cardter ndo-colisional de uma galixia. O mals usual é o emprego de um
comprimento de amolecimento, €, ou seja, escreve-se o potencial num ponto r,
produzido por uma particula de massa m’, localizada na posi¢do r’, do seguinte

modo;

-G m’

trrog = ~
(Ir-r“ |~ +¢

2)112 ' (3.2)

que foi introduzido por Aarseth (1963) para representar o potencial produzido por
galdxias de raio caracteristico €. Também, pode ser Interpretado como sendo o

potencial produzido por uma distnbui¢do de massa m’ com densidade

Im’ £
pre = —
4 (rz + Ez) 5n

, (3.3)

que € o perfil de densidade de uma esfera de Plummer com massa m’ e raio €. Esta
substituigio também pode ser interpretada sob a luz da Hidrodinimica de
Particualas Suavizadas (Smoothed Particle Hidrodynamics, SPH) como € comentada no
Cap. 5.

Este anificio de suavizagdo de encontros impde algumas limitag¢Ges.
(i) Embora o efeito de suavizagdo dos encontros estelares e das flutuagdes
aleaténias, na distribuigado de particulas que se avizinham, seja verificado, como
serd visto nas Se¢Ses 3.2 e 3.4, o amolecimento de uma distribuigdo limita

inferiormente a resolugdo espacial da distribuigdo de particulas do sistema
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{Se¢do 3.5). (ii) Outra conseqiiéncia de se usar potencial amolecido ¢ uma
distor¢do nas freqliéncias de oscilagdio do sistema em relaxagdo coletiva
(relaxagdo violenta), quando € € compardvel ao tamanho caracteristico, fazendo
com que o sistema oscile mais rdpido do que se estivesse sem nenhum artificio de
amolecimento {Segdo 3.3).

Uma anilise tedrica rigorosa dos efeitos do potencial amolecido, de
uma maneira geral, sobre a dinimica de um modelo gravitacional, é praticamente
impossivel. Contudo, o que se faz € obter estimativas grosseiras dos efeitos do

potencial amolecido sobre a dinidmica interna do sistema.

3.2 - RELAXACAQ DE PARES

E possivel fazer uma estimativa do grau de dispersio na velocidade
de uma particula teste {que transita radialmente em um sistema esférico) devido
ao efeito acumulado de encontros com outras particulas do sistema. Tal estimativa
nos d4 uma 1déia, pelo menos em ordem de grandeza, de quanto as estrelas mudam
suas Orbilas por relaxagdio bindria, durante um tempo de tiravessia, ou,
inversamente, o nidmero de lravessias necessdrio para que as esitrelas do sistema
tenham se dispersado significativamente? das Orbitas que seriam seguidas se o
potencial sobre cada particula fosse de natureza exclusivamente coletiva
(componente lisa).

Primeiramente, verifica-se que a energia orbital tipica de pares de
particulas em um sistema estelar em equilibrio € positiva. Admitindo-se que o

sistema € vinalizado, no referencial do centro de massa, tem-se que a velocidade

. . 2 . . . .
quadrduica média <v™> relaciona-se com o raio gravitacional R por
a3
<v> = GM/R . (3.4)

A velocidade orbital de um par de particulas quaiquer € dada por

) o 2 2
V= V-V, cujo valor quadrdtico fica v o v/T 4+ v - 2 v/ ev’’, Neste caso,
O

! Admite-se que, em média, isto ocorra quando a perturbagdo acumulada sobre a
velocidade das particulas é da ordem da raiz da velocidade quadrdtica média
interna do sistema.
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o valor tipico € igual a
<v§rb> =2 <v’> = 2GM/R . (3.5)

Se M € a massa total do sistema ¢ N seu mimero de particulas, a

massa médial das particulas € simplesmente
m = M/N . (3.6)
A distdncia média entre vizinhos € tida como
A=RN"7, (3.7)
Enfim, a energia orbital iipica de um par de estrelas é da ordem de
<Eob> » u<v1m>/2 - Gm/A, (3.8)

onde |1 é a massa reduzida do par:

W= L= (3.9)

Substituindo os valores de <vorb2>, 4, m e A das Egs. (3.5) a (3.9)

tem-se

<Eow> = (2N)'(1-2N?*)(GM*/R), (3.10a)

o que implica que <Eot> > 0. Assim, pode-se afirmar que encontros tipicos
ocorrem ao longo de érbitas hiperbdlicas. E como N »> 1, tem-se

<Eors> = % M (GMR) = 5 m <> 3.11)

Uma situagio de encontro distante € ilustrada na Figura 3.1 em que

3 Se nossos modelos sio todos de sistemas ndo-colisionais, nio h4 necessidade de
se tomar particulas com diferentes massas.
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considera-se uma lrajeldria aproximadamente retilinea. Do que foi discutido
acima, o impulso gravilacional que uma particula impoe a outra € suficientemente
pequeno para que |8v| << v. onde dv € a fuuagdo na velocidade orbital v do par.

Decorre desta aproximagdo que

X =yl (3.11)

Fig. 3.1 - llustragio de uma situagdo idealizada de um encontro ripido entre duas

particulas, com uma delas colocada como referencial.

A lor¢a experimentada pelo par divide-se em duas componentes
(Figura 3.1): paralela F” e perpendicular F . Assim, a aceleragdo da particula,

nas respeclivas componentes paralela e perpendicular, € dada por:

v, . Gm__ & (3.12a)
. 2 20342
{r- + €)
¢ s Gmo (3.12b)
i (r- + E-)L'.’.

onde p é o parimeiro de impacto do par.

Se o que inleressa aqui € estimar 0 quanto uma particula € desviada
de sua orbita original quando sofre um Unico encontro, segundo 0$ pardmetros
orbilais p e v, deve-se calcular o impulso transversal (por unidade de massa) que

esse enconlro produz. Ponanio, 1oma-se (3.12b) e calcula-se a vamagdo Svlna

componenle perpendicular da velocidade da particula:

+w +m

B _ Gm 2, e, 20m
SVJ.~ vldl— o (s +a)y " ds = 5V

L o Lo

(1/a%, (3.13a)
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com a= 1 + Ezfpz, s = x/p. Enfim, chega-se a

26m  ple 1
Sy = o _PE (3.13b)

& el ¥

que nos dd uma razodvel estimativa do efeito de um unico encontro de particulas
sobre suas drbitas individuais, Todavia, uma série de sucessivos encontros produz
perturbagdes aleatdrias que, em média, se cancelam, ao longo da travessia. Entdo,
deve-se conlabilizar o desvio quadrédtico total ao longo de uma nica travessia
radial pelo sistema para se ter uma idéia da quantidade total de energia orbital

que uma dada particula troca com as vizinhas através de sucessivos encontros.

Admite-se que, efetivamente, uma particula, que cruza radialmente o

sistema, “enxerga" a distribuigdo projetada no plano perpendicular ao movimento

com uma densidade superficial média da ordem de N(TIRZ)'I. Assim, o nimero de

particulas, com parimetros de impacto entre p e p+dp, que perturba a particula

teste, € igual a N(RRZ)‘!(andp) e o efeito cumulativo sobre a dispersio
quadrdtica da velocidade da particula teste é:

d(AVY) = (N/nRz)(andp)(SvL)z (3.14)

Substituindo (3.13b) em (3.14) e integrando sobre os possiveis

pardmetros de impacto, tem-se

: g ,
AV = ﬂ%{& — = —Er<v'> . (3.15)

Y

onde fez-se a substituicio de m por M/N, a velocidade orbital quadritica vicomo

sendo igual 2 velocidade quadrdtica média <v’> e definiu-se a integral



max

' J i (3.16)
(p2+ Ez)z ’ ’
pmin
As restrigbes aos pardmetros de impacto sdo decorrentes das

aproximagdes [eitas no cdlculo de Av?. Nawralmente, um limite superior para p €
o préprio raio caracteristico R. O limite inferior estd ligado a energia tipica
de encontros. Do que foi discutido anteriormente, os encontros ocorrem em Orbitas
tipicamente hiperbdlicas, conseqientemente, 0s encontros entre  pares  sio

distantes, fe., ocorrem para p nio muito pequeno.

As Egs. (3.13 b) e (3.15) foram obtidas a partir da Figura 3.1 e,

portanto, sio vilidas para Ov /v << 1. Mas, estas aproximagdes mostram-se vdlidas
mesmo nos casos em que v, /v ~ |, coincidindo com dedugdes mais rigorosas, para o

caso nio amolecido (e.g., Saslaw, 1987; Kockney e Eastwood, 1981). O pardmetro de

-

impacto minimo € um valor tal que a energia orbital seja minima, isto € p €
min

um valor minimante para

E=2<v’>-20m : +¢€)">0, (3.17a)

in

sob a restrigdo de pn?n z 0. De (3.5} e (3.6) a Relagdo (3.17a) toma-se

Para valores de € = 2R/N, o valor minimo da energia tende para zero
a medida que p_ = [(2R/N)2—€2:| 2 para valores de € maiores que 2R/N a
desigualdade s6 se verifica para p_.= 0 visto que s6 tem senlido, dentro da
abordagem que foi feita, considerar-se valores reais para o pardmetro de impacto

inimo p .. Assim, para efei ompa do férmula, - .
minim A feito de compacta férmula, toma-se i como sendo a
min n

parte real da expressdo [(2RJ’N)2-52] 2 bara qualquer valor de e:
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p__=Re [(2RN)’ - &']". (3.18)
A integral em (3.16) torna-se
1 2 2 2 2 2
(=i Rre o e | R _R_| (3.19)
2 p_. +E& 2R p.. +E R° + ¢

Fazendo as devidas aproximagdes em virtude de N » 1 e de € « R,
tem-se de (3.19) que

L~ n A (3.20)

onde

3 el (3 57 e s n
A = (3.21)

para € > 2R/N

Na Equagdo (3.21) tem-se que, para valores de € > 2R/N, A lembra o
resultado empirico A = Rn/3e. obtido por Farouki e Salpeter (1982), onde Ry € o

raioc de meia-massa do sistema. Esta quase coincidéncia de resulltados mostra que a

discussdo acima € consistente e a discrepancia entre os fatores 1Ve e 1/3 esid
na subjetividade da definigdo, que aqui € dada, de raio caracteristico como sendo
igual ao préprio raio gravitacional do sistema, Contudo, para o nosso propdsito,

a diferenga entre os termos 1/2 e [n 3 € de pouca relevancia em comparagio a

in(R/e).

A Equagiao (3.15), apds a substituicdo de (3.20), fica escrita de
forma conveniente como

AV 8 10 In A
%o InAw . (3.22)
N N

2
<y
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qQue expressa a fragdo tipica de energia orbital que as particulas do sistema
ganham (perdem), em média, ao longo de uma travessia. Neste caso, o nimero médio
necessdrio de wravessias para que uma particula sofra uma perturbagdo em energia
orbital compardvel 4 energia orbital tipica das particulas do sistema €
simplesmente

2
Neew = <¥2,_ N (3.23)

Av? 10 1n A

Como exemplo, pode-se tomar um sistema esférico, com 1024

particulas e raio gravitacional R = 1, Se ndo se usa potencial amolecido, tem-se
A=512e

Nretax€=0) = 16 (ravessias. (3.24)
Usando um comprimento de amolecimento igual 2R/N, tem-se A =311 e
Nrelax(€=2R/N=0,00195) = 18§ travessias, (3.25

muito pouco diferenie do caso nidoc amolecido, Eq. (3.24). Com um comprimento de

' . . P 1 . . .
amolecimento da ordem da distancia média, € = R/Nn, tem-se um significativo

amolecimento dos encontros: A = 6,11 e o nimero de travessias para relaxagdo é

Nrelax(€ = R/ N= 00992) & 37 travessias. (3.26)

Se sdo usadas 2048 particulas, os resultados acima tornam-se,

respectivamente,
Nrelax(€=0) = 30 travessias, 327
Nrelax(E=R2N) = 32 travessias (3.28)

e, finalmente,

Neesx€=Rn'") = 81 travessias (3.29)
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Estas estimativas ilustram o efeito positivo do comprimento de
amolecimento no aumento do tempo de relaxagdo de pares.Isto mostra que pode-se
prolongar o tempo de confiabilidade de uma simulagdo numérica de sistemas ndo-
colisionais para um tempo razoavelmente maior do que o que duraria uma simulagio

com potenciais ndo amolecidos.

3.3 - TEOREMA DO VIRIAL (ESCALAR) COM POTENCIAL AMOLECIDO

Considere-se um sistema (modelo) esférico, com N particulas
amolecidas por um compnmento £. Toma-se as posigdes e velocidades todas com
respeito ao centro de massa do conjunto. De acordo com a Eq. (3.2), a energia

potencial interna do sistema é

W : Gy [ ™ (3.30)
2 1% (rzlj + Ez)ln' ‘

A energia cinélica interna é

T = ! E mv’, (3.31)
2L
onde
UL (3.32)
€
v.= |v]. (3.33)

1 1
A energia interna do sistema € simplesmente

E=W=+T. (3.34)
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O momente de inércia (escalar), com respeito ao centrdide, €

definido como:

[=§ mr, (3.35)
com
o= |ri|. (3.36)
A forga exercida sobre uma particula de massa m. é
50 m. r
F=-m - =-Gm ——L | (337
i i . i (I_ 4 E-)3f2
i]
com
r. =r-r, (3.38)
i j
A equagio de vinal de Clausius (e.g., Chandrasekhar, 1957, p. 50)
diz que
1.
1= 2T + ro- F (3.39a)
ou, de (3.37):
mom, oo r.
1i=2T-G - (3.39b)
2 (r2 + ¢332
ij
Observando que r; = f; € como os indices i, j sdo mudos, tem-se
mm r .r_
. O N ¥
I1=2T+ G . (3.39¢)

o —
—
-
w~
n
(=]
e
w
e
™



49

Somando-se (3.39b) e (3.39¢), membro a membro, em seguida

dividindo-se por dois, tem-se f{inalmente:

--_ 1
I=2T - TG (r?j +az)3”' (3.40)

*
2

Definindo a grandeza

1
S=-._-G : (3.41)

tem-se a equagdo de virial escalar para particulas amolecidas:

[+S=2T+W=2E-W=T+E, (3.42)

|

Se o sistema atinge o equilibrio de virial, I = 0, tem-se o

seguinte resullado:
§=2T+W=2E-W=T+E, (3.43)

que ¢ venficado experimentalmente (Figura 3.2). No limite para € — 0, tem-se
simplesmente S = 0, e entdo a Eq. (3.42) torna-se a )4 conhecida equagio de

vinal escalar:

[=2T + W=2E-W=T+ E. (3.44)

b —



30

I Oo HTTrrtrtr T ITTTTOr T 'l']'l"l'l""”l’l 17 ‘rT1-|'r‘r1'—Fr*r'r:_

i Energio cmetico 3

0.50 _—/f““ TN 4
; ;

i N

I 3

000 | i
£ ]

r -

~0.50 r =
-1.00 [ ]
fnergia lotal :

-1.5Q ljllllj_lllllilJlllllzl]l.l_l_l_L_u..l-.Ll.lJ,.L,L_l_AJ‘

<
<
[pe}
=]
Is
)
o]
ja]
o
o

¢ (10 ° onos)

Fig. 3.2 - Evolugdo das energias cinélica e 1otal de uma simulagdo de colapso de
uma esiera  homogénea, com perfil inicial que se projela
aproximadamente no perlil de de Vaucouleurs. As particulas foram

abandonadas do repouso. A massa lolal equivale a 2.3 101 M,

Em rodas simulagtes de relaxacdo violenla que foram realizadas os
sislemas acomodaram-se em apenas alguns lempos de iravessia’® . restando apenas
algumas  luwuagoes  aleaidnas.,  superpostas a  uma oscilagio de periodo
apareniemente regular (Figura 3.2). Nesia Jase virializada, verifica-se que
.

2E - W maniém-se aproximadamenie constanie, a menos de pequenas oscilagdes em

lome de um vaior nio nulo.

Oscilagdes em tomo do equilibrio devem-se essencialmente a duas
componentes de naturezas distintas: (i) aleatdrias. cujas origens sao diversas,
que vao desde as [lutuacdes de densidade nas wizinhangas de cada particula.

devidas principalmente ao reduzido nimero de particulas do modelo, até os erros

¢ Usualmente. deline-se tempo de Iravessia tc de um  sistema, de  raio
caracteristico R, e velocidade tipica de suas particulas v por:

le = Riv = RAGM/R)'? = (R/GM)'?
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do método de integragdo, principalmente nas regides mais densas do sistema; (i)
componente regular, que expressa os efeitos de relaxagdo coletiva, equivalendo a
uma redistribuigio de energia entre os graus intemos de liberdade do sistema
(¢f., D. Lynden-Bell 1967). O equilibio € atingido gragcas a efeitos de
amortecimento ndo-dissipativos combinados: mistura de fase e amortecimento de
Landau gravitacional das ondas de densidade que se propagam pelo sistema durante
a reacomodagdo (e.g., Saslaw 1987, Cap. 16).

Pode-se fazer uma andlise grosseira das pequenas perturbagdes em
tomo do ponto de equilibrio de virial (I=0). Assim, reescreve-se a energia
potencial W, o momento de nércia I e a fungdo S em termos de parimetros

caracteristicos comao:

w=. G (3.45)

S =- o G:"j &, (3.46)
[+

I = A*MR? (3.47)

Seja h uma pequena perturbagio em torno do ponto de equilibrio R,

com h<<R. Assim, a equagdo de vinal, Eq. (3.42), fica equivalente a

2
hse M (14 30E ), (3.48)
AR R’

donde se tira que a freqiiéncia natural do sistema, na fase quase linear, &

ol & ?M3
AR

(1 + 3a5—z). (3.49)
R

A Equacdo (3.49) mostra que, para valores de € << R, a introdugdo

do comprimento de amolecimento nio ocasiona praticamente quase nenhuma influéncia
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sobre o comportamento oscilatério do sistema. Contudo, na maioria dos modelos,
uma super-simplificagdo € feita ao se manter € constante por todo o sistema, o
que, a rigor, nio deveria acontecer® visto que efeitos oscilatérios indesejdveis
surgem nas regides mais concentradas, onde o comprimento de amolecimento passa a

ser comprdvel a escala de tamanho destas regiGes.

3.4 - INFLUENCIA DO AMOLECIMENTO NOS EFEITOS DE FLUTUACOES
LOCAIS

Em um sistema estelar (ou em um aglomerado de galdxias), cada
estrela (galdxia) experimenta aceleragdes de origem coletiva (componentie regular)
e componentes locais (aleatdérias) devidos tanto aos enconiros distantes (se¢do
anterior) quanto &s flutuagdes estatisticas na densidade numérica de estrelas

(galdxias) do sistema.

Um sistema auto-gravitante, com muitas particulas, pode ser
aproximado a um fluido somente do ponto de vista macroscépico. Contudo, em
regides com pequenas escalas, onde o nimero de particulas € pequeno, tem-se que o
cardter discreto da distribuigic manifesta flutuagdes estatisticas em torno da

densidade numérica esperada v. Assim, as f{lutuagdes em torno do nimero AN’ =

3 . . . 3 '
v(r')A’r’ de particulas no interior de um volume A'r‘, centrado no ponto r’,

refletem no surgimento de forgas perturbativas do tipo aleatério. A forga (valor

esperado) exercida por tal elemento de volume A’r’ €

r-r’
AF =~ . G m°AN — (3.50)
ir-r|

. , . . 3 T .
Este nimero de particulas no interior do volume A’r’ distribui-se essencialmente

de acordo com a estatistica de Poisson e, portanto, flutua, em média, de uma

quantidade igual a {AN’. Entdo, a contribui¢io desta flutuagio é a forga

3 Nas técnicas de suavizagdo, empregadas na hidrodinimica de particulas
suavizadas, o essencial € que o comprimento de amolecimento seja fungdo da
densidade local do fluido (Hemnquist e Katz 1989), o que tomma um pouco
complicado o cdlculo das forgas que passam a envolver os gradientes da densidade
que, em principio, € uma fungio desconhecida.



53

perturbativa

AF » 1 G m* AN — . (3.51)

Considere-se uma estrela no intefor de um sistema estelar,
infinito e homogéneo (v = Cte.), tem-se que a contribui¢do ligilida da componente
lisa da distribuigdo é nula. Contudo, forgas do tipo que aparece na Eq. (3.51)
impdem impulsos aleatérios 4 velocidade da estrela, de forma que, mesmo que esta
esteja inicialmente em repouso, ao final de um tempo suficientemente longo,
haverd se distanciado da sua posigdo original; estas flutuagdes induzem uma
difusio browniana da estrela no espago de fase (r,v). Contwudo, pelo teorema de
flutuagdo-dissipagdo (c., Kandrup 1989), a velocidade da estrela € limitada por
fricgdo dindmica com as suas vizinhancas. Se T € o tempo caracteristico das
flutuagdes, que deve ser algo préximo da razdo entre a separagdo média e a
velocidade efetiva das particulas do sistema, pode-se dizer que os impulsos
aleatérios recebidos por uma particula sdo efetivamente o produto de T pelas
for¢as perturbativas, do tipo que aparece em (3.51). Como este movimento &
"randémico”, a média temporal das contribui¢Ses dos impulsos e, conseqilentemente,
das for¢cas em (3.51) é nula. Porém, a contribuigio quadritica de todas
flutuagdes, ao lengo de um tempo finito, é ndo nula e traduz a quantidade liquida
de impulsos recebidos das forcas de flutuacdes de densidade, o que expressa o
quanto a particula se dispersou das drbitas que seriam regidas unicamente por

forgas regulares.

Pode-se fazer uma estimativa da contribuigdo efetiva das flutuagdes
de densidade sobre uma dada estrela em um meic homogéneo e infinito, admitindo
que as forgas sejam amaciadas pelo comprimento de amolecimento €. Primeiramente,
considere-se uma estrela, dentro das suposigdes feitas acima, e calcula-se a
contribuigdo efetiva de flutuagdes no nimero de estrelas distribuidas no interior

de uma concha esférica, de raio r, centrada na estrela teste. Seja h a espessura

< . . . 2
desta concha, entdo o numero de estrelas ali dentro € simplesmente 4nr'vh. O erro
esperado desta estimativa € igual a4 raiz deste ndmero. A contribuigdo quadritica

desta flutuagdo na forga exercida por esta concha, sobre a particula € entdo
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4
S(AF) ~ 4n(GmYlv —
(r2+ 82)3

(3.52)

Admitindo que h € suficientemente pequeno de modo que pode-se fazer
h — dr, tem-se que

3
d(AF)? = 4n(cml)3vf_‘j’r_3 . (3.53)
(r'+€7)

A resultante quadrdtica de toda a distribuigdo €, neste caso

o

Kl
AR = 4m(GmH)y J _r 4 (3.54)

No caso de um sistema eslelar verdadeiro, € = 0, a Eq. (3.54)
reduz-se simplesmente a:

(s 2}

AF = 4r(Gm)v J E’;e (3.55)
r
A

= 4n(Gm’)’ -

v

onde A € a separagio média entre as estrelas da distribuigdo, dada por

A=v'". (3.56)

Portanto, de (3.55) e (3.56), obtém-se
AF = 21" G m*iV?? . (3.57)

que mostra que o valor efetivo das forgas de flutuagdo € da ordem de grandeza da

forga de interagdo de um par separado pela distincia vie,
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Se é tomado € > 0 a Eg. (3.54) vale
AF = (2Ttme2vm)2 3 ( T _arctan L) (3.58)
T \7 3 ’

+ é— sin(2arctan%]

| A A
- —n—sm(d’arctan?] +
Adotando XMe = 1 lem-se, entdo, que o valor efetivo das forgas perturbativas
torna-se
AF 2r'*Cm*v*y | (3.59)
Para Me = 0,5 tem-se
AF = 0,54 2n"*GmV?®) | (3.60)

que € metade do valor estimado para um sistema sem amolecimento, Estes dois
resultados mostram que o modelo usual de amolecimento (Eq. (3.3)) nio € tdo

eficiente na atenuagdo dos efeitos de flutuagdes de densidade, quanto o € na

. - . -1
suavizagdo de efeitos de encontros estelares. De falo, ao se tomar € = v ‘G, que

€ uma medida razodvel da granulagdo do sistema, vé-se que os efeitos
perturbativos sio reduzidos em apenas 30%. Porém, tomando € igual ao dobro da
separagdo média das particulas os efeitos sdo reduzidos a metade. Mas valores de
€ maiores que a separagio média, em um sistema com relativamente poucos corpos
(e.g., N ~ 1000), pode ferir significativamente a consisténcia do modelo, em

virtude da reduzida resolugdo espacial nas regides centrais.

A discussdo acima é vidlida exclusivamente para o método da soma
direta, onde cada particula de um sistema com N integrantes, "enxergam” N-1
contribuigdes para o campo gravitacional. Quantc maior o nimero de particulas do
modelo computacional (representando sempre o mesmo sistema fisico) menores os
efeitos decorrentes de flutuagGes de densidade. De fato, fazendo-se uma breve

andlise dimensional, na Eq. (3.57), vé-se que a for¢ca permurbativa, AF, depende
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de N™*?. Assim, por exemplo, um modelo computacional com o dobro do nimero de
particulas de um outro modelo é 2,5 vezes mais "calmo". Em outras palavras, no
modelo mais pobre, as for¢as perturbativas sdo, efetivamente, 2,5 vezes mais
intensas que no modelo mais rico, ambos representando (€ claro!} o mesmo sisterna
fisico. Isto, de certo modo, € entusiasmante se € lembrado que as simulagdes aqui
feitas, usando um VAX 11/780, poderiam ser realizadas com cem vezes o nimero de
particulas se fosse usado um supercomputador (e.g., CONVEX). Infelizmente, o
mélodo de drvore, bem como quaisquer outros métodos que substituem células do
sistema por superparticulas, reduz o nimero de fontes do campo gravitacional, o

que, embora acelere eficientemente o cdlculo, amplifica os efeitos de flutuagdes.

Enquanto no método da soma direta as fluluagdes de densidade sdo
naturais, nos métodos que utilizam malhas as fluluagdes de densidade sao
artificiais, ou seja, cada particula avista uma distribuicdo de células ao invés
de outras particulas. Quanto maior a ordem de expansdo de multipolos, em cada
c€lula, menores os efeitos perturbativos devido a redugio do nimero de termos de
forca. Conseqilentemente, as flutuagSes .de densidade de fontes sio mdximas na

aproximagdo de monopolo (aproximagio de ordem zero).

O método de drvore tem uma certa vantagem com respeito aos mélodos
de grade fixa. no que concerme flutuagdes decorrenies do truncamento de
multipolo, em virtude da determinagdo das células ser completamente lagrangiana,
0 que toma o cdlculo das forgas locais com a mesma resolugdo da soma direta.
Mesmo assim, este mélodo faz com que cé€lulas mais distantes tenham um tamanho
arbitrariamente grande, acarretando uma grande perda de resolugdo espacial nas
regides mais remotas. Portanto, a aproximagio de monopolo pode prejudicar
consideravelmente o realismo de uma simulagio em que sejam relevantes grandes
estruturas, que possuam fortes componentes quadripolares (e.g., estruturas
filamentares). Contudo, a apresenlagio de trabalhos futuros, com resultados
importantes para a Astronomia Extragaldtica sé serd possivel com o acesso a um
supercomputador ou uma Workstation (Cap. 5), visto que, nesle caso, pode-se
adotar técnicas de integragdo bem mais precisas e atribuir as c€lulas da d4rvore

os compenentes do tensor momento de quadrupolo.

Usando o mesmo artificio empregado na Segdo 2.4, com o auxilio da

Figura 2.4, tem-se que a massa de cada subunidade € igual a
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.4
m =~ 37 0°r’ m v, (3.61)

sub i

ou, genericamente, dize-se que a massa mf(r) da fonte, determinada pela

hierarquia de distdncias, na posigdo r, €

N 4 33
mr(r) 3 nor. (3.62)
A densidade numérica de subunidades em cada concha € entdo
vooe(daeey (3.63)
concha 3 i :

ou, para uma distdncia r da particula, diz-se que a densidade numérica de fontes

é
v(r) = 4 oy r? (3.64)
f - (5 ) ’ '

que concorda com a idéia do método, que € justamente a de reduzir o nimero
especifico de fontes gravitacionais avistadas por cada particula do sistema. Como
Jd foi dito, esta redugio de termos de forga acarreta uma perda de resolugdo
espacial, em virtude da reduzida distribuicdo de fontes aparentes, com um

conseqilente aumento dos efeitos de flutuagdes de densidade.

Se o numero esperado de fontes, no volume Lr = dQ rzdr,

estabelecido pela interse¢do do dngulo sélido dQ2 com a camada esférica de

. 2 - . 1
espessura dr, & vf(r)dQ r'dr, entdo este ndmero flutua, em média, de

+ (Vr(r)dQ rzdr)m. Como foi feito anteriormente, a contribui¢do desta flutuagio

na for¢a sobre uma particula €

SAF ~ Gmmy(r)r 2, an
x e (VAD)dQ r'dr)” . (3.65)
(o + efy?
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Contabilizando as contribui¢gdes quadrdticas de todas as diregdes e
distincias, por um argumento semeihante ao que foi usado no caso da soma direta,
tem-se da Eq. (3.65) que

7
r dr
SAF? = (2r'*Gm’v?) o>V —53 (3.66)
c (r'+ €%)
0

A fim de comparar os efeitos da aproximagdo de monopolo, estuda-se

a fungio
R 7
A2 = V0 j _rdr (3.67)
(6.6/R,N) = r g '
o (r" + €Y

A solugdo da integral é

RZ 2
AP - - RP L - (ry/R) - 3(e/R)n T e

21—

2 2
o+ €

3EMR) ¢ R+ ¢
+ - 1]
[+HER) o+ €

6 Rl 2 2
(e/R) [[ rE ] i 1] (3.68)
1+(e/R)} “* rp + €

1
2

[Lembrando, da Se¢io 2.4, que T (va)'k. e admitindo que

e/R « 1, tem-se

(3.69)

R/e N Y3
L1 - 2 In ] [ ] 0’ -
w el [ 6(c/R) :

v 2/3 2 /3
1+(4n/3N)"" " (R/0¢)

que é uma expressio nada simples, mas é qtil para se ter uma idéia grosseira do
aumento nos efeitos de flutuagdes de densidade aparente de fontes do campo.

Se & abolido o comprimento de amolecimento, € = 0, € adotado um



59

pardmetro de tolerdncia 8 = 1 e N = 1024, tem-se A = 4,3, que significa que as
perturbagdes na forga exercida pelo sistema, sobre uma dada particula sio ~ 4
vezes mais relevantes no método de drvore que no da soma direta, para um valor de
8 = 1. Repetindo o raciocinio para N = 2048, tem-se A = 5,5. 4 primeira vista,
este resultado parece contradizer a idéia de quanio mais particulas no modelo
computacional mais resolugdo (consisténcia) deveria-se ter. Isto sé seria verdade
se 0o método de se contabilizar as forgas, usando-se drvore, ndo desprezasse a
verdadeira distribuicdo de fontes do campo gravitacional, o que € respeitado
exclusivamente na soma direta. Lembrando que o nimero total de fontes avistadas
por cada particula do modelo é, em média, & (log N), entdo, 3 medida que o nimero
de particulas aumenta, a razdo entre o ndmero relativo de fontes avistadas e o
numero de particulas diminui. Isto €, a fragio de fontes contabilizadas relativa
ao numero de particulas ¢ @ (Jog N / N) < 1, mostrando que a distribuigio de
fontes fica relativamente pobre, 4 medida que o nimero de particulas utilizadas

aumenta, para um paridmetro de tolerincia 6 -~ 1.

Usando um comprimento de amolecimento como ¢ que € adotado no

Capitulo 4, e/R = Nm, tem-se,para 8 = 1 e N = 1024 que A ~ 4,1, e, para
N = 2048, tem-se que A = 52. Estes dois udltimos resultados apreseniam
pouquissima diferenga dos obtidos no pardgrafo anterior, evidenciando que, no
método de drvore, o comprimento de amolecimento, dentro dos limites de
consisiéncia, nio tem relevincia alguma no que diz respeilo a suavizagdo dos
efeilos de flutuagdo de densidade para um valor 6 = |. Portanlo, as simulagdes
realizadas aqui, 1€m a caracteristica de serem excessivamente rTuidosas quanio aos
impulsos dados as particulas dos modelos, pelas forgas obtidas pela aproximagio

de monopolo.

Uma discussdo mais geral, acompanhada de testes numéricos, € feita
por Bames-Hut (1989), onde se leva em conla, inclusive, aproximagdes de
quadrupolo gravitacional. Também Hemquist (1988) aborda a questio dos efeitos de

flutuagdes decorrentes do critério de tolerincia do cddigo de drvore.
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3.5 - INFLUENCIA DO AMOLECIMENTO NA RESOLUCAQO ESPACIAL

Em experimentos numéricos, com particulas amolecidas é de se
esperar uma perda de resolugdo espacial, em regides com tamanho compardvel ao
comprimento de amolecimento (Sellwood, 1987). Dai se deduz que o ideal é adotar €
da ordem da separagdo média local entre as particulas, que é o limite natural de
resolugdo espacial do modelo. Neste caso, o cdlculo das forgas passa a ser um
tanto complicado, visto que as derivadas do potencial envolvem também as
derivadas do comprimento de amolecimento, cujo comportamento espacial ndc €
conhecido a priori e, portanto, a prépria drvore € utilizada para se levantar os
gradientes de densidades. Obviamente, quando € € constanle, esitruturas em regides
reduzidas, menores que €, tornam-se desprovidas de significado fisico. Contudo, o
amolecimento pode afetar o desenvolvimento de até mesmo grandes estruturas
(Sellwood, 1987).

Pode-se inferir que o comprimento de amolecimento reduz a resolugio
espacial do modelo, do seguinte modo. Primeiramente, admite-se que o comprimento

de amolecimento favorece a aproximagic da equagdo de Vlasov (Eq. (3.1)). Neste

< 3. A3 : .
caso, qualquer célula de fase, de volume A'x A’v, evolui aproximadamente como
elemento de um fluido incompressivel. Como a forga exercida pelas vizinhangas,

dentro de uma distdncia compardvel a €, estd suavizada, a aceleragio imposta ao

elemento de fase A’x A’v é reduzida. Conseqiientemente, a componente cubica de
velocidades do elemento sofre uma dilatagio menor do que a que sofreria sem o
artificio de amolecimento. Assim, por ser o volume de fase aproximadamente
constante, ao longo da evolugio do sistema, a componente cdbica espacial sofre
uma contragdio menor do que a que ocorreria se ndo houvesse amolecimento.
Portanto, o artificio de suavizagdo de encontros limita inferiormente os
elementos de volume espacial, em virtude de limitar superiormente a componente

cubica das velocidades.

Uma versdo de cddigo com € adaptdvel & densidade local faz parte de
um futuro projeto, em que a prépria estrutura de dados, em drvore octal, €
utilizada para se obter € e seu gradiente Ve, essenciais para o cdlculo das
forgas (Cap. 3).



61

CAPITULO 4

TESTE E APLICAGAO DO CODIGO

4.1 - INTRODUCAO

Simulagdes de colapso de sislemas estelares sdao de extrema
importincia para o entendimento das etapas de formagao de galdxias (Binney e
Tremaine 1987, p. 275), pelo menos no que concerne 0s processos puramente
gravitacionais onde, obviamente, nf#io sdo incluidos efeilos dissipativos.
Provavelmente, detalhes morfolégicos e esiruturais, tais como a formagdo de
disco (Frenk 1988) e de um micleo compacto (Kormendy 1987), exigem modelos
dissipativos implementando o cdlculo das forcas no cédigo de N-corpos. No
entanlo, as tentativas de incluir tais efeitos ainda estdo em fase rudimentar
(Frenk 1988).

Para dar conta de aspectos globais da dindmica de formagao de
galdxias elipticas, apenas os processos gravilacionais sdo suficientes. Para
estes, existem técnicas de N-corpos cada vez mais sofisticadas, para cada
problema especifico. Contudo, como ja foi mencionado nos capitulos anteriores, o
método de drvore € o que mais s¢ adapta a problemas que envolvem geometria
arbitrdria. Até mesmo sislemas com uma geometria inicial simples (eg. esférica)
podem sofrer perturbagdes anisotrdpicas na fase de menor configuragao do
colapso, em virtude dos efeitos das flutuagdes de densidade serem amplificados
naquela etapa. Tais efeilos ndo sio evidenciados, por exemplo, nas simulagdes
feitas por Burkert (1990), visto que se usa um méiodo unidimensional, que
contabiliza a forga resultante do nuimero de particulas, no intenor de um dado
raio esférico. Embora o mélodo tenha alta resolugdo central, por utilizar uma
grade radial logaritmica, as contribuigdes de f{lutuacdes ndo-radiais de
densidade, no momento do colapso, ndo sdo levadas em conta. Desta forma, todos
os resultados deste método convergem fatalmente para objetos perfeilamente
esféricos e efeitos secunddrios, tais como (riaxialidade, sdo descartados do

modelo.
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Um resultado muito importante, das simulagbes realizadas por
Burkert (1990), é que a formacdo da parte central de galaxias elipticas pode ser
obiida, simplesmente por processos nao-dissipativos, a despeito do que se
inferna dos resultados de folometria de alta resolucdo das partes centrais
destes objelos (Kormendy 1989). Segundo Burkert, objetos obtidos por colapsos
violentos, apreseniam estrutura central (caro¢o) embebida em um envelope difuso,

anisotrépico, que segue o perfil de de Vaucouleurs.

Neste capitulo, sdo feitos testes da eficiéncia do cédigo e uma
aplicagdo a uma simulagio de colapso e evolugdo de uma distribui¢do esférica,
aproximadamente homogénea, com particulas inicialmente em repouso. Tal situagio
representa, grosseiramente, o colapso de uma prologaldxia, sem rotagio
significativa, que evolui para um objeto parecido com um sistema esferdide.
Contudo, sdo usadas apenas 1024 particulas, contra as 20.000 do experimento de
Burkert (1990). Conseqiientemente, 0 comprimento de amolecimenio € da ordem de
1/10 do raio gravitacional do sistema vinalizado. Nido obstante, os resultados
sdo proveitosos no que diz respeilo a visualizagdo das etapas de relaxagdo do
objeto e da evolugdo no espago de fase. A parte central evolui rapidamente para
uma configuragdo de equilibrio! , apresentando em alguns tempos de travessia um
perfil de densidade superficial que se aproxima ao de de Vaucouleurs. Uma grande
quantidade de particulas ejetadas no colpso forma o halo, que leva um tempo
relativamente longo, em comparagdo ao da parte central, para assumir uma

situacdo de equilibrio.

4.2 - ESCALONAMENTO DAS UNIDADES FiSICO-COMPUTACIONAIS

Para que os resultados de uma simulagdc numérica tenham
significado fisico € necessdrio fazer uma correspondéncia entre as unidades
fisicas do sistema e as unidades computacionais do modelo. Aqui, apenas as
for¢as gravitacionais sao as responsdveis pelos movimentos; logo, as escalas de
comprimento, massa e lempo relacionam-se exclusivamente pela constante

gravitacional G.

I Em sisternas gravitacionals, o termo “equilibrio" ndo significa rigorosamente o
estado definilivo, mas sim um estado lento de evolugdo, determinado
essencialmente por encontros f[racos que conduzem o sistema a catdstrofe
gravotérmica (cf. Saslaw 1983).
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Como ponto de partida, fazemos G = 1. Adotamos convenientemente as
unidades de tempo, [t], e de massa, [m], de modo que estas correspondam,
aproximadamente, ao periodo orbital solar, [t] ~ 250 Ma, e a massa de duas

galdxias, [m] - 2 10“M®, respeclivamente. De acordo com a Tabela 4.1, a partir

do wvalor de G, em escala astrofisica, encontra-se facilmenie o valor

correspondente de [1] nas correspondentes unidades:

4,49 10""" kpe M. 'Ma'’

(] = 38,32 kpc. (4.1)

(250 Ma) > (2 10" M)

Reajusiando as constantes, em (4.1), convenientemente, tem-se

(1] = 40,0 kpc, [m] = 2,28 10" M@ e {t] = 250 Ma, Destes valores, obtém-se

facilmente a correspondente unidade de velocidade em km s, [v] = 155 km s

TABELA 4.1 - CONVERSAO DE UNIDADES MKS PARA UNIDADES

ASTROFISICAS
 DIMENSAO FISICA] UNIDADES MKS| UNIDADES ASTROFISICAS
comprimento metro (m) 3,24 107 kiloparsec (kpc)
massa quilograma (kg} 5,03 10°" massa solar (Mg)
tempo segundo (s) 3,17 10" 10° ano (Ma)
const. grav. 6,67 10" m’kg's?| 4,49 107" kpc3 MG,'1 Ma

Se, por exemplo, nosso modelo € um objeto esférico, com massa
total M =1 (= 2,28 IOUMO), energia total E = -1. tem-se que o raio
gravitacional do sistema é R = G le(-ZE) = 0,5 (= 20 kpc), a velocidade efetiva

das particulas do sistema é v = V-2E/M = 219 km s, um valor razodvel para

galdxias elipticas, cujas velocidades internas tipicas encontram-se na faixa de

140 a 300 km s
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4.3 - ESCOLHA DO PASSO DE INTEGRACAO E DO COMPRIMENTO DE
AMOLECIMENTO

A estimativa do passo de integracio e do comprimento de
amolecimento € feita em fung¢do da estabilidade numérica das drbitas em situacoes
criticas. O casamento entre At e € deve ser feito em fun¢do de minimizar lapsos

de conservagao de energia.

Supde-se que, em um dado momento da simulacdo, o sistema colapse a
tal ponio que quase toda sua massa esteja em uma regido muito reduzida com
respeito a0 comprimento de amolecimento. O campo gravitacional passa a ser

escrito aproximadamente como

G Mr

~

gr) = - vl(r) = - r
(r* + €7)

3f2 (4.2)

Neste ponto, o passo de integra¢do deve ser suficientemente pequeno para que até

mesmo uma particula em &rbita circular seja numericamente estdvel.

A equagdo orbilal da particula, submetida a0 campo gravitacional
da Eq. (4.2), em coordenadas polares, €

4.3)

Sendo h = ¢ r’ o momento angular orbital, por unidade de massa da
particula, tem-se que a Equagdao (4.3) torna-se

2
. _GMr (4.4)

r (r2 + ez)m

r -

()

Como a 6rbita € aproximadamente circular, admitimos que a posigio
radial sofre pequenas perturbacdes & em tomo do equilibrio (i.e. r = 0). Assim,
fazendo a substituigdo 1 — r + & na Eq. (4.4), onde r € a posig¢io de equilibrio

radial, obtém-se
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h? GMr i

— = ——————  (no equilibrio); (4.4a)
i (r? + g2)37

:_ h’ £y - G M

£ - ?}(1+3T)_-ma(r+§). (4.4b)

Substituindo (4.4a) em (4.4b) tem-se finalmente

£+ 0 =0 (4.5)
onde
3 12
o = | GMG + 4¢e”) (4.6)
( r’ o+ 82)5;’2

€ a freqiiéncia epiciclica da 6rbita da particula.

Para o caso limite de o&rbitas de pequeno raio, r — 0, tem-se o

maior valor para a freqiiéncia epiciclica

we = 2 (GM/E’)'" (4.7)

Do critério de estabilidade (vide secio 2.5.4), a relagdo entre a

freqiiéncia epiciclica e o passo de imegragdo deve ser
e At = 2 (4.8)

Adotando o valor critico para o passo de integragao, tem-se que
! 12
At = (e /GM) (4.9)
Como foi visto no Cap. 3, € conveniente adotar um valor para € que

seja aproximado & separagio média entre as particulas do sistema na fase

relaxada. Assim, escreve-se
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g =R /NP (4.10)

onde R € o raio gravitacional escrito como:

R = % (4.11)

Substituindo €, de (4.10) e (4.11), em (4.9), o passo de
integragdo critico fica escrito por

s 172
M
§N IE } )

A presenga de N no denominador do termo entre colchetes, na Eq.

(4.12), resiringe o critéric de escolha de Atc para situacdes em que N ndo ¢é

muito grande (e.g., N - 10°). Assim, mantida a massa do sistema constante, este
critério de escolha do comprimento de amolecimento, via Eq. (4.10), faz com que
o passo de integragio convirja para zero quando se usa um grande nimero de
particulas. Poranto, deve-se lancar mdo de algum artificio que ndo fira a
consisiéncia do modelo e que limite inferiormente At. Uma alternativa € impor um

limite inferior ao comprimento de amolecimento, € ., por algum argumento de
1n
resolucdo espaclal: entdo, via Eq. (4.9), obtém-se At . Por exemplo, ndo hd
nin

necessidade de realizar experimentos com resolugdo maior do que o que s¢ observa

(eg. as partes centrais de galdxias).

4.4 - TESTE DA EFICIENCIA DO CODIGO

A fim de tesiar a eficiéncia do cédigo, tanto na consisténcia com
as leis de conservagdo de movimento, quanto em velocidade computacional, foram
realizados experimentos com cinco sistemas, cada um com 512, 1024, 2048, 4096 ¢
8192 particulas, respectivamente, ¢ para seis diferentes valores de 8 (= 0, 0.3,
0,7, 1,0, 1,2 e 1,5.).

O esforgo computacional por particula é estimado como o nimero

médio de termos de forga por particula Empiricamente, isto equivale a
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contabilizar o nimero de chamadas que o programa faz, em média, as sub-rotinas

que calculam as forgas sobre cada particula.

Os erros 1nerentes a aproximagdo de monopolo (f.e. ao se
substituir cada célula por massa puntual no centrdide) induzem falhas na
conservagdo de movimento (linear e angular), acarretando no ndo fechamento da
somaléria lanto das forgas inlernas quanto dos lorques das forcas gravitacionais

€M Zero.

A rigor, até na soma direta erros de arredondamento sdo propagados
para a for¢a (lorque) resultante do sistiema de particulas, de modo que o
fechamento em zero ndo € atingido. Contudo, neste ultimo, o erro esperado é
minimo.

Sejam 8x o erro na aceleragdo do centréide do sistema e 6" o erro

no torque resultante por unidade de massa do sistema. Sendo Fi a for¢a exercida

pelo resto do sisltema sobre a i-ésima particula tem-se que, com respeito a uma
origem arbiwrdria do sistema de coordenadas, os erros acima definidos sdo

escritos por:

. 4 _

ox = M E m, X, = i E m X, (4.13)
1 i

oI = X Xy (mi xl) = %_I E X, % (ml xl)a 4.14)

1 1

onde M € a massa total do sistema.

Os resultados obtidos para o teste de conservagdo dos momentos

linear e angular, para o sistema com 8192 particulas, sic ilustrados na Figuras

4.1 e 4.2, respectivamente, onde sdo confrontados os valores de |8x| e {86I'| para
os diferentes 0. Como era de se esperar, os erros crescem com 0. Todavia, na
Figura 4.1, os erros na for¢a resultante possuem um mdximo em 6 = 1, ocorrendo
um retorno para valores de 0 maiores que a unidade. Este comportamento decorre

do fato de o dngulo O estar englobando células maiores que a distincia ao ponto
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de observagdo. De qualquer modo, valores de 8§ maiores que a unidade podem ferir

a consisténcia do modelo quando se adota a aproximac¢do de monopolo.
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Fig. 4.1 - Erro na forca resultante por unidade de massa versus parmetro de
rolerdncia 8. O erro para a soma direta (6 = 0) deve-se unicamente a

erros de arredondamento € (truncamento de series, préprias do
computador.
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Fig. 42 - Erro no rorque resultante, com respeito a origem, em fungdo do
pardmetro 0. Pelo mesmo argumento da Figura 4.1, a soma dos torques
ndo € exatamente nula em 6 = 0.
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QO esforco computacional, expresso em nidmero médio de termos de
forca por particuia, € mostrado na Figura 4.3. Na Figura 4.3a fica evidenie que,
mesmo para uma distribuigdo nao-homogénea, o esforgo computacional é ( (log N)
para valores de 0 ligeiramenie menores que a unidade (0 = 0,7) Na Figura 4.3b,
vé-se que, para valores pequenos de O (em particular 6 = 0,3), o esforgo
computacional converge assintolicamente para @(N%). Para 8 =1 o esforgo -
computacional tem crescimento menor que & ({og N), o que € um resultado bastante
positivo se se pensa em implemeniar componentes de quadrupolo as células

{octanles) da 4arvore.

N /
(a) _ ()
IE4D ¢ T - v ¥ 1 10 ' MdtaasssessnatdiiiLl ;
t seeee O = 15 ..-" 1 , poeeeo O = 1K >
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Ll ——rean 0 = (37 i ul vasas 3 = 0.7 -
l&j. soevee O = (03 ‘," i| IZTI veees O = 03 e
O2E+3 | /, ] = el
-:(_- ] I’-*J‘u)‘ / 4
E ,f/ 1 a—_; / K
Fie -t F £ el :
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SE+2 b /‘/' o pi—-
/ — ! > 1
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Fig. 43 - Esfor¢o computacional versus log, N para 6 parimetros 6 em grdficos
com escala vertical (a) linear e (b) logaritmica. Em (a) &
perceptivel que, para O = 0,7, o esforgo € essencialmente & (log N)

por particula. Em (b), verifica-se que o esforgo tende

assintoticamente para @(Nz), quando 6 — 0.

4.5 - APLICACAO: COLAPSO DE UMA DISTRIBUICAO FRIA DE PARTICULAS

A idéia desta se¢do € a de aproveitar um experimenio de colapso
violento? e ajustd-lo no contexto de formagio de galdxias elipticas. Ao invés do

cendrio de coalescéncia ("mergers") de galdxias disco, como o principal formador

? Significa que a energia de ligagio inicial do sistema € mdxima, isto €, as
particulas estio todas no repouso.
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de objetos esferdides (Toomre 1977), adota-se o modelo de formagdo de tais
objetos por colapso de matéria protogaldctica sem rotagdo significativa (e.g.
Kormendy 1989; Burkert 1990).

Ainda € controvertida a razdo pela qual as galdxias se diferenciam
morfologicamente. Uma grande variedade de mecanismos tedricos tem sido debatida
na lileratura, sendo incerto quais ¢ em que medida sio realmente imporiantes
para explicar a origem dos tipos morfolégicos das galdxias. De maneira geral,
estes mecanimos podem ser divididos em duas grandes classes: (i) mecanismos
genéticos, pelos quais a morfologia das galdxias seria determinada pelas
proprias condigdes iniciais de sua formagdo e (ii) os mecanismos evoilutivos, que
fazem apelo as inleragdes das galdxias com as suas vizinhangas, capazes de

modificar sua estrutura dinamica e/ou seu conteido gasoso.

Os mecanismos privilegiando as condigdes iniciais de formagio das
proto-galdxias conslituiram-se por muito tfempo, no cendrio cldssico, para
explicar a origem dos tipos morfolégicos, a partir das hipéteses de Sandage,
Freeman e Stokes (1970) de que o parimetro fundamental determinando a
diferenciagdo seria a quantidade de momento angular da nuvem proto-galictica.
Por outro lado, Gott e Thuan (1976) sugerem o contraste da flutuagio de
densidade imicial como parimetro primordial, j4 que este determinaria o fempo de
colapso da nuvem e a taxa de formagdo estelar. Esta hipdtese estd na base dos

modelos de formagdo das estruturas de materia escura fria.

No segundo caso, situam-se, por exemplo, as proposi¢des de Toomre
(1977) que explicariam a formacdo de galdxias elipticas a partir da coalescéncia
de uma populagdo inicial de galdxias disco, ou ainda, como propdem Larson,
Tinsley e Caldwell (1980), a forma¢do das lenticulares a partir da inibi¢do do
processo de formagdo estelar, devido a perda do halo gasoso como resultado das
interagées de maré da galdxia com as vizinhangas ou com o potencial central do
aglomerado a que pertenceria. Mecanismos como o da pressio dindmica do meio
intraglomerado sobre o gds interestelar (Gunn e Gott, 1972) também contribuiriam
para a perda do gds interestelar e a subseqiiente transmutagdo morfolégica das
galdxias espirais. A maior dificuldade destes mecanismos estd relacionada com
consideragdes sobre o momento angular, muito menor nas elipticas que nas

espirais: assim, a formagdo de galdxias elipticas a partir de espirais deve
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implicar na remogdo de uma enorme quantidade de massa, o que torna dificil

entender por que aquelas sio mais massivas que estas udltimas.

Recentemente, Kormendy (1989) apontou evidéncias observacionais
que tornam invidveis as hipdteses de que a maioria das galdxias elipticas foi
obtida por mergers. Ao invés, somente colapsos dissipativos justificam a alta
densidade central das galdxias elipticas; mesmo mergers dissipativos nao seriam
suficientes para formar objetos tdo compactos. Ndo obstante, Burkert (1990)
mostrou, através de simulagdes de N-corpos, com alta resolugao radial, que
colapsos violentos, nao-dissipativos, conduzem a objetos compostos, com uma
parte central compacta, dinamicamente distinta, embebida em um halo difuso que
obedece o perfil de de Vaucouleurs. Apesar da técnica empregada ter alla
resolugo na parte central, o método resiringe o sistema a uma perfeita simetria
esférica. Desta forma, instabilidades nao-radiais, que podem vir a gerar
triaxialidade (Memmt e Aguilar 1985; Barnes, Goodman e Hut 1986; Min e Choi
1989) nio sdo detectadas.

Neste cendrio de formacgdo de galdxias esferdides, por colapso de
maléria protogaldctica, sem rotagdo significativa, ¢ inspirado pelo experimento
de Burkert {1990}, acima citado, escolhemos um expernimento relativamente simples
de colapso de uma distnibuigdo esférica, aproximadamente homogénea. As
particulas sdao abandonadas do repouso e, devido a violéncia do colapso, a parte
central se forma com uma elevada energia de ligagdo de maneira a se preservar
dinamicamente distinta do resto do sistema (o halo). A parte extensa, que forma
o halo, mantém um perfil de densidade superficial que se assemelha ao de de
Vaucouleurs. Estes resultados concordam com as simulagdes de Burkert (1990), que
mostram que a natureza (violéncia) do colapso € decisiva na dindmica da parte

central do objeto remanescente.

4.5.1 - DESCRICAQ DO EXPERIMENTO

QO objeto inicial € obtido sorteando-se 1024 particulas por Monte
Carlo (e.g. Sobol 1983), mediante transformagdes de coordenadas (v. Apéndice A},
de forma que a densidade esperada seja constante. As particulas sdo postas

inicialmente em repouso. A massa tolal do sistema € igual a 0,5 unidades
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computacionais, que correspondem a 1,14 10" M@ (vide Sec. 4.2). A energia
potencial do modelo inicial €, em unidades computacionais, W0 = -0,5. Como as

particulas estdo nicialmente em repouso, a energia total E € de natureza

puramente gravitacional, i.e. E = Wo‘ O valor esperado da energia potencial €

~ _ 3 GM?
WO - = ——5— TD—, (4.15)
onde Ro ¢ o raio da distribuigdo e vale
_ 3 oMm?

Fazendo as devidas substituigdes em (4.16) e lembrando que G = 1
(unid. comput.), temn-se

R, = 0,3 unidades comput. (= 12 kpc) (4.17)

O raio gravitacional R do sistema, quando for atingido um suposto
8

equilibrio de vinal (W = 2E), € determinado por

2

R = g = 025 (= 10 kpo). (4.18)

Conseqiientemente, o tempo de cruzamento, definido por

le = Rg/<v2>m, (4.19)
vale
52
o= O M3 = 0,177 [1] (= 44,2 10° anos) (4.20)
v8 E*?

onde foi feito <v®> = -2 E [ M.
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O valor estimado em (4.20) para Rg é ligeiramente diferente do

valor prético por causa do comprimento de amolecimento, mas esta dispersdo entre

o valor estimado acima e o obtido numericamente ocorre na terceira casa decimal.

As posigdes X = (xi,yi,zi) (i=1,2,...,.N=1024) foram obtidas pela

transformagao de coordenadas

xi = r(ui)Q(Vi)COS(2TC§.‘),
Y, =1 ui)e(vi)sin(m&,i), (4.21)

z r(ui)(l -2vi),

)

i

.. . 3 v . P ..
onde as varidveis (W,v,§) e (0,1)° formam uma seqiiéncia de ndmeros alealdrios
1 1 1

(vide Sobol 1983) e as fungdes r e © sdo, respeciivamenie,

_ 3 1/3
f = ()R,
(4.22)
_ 2
G(v) =2 [v(l-v)]

A dedugido de (4.21) encontra-se no Apéndice A.

O comprimento de amolecimento € e o passo de inlegracdo At foram
obtidos pelo critério de escolha da Secdo 4.3. Assim, € = 0,0248 (= 992 pc) e At

= 0,005524 (= 1,381 10° anos).

O experimento dividiu-se em duas etapas: (i) a simulagido
propriamente dita e (i) reducdo dos dados obtidos na primeira etapa. Os dados
de saida da simulagdo sio coordenadas de fase das particulas do sistema em um
dado instante. Cada arquivo com as coordenadas de fase € chamado QUADRO XX (XX =
00, Ol, 02, .., 86). A simulagio foi realizada em etapas (vide Tabela 4.2) e
durou um total de 3.524 Iﬁassos de integragdo. Foram consurmdas, ao todo, pouco
menos de 40 h de tempo de mdquina num VAX 11/780 com acelerador de ponto
flutuante. A redugio dos dados foi feita parte plotando-se os pontos diretamente

em diagramas, e.g., configuracio dos pontos no plano xy, diagramas de fase
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radial e de energia de ligagdo versus posi¢ao radial, e parte contabilizando-se
valores médios das vandveis dindmicas, e.g.,, p(r), o(r) e P(r) em grades

radiais recursivas, utilizando técnica de drvore (v. Apéndice B).

TABELA 4.2 - ETAPAS DO EXPERIMENTO

(ETAPA FQUADROSN At 'Ne DE INTEG.|TFC (10° anos) | ACUMULADO
00 -» 64 | 0,00524 512 670,72 670,72
64 —s 68 | 0,005524 580 800,98 1.471.70
68 - 69 10,0078125 128 250,00 1.721,70
69 — 70 " 256 353,54 2.075,24
70 — 78 " 1024 1.414,14 3.489,38
78 — 86 " 1024 1.414,14 490352 |
] TOTAL 3524 § g

NOTA: TFC — tempo fisico correspondente a etapa indicada.

O nimero de particulas na simulagdo nao fol mantido constante por
todo o expertmento. Como uma grande quantidade de particulas escapou no primeiro
colapso (cerca de 15 % da massa inicial), resolveu-se continuar o experimento a
partir do QUADRO 68 (terceira etapa em diante na Tabela 4.2) sem as mesmas, a

fim de se ganhar tempo computacional.

4.5.2 - DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Nas Figuras 4.4, sio mostradas 32 etapas iniciais da evolugdo do

sistema, Em t = 83,8 10° anos, as subestruturas dos quadros anleriores promovem

a separacdo do sisiema em dois objetos bem definidos (vide também Figura 4.5).
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(a)

(a) Dezesseis primeiras etapas da evolu¢ao do colapso de uma esfera
inicialmente homogénea (vide texto), em intervalos de tempos iguais a
10,48 10° anos (= 0,24 ). (b) Outras dezesseis etapas posteriores,
correspondentes aos tempos indicados nos quadros; o intervale entre

quadros é de 31,44 10° anos (= 0,71 t). Umdades dadas em 10° anos.

(continua)
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Fig. 4.5 - Ampliacio dos quadros correspondentes a (a) 62,88 106, (b) 83,84 106,
(c) 136,2 10° e (d) 167,7 10° anos, respectivamente, da Figura 4.4.

As duas porgdes recém-formadas colapsam individualmente, & medida
que vao se reaproximando para uma coalescéncia. Isto caracteriza uma hierarquia
de colapsos: do mais significativo (fusao das duas por¢Bes) para © menos

significativo (colapso individual de cada porgio).

Na situacdo correspondente a t = 199 10° anos (= 4,5 ) (Figura

4.4b), ambos pedagos jd estdo coalescendo, e isto manifesta,em termos globais, o



78

segundo colapso do sistema. Esle dltimo é evidenciado na Figura 4.6, no segundo

pico da energia cinética, por voita de t = 0,8 [t] (= 200 IO6 anos = 4,5 tc). No

primeiro colapso, ocorre a maior perda de particulas. Cerca de 15 % da massa do
sistema consegue escapar. Jd4 o segundo é bem menos energético e efetivamente

nenhuma particula escapa. Ainda na Figura 4.4b, no quadro seguinte, em

-

t = 230,5 106 anos (= 5,2 tc), as duas por¢des jd estdo fundidas numa sé.
Enquanto isto, a parte mais extensa do sistema, que ird formar o halo, sofre um

processo mais lento de relaxagio.

2.0 _j!llll!iJF!JJ!!}lIlllJll\llll}Jlli'llll)llllilllll\:I'lllilll
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T (250 10° anos)

Fig. 4.6 - Evolugdo das energias internas total, E, e cinética, T, da etapa

correspondente aos primeiros 670 10° anos do sistema. A energia total
é muito aproximadamente constanle, enguanto a energia cinética acusa
as etapas de relaxagdo do sistema. O primeiro pico de enrgia cinética
coincide com o ponlo de menor configuracdo do sistema, equanto o

segundo pico (menor) coincide com o segundo colapso.

As Figuras 4.7a a 4.7e mostram a evolugdo das fases radiais e das

energias de ligagdo das particulas do sistema. Nos quadros correspondentes a

t = 125,8 10° anos (= 2,8 ), fica evidente a existéncia de dois subsistemas,

separados aproximadamente de uma distdncia de 0,24 [1] (79,6 kpc), vide a

correspondente  situagdo na Figura 4.4a. A vpartir de t = 4192 10° anos



79

(= 9,5 ), a configuragio de energia apresenta uma certa regularidade. Contudo,

no espago de fase, ainda € evidente o processo de mistura de fase em andamento,

.. . . . . &
s indo assumir uma configuragdo grosseiramente regular a partir de t = 600 10
anos (= 3,6 tc). Um breve exame dos quatro dltimos quadros da Figura 4.4b revela
uma tempordriad elipticidade, cujo eixo maior tende a se alinhar na direcio do

eixo horizontal dos gréficos.

3 Esta elipticidade diminui consideravelmente por volta de t = 2 10° anos, de
forma que o objeto conserva-se aproximadamente esférico por lodo o resto da
simulagio.
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A Figura 4.8 mostra quatro configuracoes correspondenles aos
instantes 1 = 224 10°, 3.14 10°, 3.84 10°, 4.90 i0° anos, respectivamente.
Comparando os quadros (Figura 4.8) nota-se uma cena regularidade morfolégica.
Esta regulartidade € confirmada na Figura 4.4, que mosira os pontlos de fase
radial nos mesmos instantes da Figura 4.7. As partes externas sao mais ruidosas

em virtude do reduzido nimero de particulas nestas regides.
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Fig. 48 - Quatro configuragbes do sistema, tomadas nos instantes (a) 2,3 107,
() 3.1 10°, (¢) 3.8 10° e (d) 4.9 10°, respectivamente. Observe-se
como 0s quatro sislemas apreseniam regularidade morfolégica, a menos

de flutuagdes de densidade.

As densidades espacial e superficial, para as situaghes
correspondentes a Figura 4.8, sdo mostradas nas Figuras 4.9 e 4.10,
respectivamente. Os grdficos estdo superpostos e apresentam uma notdvel

regulanidade. A partir de aproximadamente r = 0,03 (= 1.2 kpc), a densidade

. . . . . . . 4
espacial segue uma lei de poténcia com ligeramente menos declive que p ~ 1 .
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Na Figura 4.10 verifica-se que ocorre um excesso de densidade superficial, na

S . . . Xl
regido que corresponde, aproximadamente, a faixa 0 = <05 (0 = r < 0,06).

Ji a pare externa, ' > 05 (r > 0.06

2.4 kpc). concorda com a el

folométrica de de Vaucouleurs.
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Fig. 4.9 - Superposicio de quatro graficos p{r) x r, correspondenies acs
instantes da figura anterior. E notivel a semelhanga entre as quatro
curvas, sugerindo gue o sistema )a eslejJa em um estado de quase-
equilibrio.
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Fig. 4.10 - Superposi¢do de quatto perfis de densidade  superficial,
correspondentes aos mesmos instantes da figura anterior. Observe-se
o excesso de "brilho" na parte central, finalizando nas proximidades
de r=006(= " =05), correspondendo a 2.4 Kpc. A linha
pontilhada € um ajuste linear na parte mais achatada ("flar") das

curvas.

A dispersio de velocidades, o(r), para as situagdes da Figura 4.8,
¢ apresentada nos grdficos superpostos da Figura 4.11. Observa-se que as partes
centrais dos quatro sistemas sdo aproximadamente isotérmicas. Como os gréficos
sdo bastante ruidosos, € dificil determinar uma fronteira para o regime
1sotérmico. Contude, mais adiante, é usada uma forma alternativa de se

determinar a dispersiao de velociadades com mais resolugao espacial (radial).
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Fig. 4.11 - Gréficos superpostos de dispersio de velocidades, correspondentes as
respectivas situagdes das Figs. 4.9 e 4.10. Observa-se que as partes
centrais sdp aproximadamente isotérmicas. Contudo € dificil

localizar a aprtir de onde esta isolermia € perceplivel.

A 1déia de que existe uma regularidade dindmica para os quatro
sisiemas da Figura 4.8 € também sugerida pela Figura 4.12, que representa a
energia de ligacdo média para cada camada radiai. De maneira andloga a curva p =
p(r), o perfil da energia de ligagdo acusa duas regides: uma € a regidao ceniral

que € bastante achalada, a outra regido apresenta uma lei de poténcia do tipo

ro® A separagio entre estes dois comportamentos se dd por volta de r = 0,4

1] (E = 5).



RY )

in

1Y

Qr ~) o

Lh

Y

3]

89

,"_I L L e T L

b

B

_

B

7

oy 1 g ¢ t v

€ 780 2 Y 4 5 6789 2 2 4 S 67809
0.0 G ’

Fig. 4.12 - Energia de ligacgo média por camada radial, para os estados

mostrados na Figura 4.8. De novo, € sensivel a semelhan¢a enwre os

quatro graficos.

Examinando a Figura 4.13, que € composta pela superposigao dos

grificos da fungdo distribuigio de energias de ligagao, para os mesmos instantes

da figura anterior, tem-se que esta fronteira (E = 5) ocorre em tomo de um

vazio, que aproximadamente coincide nos quatro grificos. Isto sugere que o

sistema tenha sofrido um processo seielivo de relaxagdo, privilegiando certas

camadas de energia de ligagdo.
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ricos superpostos da fungdo distribui¢@o de energia de ligagdo

* massa unitdrig, para 0s mesmos Instantes das Figs. 4.8 - 4.12.
wra reforgar o idéia de que os os esiados do sistema.
—..5s instantes da Figura 4.8, sugerem o equilibrio, € interessante

= .volugdo da entropia do sistermna.

- entropia do sistema (vide, e.g., Morse 1969, Cap. 17, p. 248}, é

w) In fix,v) &£x Ly, {4.23)

Castantes.

‘omo o sistema possui simetria aproximadamente esférica, e nao
== significativa, a fungdo distnibuigdo pode ser escrila em (ermos

- movimenio E, onde E ¢ a energia de ligagio das particulas do

z1idade de massa. Assim, substitui-se f{x.v) &Ix v por f(E) dE, e



21

a Equagao (4.23) fica reescrita por
S =- J AE) In AE) dE (4.24)

A partir da malha recursiva de pontos da fungdo distribuigdo de
energias de ligagdo calcula-se facilmente a entropia do sistema via Eq. (4.24).

A Figura 4.14a mostra a evolugdo da entropia do sistema, na fase
inicial de relaxagdo. Note-se como rapidamente o sistema atinge uma configuragio
aproximadamenie estivel. Na Figura 4.14b, é mostrada a evolugdao da entropia do
para os dezesseis Ultimos quadros da simulagio (vide Tabela 4.2). Uma ampliagio
de 4.14b € mostrada na Figura 4.14¢, que evidencia que as flutuagdes estdo

dentro das barras de erro.
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(a) Evolugdo da entropia do sistema (vide Texto), nos primeiros 32
quadros da Figura 4.4. (b) Na mesma escala que em (a), mas tomando-
se a entropia para os quadros 71 a 86. Note-se que, neste iltimo, a
entropia € ligeiramente menor que a em (a). Isto se deve ao fato de
ndo se contabilizar as particulas ndo-ligadas ao sistema. Em (c) €
apresentada uma ampliagdo vertical, do grdfico mostrado em (b),

mostrando o caracter aleatério das flutuagdes.
(continua)



93

oo L t T T LA e
[ T
L — - B
: T 77 71 T T
< - = T o
Foios Lo— o Y ‘ T ]
L - | o ’*\\| — f : \\T/ Yo | ]
I - | ‘ [ % / | N\ i _
L i ! | . s , |
— r . ] v i i\ / i i 4 -
< \ - - |\‘L/‘i — ! \/ i - ‘ — ‘ .
[ |,8:* i i —_— - ! H_ -
Sl = L] ]
I - 7
] - - (el -
=4 = I L—I L L 0 R R ST ENS DU T S
¥ 75 20 S

Fig. 4.14 - Conclusdo.

Qs valores finais da entropia, nas Figuras 4.14a e 4.14b, ndo
coincidem em virtude de o experimento, 2 partir do QUADRO 65, possuir apenas 85
% das particulas do modelo inicial. Obviamente, as particulas escapantes dio uma
grande contribuigio i entropia, por conslifuirem as regides menos densas do

sistema.

Nos pardgrafos acima, a palavra regularidade [oi mencionada
insistentemente com o propdsito de sugerir a idéia de que as quatro situagoes,
tomadas aieatoriamente. representam estados de equilibrio do sistema, a menos de
flutvagdes temporais. Este comportamento temporalmenle aleatorio, expresso nas
varidveis dinamicas do sistema (e.g., p, o ), € conseqiiéncia imediata do
nimero de Orbitas com freqiiéncias independentes (i.e. incomensurdveis), valendo
entdio o teorema sobre a média (Amold 1987, p. 285), que estabelece a
equivaléncia entre as médias temporal e as médias no espago de fase, das
vanidveis dindmicas do sistema. Teoremas deste tipo sio udos como leoremas
ergolicos e entende-se por ergoticidade a propriedade das orbilas se adensarem
no espago de fase (tanto no espago I” quanto no espago ), segundo uma fungdo

distribuigdo caracteristica do- sistema.

Admitindo entdo a hipdtese ergdtica, podemos afirmar que uma dada

seqliéncia de estados, que apresenta uma seqiiéncia temporal aleatdria (i.e. que
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nio exista uma maneira de se determinar uma seqiiéncia cronoldgica com as
propriedades observadas para cada estado), muili0 seguramente constitui um
subconjunto de um "ensemble" de sistemas idénticos, todos numa situagdo de
equilibrio, a menos das suas posi¢Oes exalas no espago de fase. Com efeito, as
médias tomadas sobre um conjunto de estados supostamente em equilibrio, devem
tornar as estimativas mais préximas dos valores esperados, quanio maior for o
numero de sistemas.

Assim, assumindo que tais estados representam situagdes de
equiiibrio gravitacional, tem-se que uma avaliagdo das varidveis dindmicas do
sisterna, através de médias tomadas sobre um certo ndmero de configuragdes, é

mais confidvel do que realizar medigGes de apenas uma unica configuragio.

Por conseguinte, os grdficos discutidos acima foram refeitos para
uma superposi¢io de 16 sistemas (QUADRQO 71 ao QUADRO 86) dinamicamente isolados
(ndo-perturbados), acarretande num total de 13888 particulas*.

Convém enfatizar que as varidveis dindmicas de cada sistema sio
calculadas iniernamente, ou seja, particulas do QUADRQO 71 ndo interagem com as

particuias do QUADRO 72 e assim sucessivamente.

O resultado deste artificio se encontra nos grdficos das Figuras
4.15 até 4.19. Percebe-se nestes, em comparagdo com os correspondentes graficos
de siwuagdes individuais, uma relativa redugdo de flutuagdes nas grandezas

relacionadas.

+ Ap6s o colapso, das 1024 iniciais, restaram 868 particulas ligadas ao sistema.
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Densidade espacial p(r) versus r avaliada do "ensemble" com os 16

dltimos quadros da simulagao.
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Fig. 4.19 - Fun¢do distribuicqo de energias de ligacdo por unidade de massa,
avaliada sobre o "ensemble’. E perceptivel que o grdafico possui uma
mudanga acentuada em sua derivada meédia por volta de E = 5. como foi
comentado na Figura 4.13. Contudo, percebe-se também outras trés

estruturas no envelope.

453 - INTERPRETACAO DOS RESULTADOS

As flutuagdes iniciais de densidade sio relevantes na evolugdo do
colapso (vide Figuras 4.4a e 4.20), produzindo instabilidades ndo-radiais. Estas
instabilidades promovem subaglomeragdes, que, na fase de configuragdo minima,
decidem fortemente na morfologia do objeto pds-colapso. De fato, os primeiros
quadros da Figura 4.4a, que antecedem a fase critica, ¢ a Figura 4.20 mostram

que colapsos internos estdo ocorrendo.
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Fig. 4.20 - Ampliagdo do quadro, correspondente a t = 32,40 10° anos da Figura
4.4a, mostrando uma fase evoluida das f{lutuagdes iniciais de

densidade.

Em t = 52,40 10° anos, a configuragdo do sistema € cheia de
subestruturas, destacando-se grandes aglomeragdes (regioes mais escuras, em

forma de filamentos, na Figura 4.20), que irio resultar nos trés objetos pos-

colapso em t = 83,84 10° anos: um mais massivo. centralmente dominante, e 0s
outros dois, com menos massa, dispostos em lobos diametraimente opostos. Destes
ultimos, um € ejetado mais eficientemente que o oulro, mais massivo, que ndo
recebe energia suficiente para se libertar da por¢ac dominante. Os dois pedagos

maiores colapsam individualmente 4 medida que vio se reaproximando. Ambos se

fundem rapidamente em 150 10° anos. O gue é muito inleressante deste processo €
que a parie central € formada por "merging" de dois objetos )d razoavelmente
individualizados (vide Figuras 4.4a e 4.4b). Este “merging" justifica a alta
concentragdo de matéria na parte central do objeto recém formado’.
Provavelmente, esta regido sd ndo € mais compacta em virtude do comprimento de

amolecimento adotado (vide Segao 3.5).

> Navarro (1989), por exemplo, mostrou que encontros de baixa energia orbital
favorecem a formagido de objetos, via merger, centralmente mais brilhantes que
seus progenitores.
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A parte central, recém formada, logo adquire robustez dindmica com
respeito as partes externas, que, posleriormente, constituirio o envelope. Dai o
fato de se ter, essencialmente, dois objetos distintos, com escalas dindmicas de
tempo bem diferentes. Este objeto central assume uma postura decisiva, como
regente do potencial coletivo, modelando o envelope em formagdo (relaxagio).
Esta caracteristica fica evidente na Figura 4.76, nos quadros correspondentes a
L= 209.6 10° até 335,4 10° anos, onde ocorre a formagdo de conchas (tanto no
espaco de fase como nas energias de ligagdo). Conchas se formam naturaimente em
relaxacdo de halos submetidos a um potencial robusto, produzido por uma parte
central massiva e compacta (vide simulagdes realizadas por Hemgquist e Quinn
1988). Toma-se isto como evidéncia observacional de canibalismo de galdxias

menores por elipticas gigantes (Fort er a!/. 1986; Pence 1986).

Analizando os resultados discutidos anteriormente (Sec. 4.5.2),
conclui-se que a parte central do sistema (dentro do intervalo 0 < r < 0,04)
possui um baixo gradiente de dispersdo «de velocidades. Portanto, o carogo
central é aproximadamente isotérmico, © que lembra alguns dados espectroscdpicos
de alta resolu¢do, das partes centrais de algumas galdxias elipticas (Kormendy

1987). O valor médio de o, na parte achatada do grdfico de dispersio de

velocidades (Figura 4.17), € aproximadamente <¢ > = 14 (= 217 km s7).

A densidade espacial, p, também apresenta um achatamento na regiao
isotérmica. Para esta mesma regido, ocorre um excesso de densidade superficial,

com respeito a um ajuste do perfil de de Vaucouleurs, na parte plana do grifico

¥(r) x r'™*. Contudo, como foi visto no Capitulo 3 (Sec. 3.5), o comprimento de
amolecimento pode alargar o po¢o de polencial, em virtude da perda de resolugdo
espacial. Portanio, ¢ interessante, no futurp, repelir O experimento, com
condi¢des inicials semelhantes, mas usando um malor nimerp de particulas e
adotando maior resolucdo angular das células da drvore (provavelmente 8 = 0.7),

a fim de verificar a possibilidade do surgimento de um carogo central.

O envelope apresenia caracleristicas que aproXimam-se das
observadas em galdxias elipticas. A densidade superficial projetada ¥ obedece o

perfil de de Vaucouleurs. A densidade espacial p segue a lei de poténcia

p o r'“’E), 0 < € « 1, que comprova a consisténcia do modelo com as observagdes
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existentes de envelopes de galdxias elipticas (Mihalas e Binney 1981, Sec. 3-2).

A distribuicdo de velocidades € fortemente anisotrépica no
envelope (r > 0.04 = |,6 kpc) e essencialmente isotrépica na parte central,
correspondente i parte isotérmica. O indice de anisotropia [} mostra esta

caracteristica na Figura 4.18.

O fator de anisotropia, B, de certo modo, representa a "memdria”
do sistema com respeilo as condi¢bes iniciais do colapso. Quanto mais eficiente
a relaxagdo, menos “"recordagdes’ o sistema deve guardar das suas condigGes
iniciais. Portanto, em colapsos violentos, a mistura de fase € incompleta e se
processa preferenciaimente na diregdo radial, que € justamente a dire¢do inicial
das Orbitas do sistema. A parte central é a uUnica que "esqueceu”, quase que

completamente, o passado do sistema.

A mistura de fase fol mais eficiente nas partes centrais, em
virtude do "merging" dos dois maiores fragmentos pds-colapso. Isto confirma que
o sistema € composto de dois subsistemas com histérias bem diferentes: (i) o
pnmeiro subsistema consiste na parte central, dinamicamente precoce, que ¢
formada quase exclusivamente pela coalescéncia de fragmentos de baixa energia
orbital, resuitantes do primeiro colapso; (i1) a segunda € o envelope, formado

tardiamente pela relaxagao do material ejetado do primeiro colapso.

A fungdo distribuigio de energias de ligagdo, Figura 4.19,
apresenta quatro estruturas bem definidas. Contudo, somente a estrutura mais
ligada (correspondendo a E > 5) é persistente nos quatro grdficos da Figura
4.13. Devido a esta coeréncia, em torno de E = 3, pode-se‘deduzir que hd uma
separacdo em tormno deste valor. Esta separagdo sugere que o sistema € a
superposigao de dois subsistemas com propriedades dindmicas distintas. Esta

conclusio concorda com os resuitados de Burkert (1990).

Da andlise-feita dos grdficos obtidos da média sobre o "ensemble",

conclui-se que:

1) o objeto possui uma parte central, morfologicamente distinta do resto
do sistema. que foge do perfil de de Vaucouleurs, na faixa de



3)

4)

5)

162

0 <r<3 kpe

o envelope (r > 3 kpc) obedece fielmente ¢ perfil de de Vaucouleurs e
sua densidade espacial segue uma lei de poténcia com uma deciividade

.. . 4
ligeiramente mais suave que a de 1 ;

abaixo de r = 2 kpc, o sistema apresenta-se essencialmente como uma

esfera 1sotérmica;

até um raio de aproximadamente 800 pc, o sistema € essencialmente
isourépico e, acima deste valor, hd uma subida acenmada para drbitas

predominaniemente radiais;

as particulas distrmbuem-se de forma seletiva, nas energias de ligagdo,
destacando-se pelo menos duas regides, separadas em tomo de E = 3, o
que corresponde a um raio de aproximadamente |,6 kpc. A regido mais

ligada (E > 3) coincide com a parte centrai, isotérimica, enquanto a

mais externa representa o envelope. As partes menos ligadas, 4ue
constilem o envelope, distribuem-se em wrés estruturas (irés

cndulagdes que aparecem em E < 5, na Figura 4.19).

Esta ultima conlusio reafirma que o processo de mistura de [ase

foi de baixa eficiéncia., e que o sistema lem peio menos duas partes GISLNLas,

com histérias bem diferentes.

Q processo de formacdo de conchas decorre dos sucessivos colapsos

do envelope em relaxagdo. Conseqiientemente, energia de ligagao por unidade de

massa € dosada intermitentemente entre as particulas do sistema em formagéo.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Este trabalho teve como principal propésito o desenvolvimento de
uma eficiente ferramenta computacional de pesquisa em dindmica de sistemas
estelares. A construcio do cddigo (bem como de todos os programas de redugiio dos
dados) procedeu de forma onginal. Uma conseqiiéncia positiva desta postura
adotada € que outras versdes de nossa aulona, otimizadas para
supercomputadores, ja se encontram ermn vias de conclusio.

As discussbes preliminares dos Capitulos 2 e 3 forneceram
subsidios, essenciais para a determinagdo do passo de integragio e do

comprimento de amolecimento.

O probiema de degenerescéncia de nds, apontado no Capitulo 2,
loma-se relevante quando surgem aglomeragdes muito compactas, em algum momento
da simulag@o. Em compiladores que ndo dispéem de varidveis dindmicas (e.g.,
FORTRAN 77), este problema pode ser fatal em virtude do limitado dimensionamento

dos "arravs".

Tanto os erros de truncamento quanto o emprego do comprimento de
amolecimento limitam o modelo numérico em resolugdo espacial. No caso do "leap-
frog" (ou em 1écnicas andlogas) os erros acumulam-se progressivamente sobre o
modelo, em virtude da fungao distribuicdo de erros variar de ponto a ponto no

sistema.

A técnica de drvore ocial, para a aproximagdo de monopolo, produz
erTos na conservagio de momentos linear e angular. Contudo, estes erros, na pior
das hipoteses, sdo duas ordens de magnitude maiores que Os erros inerenies a
soma direta. Portanto, para fins praticos, nao hd relevincia na propagagio

destes, quando confrontados com os erros de integragdo.

A substituicdo de um grupo de particulas, no interior de uma

c€lula, por um unico termo de fonte do campo, produz efeitos perturbativos sobre
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as Orbitas das particulas. Em experimenios onde o tragcado de Orbitas €
relevanie, deve-se implementar o ¢ddigo com termos de quadrupolo nas células da
drvore, ou. altemativamente, adota-se um valor relativamente pequeno para 9, o
que € indesejdvel, visto que esta altemativa toma o experimento

computacionaimente dispendioso.

O comprimento de amolecimentio € bastante eficiente na suavizagdo
dos encontros de particulas. Contudo, os efeitos de fluruagdes estatisticas, na
densidade de fontes, tipicas do codigo de drvore, ndo sdo eficientemente

reduzidos, quanto o seriam na soma direta.

O esforgo computacional do tupo @ (N fog N) foi confirmado
experimentalmente, para sistemas com um acentuado gradiente de densidades (a
despeito da estimativa tedrica, feita no Capitulo 2. para sistemas homogéneos) e
para um pardmetro de tolerincia menor que a umdade (0 = 0,7). Para 8 = |, o
desempenho do cdédigo foi melhor que 2 (N log N). O tempo de construgio da
drvore, em todos os lestes realizados, foi desprezivel se comparado com o tempo
gasto no cilculo das forgas.

!

Ao longo do aprimoramento do cdédigo, foram feitos diversos
experimentos. Contudo, o que mais chamou a atengdo, pelo surpreendente
resultado, nas pnmeiras fase da evolugdo do sistemma, € o que foi adolado neste

trabalho.

Quiros experimen:os, envolvendo situagdes bem diferentes, mas com
praticamente os mesmos paridmetros adotados aqui (e.g., Marinho e Capelato 1990),
apresentaram objetos resultantes, obedecendo o perfil fotométrico de de
Vaucouleurs em toda a extensdo radial. Contudo, o expenmento realizado aqui
teve como peculiaridade as condigées iniciais, que favoreceram um colapso
violento, gerando como resultado um objeto, que obedece parcialmente o perfil de
de Vaucouleurs, mas com um excesso de brilho na parte central. Isto sugere que a
formagio da parte central ndo € unicamente um artificio do amolecimento, mas,

pnincipalmente, da natureza do colapso.

Os resultados apresentados aqui concordam, em alguns aspectos, com

o experimento de Burkert (1990), feito com maior resolugdo espacial. Contudo, o
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experimento realizado aqui teve sua consisténcia limitada, essencialmente, pelo
nimero de particulas. A eficiéncia do cddigo, dentro das limitagdes do
integrador numérico, foi confirmada tanto pelos testes quanto pelo grdfico de
energia total, que se mostrou essencialmente constante, a menos de perturbagdes

relativamente despreziveis.

A partir do "know-how" obtido, o proximo passo € o de repetir esta
simulacdo (i.e.., com as mesmas condi¢des inicials), com maior resolugdo

espacial. Com a recente aquisigio de "workstations', serda possivel realizar

. . 1 . .
experimentos com mais de 10 particulas, em um tempo compardvel ao do

experimento deste trabalho, realizado num VAX [1/780.

Para um futuro trabalho, provavelmente no doutoramento, pretende-
se inserir processos dissipativos, no contexto das simulagdes de colapso. Para
tanto, existe uma técnica, que comecou a ser desenvolvida no final da década de
70, e € um forte candidato para a metodologia adotada nos futuros trabalhos.
Trata-se da Hidrodindmica de Particulas Suavizadas (SPH, do inglés: "smoothed
particle hidrodynamics”™), introduzida por Lucy (1977) e Gingold - Monaghan
(1977).

A técnica SPH consiste basicamente em substituir elementos do
fluido por particulas, representando as propriedades intensivas do sistemna
(e.g.. pressdo, temperatura. densidade erc.), e as equagoes dindmicas sdo

obtidas da forma lagrangiana das leis de conserva¢do da hidrodinidmica.

Devide a natureza particular, a técnica ndo depende, g priori, de
grades e, portanto, ndo € limitada em geometria nem em resolugdo espacial. Em
sinlese, o método transforma as equagdes de movimento, do fluido, em um problema

de muitos corpos {com abordagem diferente).

As densidades, e outras grandezas intrinsecas, sdo avaliadas por
métodos interpolativos, via nicleo de amaciamento ("smoothing kernel").
Originalmente, o método consistia em fazer uma convolu¢do da grandeza amaciada
com o nucleo de amaciamento. Contudo, recentemente, tem-se adotado um nicleo
varidvel (e.g., Hemmquist e Katz 1989) e a prdpria drvore de dados subsidia o

mapeamento de densidades, fornecendo naturalmente o comprimento de suavizagdo
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(uma generalizagdo do comprimento de amolecimenio). A vantagem de se usar um
niclen de amaciamento varidvel € que altas [reqiiéncias espaciails ndo sdo
filtradas indisciminadamente. Desta forma, a perda em resolugio espacial €

minima.

Acredita-se que o dominio da nova técnica (SPH) viabilizard a
reaiizagdo de expenmentos, com resultados mais realistas. Tais resultados podem
verificar hipdteses de que processos dissipativos sdo relevantes em todas as
escalas do universo. Por exemplo, acredita-se que dissipagdo € um imporiante

ingrediente na formagdo de galdxias e de grandes estruturas no universo.
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APENDICE A

OBTENCAQ DE DISTRIBUICOES ESFERICAS

As posigoes das particulas nos modelos iniciais foram obtidas
ransformando  varidveis alealdérias L, Vv, &, igualmente provdveis no intervalo
(0,1), em coordenadas esféricas, r. 6, ¢, de manewra a preservar o nimero de
particulas do elemento de volume dudvd( do cubo unitdrio para o elemento de
volume r’sin 6 drdBdp na distribuigdo esférica. No cubo unitdrio, se N >> 1 é o
nimero total de particulas, a densidade nimerica, em qualquer ponto do cubo, €
igual ao préprio N. Enquanto na distribuicao esférica, a densidade numérica e

p(r). Portanto.

N du av d& = p(r) r° sin 8 dr df d@ (A.1)

ou, em lermos de fungdo distribuigdo de probabilidade f(r) de se encontrar uma

particula em um volume r’sin 0 drdBdg €

dp dav di = f(r) r" sin 8 dr d& do. (A.2)

Deseja-se enconirar a transformacao de coordenadas

(L V.C) «— (1,6,0). A relagdo enire os volumes € dada por

du av dé = | e:(“—g— ‘ dr d& do (A.3)
cre

onde &(p,v,E)/3(r,B,9) é a matriz Jacobiana, que expressa a transformagdo de

contato infinitesimal do espago ((r,8,¢)) para o cubo unitdrio (0.1)’. Na equagdo
(A.2) vé-se que as fungdes sao repardveis com as varidveis r, 8, ¢ de forma que a
matriz Jacobiana desta transformagdo € diagonal, o que equivale a P = U(r), v =
v(0), & = &(0). Assim (A.3) [ica escrita como

du av dE
dudvdg_d“—ed—dr 48 do (Ad)
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e comparando esta Ultima com a equagdo (A.2) escrevemos convenientemente

dyu = 4x f(r) r'dr, (A.52)
1

dv = - sin 8 d, (A.5b)
1

d& = — do, ASc

g 5 4P (A.5¢)

que integrando estas equag¢des, ficamos com

W) = 4n J fu) u® du (A.6a)
0
!
v(iB) = — (1 - cos 9) (A.6b)
2n
He) = — (A.6c)
= 7T

A primeira das solugbes, Equagdo (A.6a), d4, pelo menos
teoricamante, r em fungdo de U. As demais solugdes, Equagbes (A.7) e (A.8),

formecem 6 e ¢ segundo

0 = arc cos (1 - 2v), (A.7a)
2nE (A.Tb)

H

A parnir destes resultados obtém-se as coordenadas cartesianas X, y, Z por

(WV.E) = 2 () [v(1 - v)]'? cos (2rE),

y(uvE) = 2 () [v(1 - v)]"sin (2n8), (A.8)
z(W,v.§) = () (1 - 2v),

lembrando que 0 < u, v, & < 1.
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APENCICE B

UTILIZACAO DE ARVORE PARA A OBTENCAO DE
FUNGOES DISTRIBUICAQ

Como foi mencionados nos Cap. 2 e 3, a drvore de células
recurssivas é completamente lagrangiana. Isto significa que as células se ajustam

automaticamente a distribui¢do, de forma que o tamanho de cada célula-folha € da

ordem da separagdo meédia local das particulas, isto €, a = p'm.

De uma maneira geral, se 0 mimero de particulas em uma distribuigao
€ grande, pode-se obter células com um certo mimero de particulas, distribuidas
de forma quase homogénea. Assim, pode-se levaniar pontos de densidade, p(x),

segundo uma certa granulagio.

- Um perfil com granulagdo fina € aquele que € levantado por células
com poucas particulas. J4 uma granulagdo grossa € obtida quando as células s3o

relativamente grandes, contendo muitas particulas.

Admitindo que as células usadas no mapeamento de densidade sio

relativamente pequenas, se comparadas ao sistema inteiro, o erro esperado na

determinagio do nimero n de pontos em cada célula €. aproximadamente, n'’.

#

Assim, a densidade numérica estimada € igual a W(r) =~ (n/a’) (1 * 1/n"?). Uma
conseqiiéncia imediata da forma adaptativa das células 4 distribuigdo € que, em
regides com vazios descontinuos (i.e., onde a densidade cai bruscamente para
zero), surge falalmente um mascaramento do perfil de densidade em virtude de
células vazias serem ignoradas. Uma altemativa, que reduz este efeito, & a
ado¢do de uma grade-raiz, onde de cada célula deriva uma 4rvore, que determina os
refinamentos internos da grade. Este método € comumente chamado de grade (ou

malha) autorrefinada.
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