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ABSTRACT

_ The propagation of sound waves in a fluid, taking into
account chemical reaction, and radiation is studied., A theortecal
development was performed, starting from the Thermodynamics of
Irreversible Process formulation. An expression for the attenuation
of sound was obtained, from which it was possible to infer that
radtation diminishes the propagation of sound waves.
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CAPTTULO 1
INTRODUCHO

A propagagao de ondas acusticas, em fluidos, & um proble
ma basico em acustica de combustao, envolvendo o estudo de fenomenos de
transporte, caracterizados pela condutividade termica, viscosidades, re

acoes quimicas e radiacgao.

0 objetivo deste trabalho € desenvolver um estudo teori
co da propagagao de ondas de som em fluidos neutros, considerando, alem
de fenomenos de transporte, reacao quimica caracterizada pelo fenome
nos de relaxacao e radiagao caracterizada pela emissividade.

Este estudo, embora possa ser desenvolvido, tanto pela
Hidrodinamica (Glushkov e Kareev, 1970), como pela Mecanica Estatisti
ca {Clarke, 1977), tem, na Termodinamica Irreversivel (Prigogine, 1950;
Haase, 1969), sua melhor formulagao, devido ao carater nitidamente ir

reversivel dos fenomenos associados.

A aplicacdo da Teoria Termodinamica de Processos Irrever
sTveis (Meixner, 1952; Groot e Mazur, 1963) permite a obtencao de resul
tados gerais, sem necessidade de exemplificar a natureza especial das

transformagoes internas.

Para este objetivo, consideram-se pequenos vaiores da
condutividade termica e, nas equagoes de conservagao desprezam-se  as
contribuicoes devido a pressao radiativa, densidade de energia e espa
Thamento, as quais sao insignificantes. Alem disso, limita-se aoc caso
importantissimo que considera uma uUnica transformagao interna; nao obs
tante, deve-se notar que o caso geral de transformagoes obedece, funda

mentalmente, ao mesmo esquema.

Nos Capitulos II e III, sao apresentadas as equagoes ba

sicas e a influencia da radiacao na equag¢ao da energia.



No Capitulo IV, & feita uma analise matematica das equa
¢oes pertinentes ao problema. Como a velocidade das particulas no flui
do e pequena, quando comparada com a velocidade do som, utiliza-se o
metodo usual da teoria acustica de pequenas perturbagoes.

No Capitulo V, € apresentada a influencia dos processos
de relaxagao na propagagao de ondas acusticas. Para isto, desprezam-se
os efeitos da condutividade termica, viscosidade e radiagdo, e conside
ra-se, apenas, 0 fenomeno purc de relaxagao.

No Capitulo VI, e estabelecida uma expressao para a ate
nuagao do som, levando em conta o fenomeno de transporte, a reagao qui
mica e a radiacao. Alem disso, e feita uma comparagao entre o resultado
que leva em conta a radiagao e o resultado classico devido a Stokes e
Kirchhoff.



CAPITULD II

EQUACOES BASICAS

Este trabalho considera um escoamento isotropico de um
fluido, no qual pode ocorrer uma transformacao interna, ac lado de con

dugac de calor e escoamento viscoso.

0 estado do sistema & definido pela temperatura absolu
ta T, pelo volume especifico v, pela variavel de progresso £ e pela
energia interna especifica u.

Assume-se que, embora o sistema total nao esteja em e
quilibrio, existem nele, pequenos elementos de massa, num estado de
equilibrio local, para os quais a entropia especifica local, s, e uma

fungao de estado exatamente igual a do equilibrio.

Para tal sistema, a lei da entropia de Gibbs (Groot e
Mazur, 1963) e:

ds . du, pdv_ 4 (11.1)

onde A representa a afinidade quimica, que inclui os calores de reagao
(Donder apud Prigogine, 1950), definida como sendo uma combinagac 11
near dos potenciais quimicos que tomam parte na reagao:

A= E Vk My

onde My e o potencial quimico da reacao k, tendo o valor zero no equi
1ibrio termodinamico. A variavel de progresso, &, & definida como sen
do 0 quociente, num dado instante, da diferenga de concentragao da espe
cie k, nesse instante, e a inicial, com o coeficiente estequiometri

co dessa especie.



Como se sabe, a validade da Lei de Gibbs, Equagao (II.,1),
tambem para o ndo equilibrio € uma antecipacdo essencial e confirmada

do tratamento termodinamico dos processos irreversiveis.

A equacao da continuidade e dada por:

% - - div pv (11.2)
at
ou
o) _d_V = div v
dt
onde:
1 - Tes
p =— € a massa especifica
v
e

v e a velocidade do fluido.
Aqui foi utilizada a notagdo "d{ )/dt", para represen

tar a derivada substantiva de um elemento de fluido, queea soma da de

rivada Tocal com a derivada convectiva, e e dada por:

40 23U+ v . grad () (I1.3)
dt at

Na ausencia de forgas externas, tem-se.a lei da conser
vacao da quantidade de movimento:

pz—_':-d'ivﬂ (II.4)



onde P & o tensor pressac total, que e composto de duas partes. Uma &
a pressao hidrostatica p, multiplicada pelo tensor unitario U (que tem
componentes .. =1, 5e 1 =j e 6ij =0, se i j) e a segunda parte

ij
e 0 tensor pressao viscosa. (Groot e Mazur, 1963).

Define-se o tensor pressao viscosa, T, como sendo a SO

ma de 3 quantidades:

. o produto de T, que & um tergo do trago T, pelo tensor unitario
us

. a parte simétrica como trago zero, zs;

. aparteantissimétrica, gf.

Isto e :

£:= Qg + jg + 77+ lﬁ (11.5)

A parte antissimétrica do tensor press3o viscosa corresponde ao vetor

axial Ea.
De modo analogo, divide-se o tensor gradiente de veloci
dade em:
grad v -1 (div v) U + (grad v)S + {grad v)a (I1.6)
73 yYi X y Y

= . 1
onde a parte antissimetrica corresponde ao vetor axial — rot v.
> y
A producao da entropia contem as contribuic¢oes devido a
conducao de calor, ao escoamento viscoso, e a reacao quimica e e dada
por:
Tdivyv isz(gr‘ad y_)s dE

g . grad T - -2 d a0 (11.7)
— T2 T T T dT

0=~



A contribuigao do fenomeno viscoso para a produgdo de en
tropia e composta de duas partes. A primeira esta relacionada com a
viscosidade de cisalhamento, e a segunda, -1/T T div v, esta relacio
nada com a taxa de mudanga do volume especifico e e devido a viscosi
dade volumetrica. O sinal de desigualdade na Equagdao (II.7) & valido
para casos verdadeiramente irreversiveis e o de igualdade para casos

reversiveis limites.

A equacao do balango da energia interna, na ausencia de

forcas externas, e:

ng:=-(P-FT)div!_-'£S: (grad !)S—-Ta. (rot v - ZE)-divgq (11.8)
dt

Substituindo~se a equagao da conservagac da massa, Equagao (II.2),tem-.

-5e:

o Lp 8] - maivy-1°: (grady)® - ¥+ (roty - 2u) -
dt  dt - B

- div J I1.9
fvd, ( )

As Equagoes II.2 a II.9, que exprimem Jleis de conser
vacao, podem, entao, ser unidas as equacoes fenomenologicas, a fim de
formarem um sistema fechado. As tres primeiras estao relacionadas com

0 tensor pressao:

T=-n, div v (11.10)
T° = - 2n (grad v)° (I1.11)
1 = - n. (rot v - 2f) (11.12)

onde §£ & a velocidade angular media.



0 adicional fenomenologico que descreve o fenomeno veto
rial da condugao de calor (Lei de Fourier) e:

Qc; ==-Xxgrad T (IT.13)

0s coeficientes fenomenologicos introduzidos nestas equa

coes sao:

. viscosidade de cisalhamento, n
. viscosidade volumetrica, Ny
. viscosidade rotacional, N,

. condutividade termica, A

Na maioria dos casos, a velocidade angular media das par
ticulas para cada ponto do fluido e 1/2 rot v sao praticamente iguais,
apos um pequeno intervalo de tempo, da ordem do tempo de relaxagao da
reagao quimica. Pode-se, portanto, desprezar o termo devido @ viscosi

dade rotacional.

Substituindo-se as equagoes fenomenoiogicas, FEquacoes
I1.10 a I1.13, nas leis de conservagao, tem-se:

dv

p——=-grad p + nAv + [ —l-n-+ nv] grad div v (I1.74)
dt 3

o[ 4 p 2=, (¢iv )2 + 20 (grad ¥ i(grady)® + xaT (I1.15)
dt dt

onde o simbolo A, significa o operador laplaciano.

Em condigoes proximas do equilibrio, como ondas sonoras
de pequenas amplitudes, pode-se considerar a taxa de reagao proporcio

nal a afinidade.



Portanto, a equacao fenomenologica para o processo de re

(1R}

laxagao

& - - ga (11.16)

dt

Os coeficientes fenomenologices n , m, n_, X, B sdo sem
pre positivos, pois a producao de entropia nao pode ser negativa, con
forme a Equacgao I1.17.

Finalmente, consideram-se tres equacoes de estado:

p=np{v, &5 s) | (11.17)
A= A(v, &, s) (I1.18)
T=T(v, & s) (I1.19)

Tem-se, portanto, oito equagoes, dasquais umaé vetorial,
e setequantidades escalares euma vetorial (v, s, u, T, A, p, &, v). O
sistema e fechado e pode ser resolvido, se condigoes iniciais e de con
torno forem dadas.

A equacao de balango da energia interna, EquagaoIl.9, le
va em consideracao efeitos devido a viscosidade, a condugao de calor e

as forgas de pressao.

A radiacao de energia pelo gas deve ser considerada, pois
0 processo nao adiabatico de radiacao afeta o movimento do proprio gas.

No proxifmo Capitulo, ver-se-a como a equagao da energia
e modificada, para levar em conta tambem o processe irreversivel da ra

diagao.



CAPTTULO IIT

INFLUENCIA DA RADIAGCAO NA EQUACAD DA ENERGIA

3.1 - TRANSFERENCIA RADIATIVA EM GASES

0 campo de radiagao, no espago, € descrito pela distri
buicdo da intensidade de radiagdo em relacao a frequéncia e a direcao

da transferencia de energia radiante.

A radiagdo € caracterizada pela frequencia, v, das osci
lagoes do campo eletromagnético. Ao contrario das moleculas do gas, to

dos os fotons movem-se com a mesma velocidade, a da luz, c.

Do ponto de vista da Mecanica Quantica, radiacao pode
ser considerada como sendo uma colegao de particulas, fotons ou quanta
de luz. Sua energia e relacionada com a frequencia pela constante de
Planck, h.

0 campo de radiagao pode ser descrito pela fungao de dis
tribuigao dos fotons, fR, que &, geralmente, andloga a qualquer outra
distribuicdo de particulas. Em geral, R 3 fungao da posicao, do tempo,
da diregao e da frequencia. A intensidade especifica,l,,, e definida tal
que, a energia radiante num intervalo espectral dy,, passando por umida
de de tempo, atraves de uma area unitaria, com as direcoes de propaga

cao de energia contidas no angulo solido dg, e dada por:
. R
I, dvda=hycf dyda. (I11.1)

. R o . .
Define-se Q como sendo o fluxo liquido de calor radian
te, atraves da superficie, que & arbitrariamente orientada em relagao

ao eixo coordenado.

Conforme a Figura III.1, onde os angulos ¢ e 8 sao medi

dos em relagdo a normal a superficie, tem-se:
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R w4 @ 27 T
Q = J J Rﬂ@,ﬁ)cos@dﬂdv==] J J Iv(é,e)cos®sen¢d¢dedv (II1.2)
0 0 00 O

Aqui foi utilizada a relacao:
di2 = send d® d6

A integracao sobre o angulo solido leva em conta todas
as diregoes de propagagao possiveis, isto e, abrange 4n esfero-radia
nos, e a integracao sobre v leva em conta todas as frequencias de ra
diagdo possiveis.

A diregao de propagacgac pode ser especificada pelo vetor
unitario ey, na diregao Xj' As componentes ej sao os cossenos direto
res de propagacao, com relacao aos eixos coordenados positivos.

Em termos do vetor unitario normal a superficie em ques
tao, Ki' (ver Figura II1I1.1), pode-se escrever cosd = ej Kj e a Equacao
I1T.2, torna-se:

R' e [4'”
0 =J 1, e; Ky da dv (111.3)

. - - . R
Em certas situagoes, e conveniente separar(Q  emduas par

tes:

- Q

E , 0 fluxo de calor no sentido Ki
R

. Q" , o fluxo de calor no sentido oposto a Ki

Primeiramente, calculam-se os fluxo de calor, por unida
- -~ . . R R
des de frequencia, para a frequencia v, para cada sentido, QU+ e Qv_.
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Fig. ITI.1 - Sistema de coordenadas em uma superficie.
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Subdividindo-se a integral em relacao a ¢, na Equacgao
I11.3, tem-se:

R 2r m/2
Qs = J J Iv(®, 0) cosd send do de (I11.4)
0 0
e
R 2m ™
Q = [ J Iv(¢, 8} (-cos®) send do do (I1I1.5)
VT 572

0 sinal negativo, na Eduagao I1I1.5, vem do fato de que,
por definigao QE+ e QE_ sao quantidades positivas.

0s correspondentes fluxos integradoe em frequéncia sao:

R_ (T .R
Q" = Q" dv 111.6
th jo ; (111.6)
e
© R
- [ ofa (111.7)
0

3.2 - EQUILTBRIO RADIATIVO

Para um sistema composto de gas e seu campo de radiagao
associado, fechado num recipiente e isolado do meio ambiente, a 1inten
sidade especifica da radiacao, passara, cventualmente, aum valor que @&
uniforme no espacgo e constante no tempo.

0 campo de radiagao, no equilibrio, depende apenas da tem
peratura do sitema e nao da sua natureza.
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Para o equilibrio, o campo de radiagao nao tem uma dire
gao de preferencia, e portanto, a intensidade especifica, Iv, deve ser

isotropica.

A intensidade especifica no equilibrio, a conhecida  fun
cao de Planck, & dada por:

3/7-2
B, (T) = 2hvijet (I11.8)
ehv/KT o :

onde K & a constante de Boltzmann.

Examinando-se a forma deste resultado, nota-se que, inde
pendente da temperatura, o termo -1 presente no denominador, como re
sultado da estatistica de Bose-Einstein, e importante para frequencias,
tais que,

exp [ hv ]
KT

e proximo da unidade.

Sob condicoes de equilibrio radiativo, os fluxos de calor
em cada sentido sao independentes da orientagao da superficie e sao:

0, = Q= m B (T) (111.9)

Para os fluxos de calor integrado em frequencia, tem-se:

R- o]
Q, = =7 J B, (T) d (111.10)
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onde

J“ B, d, - 2 K4 T4 J‘” (hv/KT)® {_gg bLoemhkt o,

o h3c2  Jy  hv/KT KT J 15 h3 2

I
A integral definida tem o valor I (Mayer e Mayer, 1966).
15

0 coeficiente de T“ difere de m da constante de Stefan-
Boltzmann,

I 2m> K4
SB g5 p3 2

que tem o valor numerico ocg = 5,6697 x 107° erg/cm? %" seg.

Assim, obtem-se a importante formula, que relaciona a in
tegral em frequencia da intesidade especifica no equilibrio, e a cons
tante de Stefan-Boltzmann:

) o

J B d = B
VoV

0 i

T (I11.17)

Substituindo-se a Equagao III1.11 em III.10, encontram-se
os fluxos de calor, integrados em frequencia, para cada sentido:

=t =, T (111.12)

Este resultado, conhecido como a Lei de Stefan - Boltzmann,
& chamado valor para o corpo negro do fluxo de calor radiante ou poten

cia emissiva total.
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As caracteristicas da radiacao emitida de  superficies
reais, ou absorvida por superficies reais diferem em muitas formas das
descritas para superficies negras ideais.

Se o fluxo de calor radiante para uma superficie nao ne
gra, JE , & medido para uma temperatura T, ent3o a quantidade conheci
da como emissividade, ¢, e definida como sendo a razao entre a taxa de
energia termica emitida pelo gas, por unidade de area, e a taxade ener
gia termica, por unidade de area, que seria emitida pelo gas seele fos

Se um corpo hegro:

e = —2 (I111.13)

onde o fluxo de calor radiante para o corpo negro, QE , € calculado pa
ra a mesma temperatura usada na determinagao do fluxo de calor radian
te da superficie.

Portanto, para um corpo nao negro o fluxodecalor radian

te e
Roe o, T (111.14)
0 SB
A emissividade e uma fungao de pressao, p, e da tempera
tura, T.

3.3 - INFLUENCIA DA RADIAGCAQ NAS EQUACOES DA CONSERVACAO

Nas equacoes de conservacao, desprezam-se a contribuicao
da pressao radiativa, a densidade de energia e o espalhamento. Para a
majoria das aplicacoes estas quantidades sao, de fato, insignificantes
(Lighthill, 1960; Zhigulev et al., 1963).

Portanto, as equacoes de conservacao dadas no  Capitulo
11, permanecerao inalteradas, salvo a equacao da energia.
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A equacao do balango da energia interna, levando-se em
conta alem dos efeitos de viscosidade, de condugao de calor e de for

gas de pressao, tambem a radiagao, toma a forma:

p[d_“+ b ﬂ!] = n,(div v)?+ 2n (grad v)%: (grad v)® + AT -9 (111.15)

dt  dt R

0 termo -J, representa a taxa volumetrica de adicdo de

R
energia ao gas por radiagao.

A interagao entre a radfagao e o movimento do gas esta
relacionada com a taxa na qual a energia e transferida por radiacao. Po
de-se expressar esta transferencia de energia, gquantitativamente, por
meio do fluxo de calor radiante, JE. 0 fluxo de calor radiante € a ta
xa 1Tquida, por unidade de area, na qual a energia radiante € transfe
rida atraves de uma superficie real ou imaginaria.

3.4 - PARTICULARIZACAQ DA EQUACAGC DA ENERGIA PARA 0 MODELO

Uma camada plana de gas, infinita na diregao X ede espes
sura §, e considerada.0 gas, que esta em contato com as duas  superfi
cies emite energia na forma de radiagao eletromagnetica.

0 fluxo de calor radiante emitido pelo gas, em contato
com cada superficie, e dado pela Equacao 111.14 e e:

J, = € Ocp T ‘ (II1.16)

0 fluxo de calor radiante emitido pelo gas, em contato
com as duas superficies que o contem, &, entdo:

R =2eog ™ (111.17)
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Este fluxo, como ja foi dito, & a taxa 1iquida de ener

gia radiante, emitida pelo gas, por unidade de area.

A taxa volumetrica de adigao de energia ao g¢as por radia
¢ao (Glushkov e Kareev, 1970) e:

-2 € 0., TH
- aR - 58 (111.18)
g

Aqui a emissividade, alem de depender da pressao e da
temperatura, depende tambem da espessura da camada:

e=¢ (p, T, 8) (I11.19)

Para o modelo considerado, tem-se a equacao do balango
de energia interna, que leva em conta a radiagao, os efeitos de visco
sidade, a conducao de calor e as forgas de pressao, da forma:

n
2¢e Ocp T

S

)

p[9£+pg! (gmm!)S+AAT—

J=n (divv)? +2n (grady
dt dt) Y

(111.20)
Esta equacao, juntamente com as Equagoes I1I1.1, I1.2, II.

14 e 11.16 a 11.19 continuam formando um sitema fechado de equacgoes

nao Tineares.

No proximo Capitulo, a fim de se encontrar uma solugao
analitica para o problema, esse sistema de equagoes sera linearizado.



CAPTTULO 1V

ANALISE MATEMATICA

4.1 - LINEARIZACAD

Utilizando-se o método usual da teoria aciistica de peque
nas perturbagoes, lineariza-se o conjunto de equagoes, de tal modo que
apenas desvios de primeira ordem em relacao ao estado de referencia,no

‘qual o sistema esta em equilibrio termodinamico e em repouso, sdo leva

dos em conta.

A condigao para que as equacoes linearizadas do movimen
to possam ser aplicadas a propagagao das ondas de som & que a velocida
de das particulas do fluido, na onda, deve ser pequena quando compara

da com a velocidade do som.

0 fluido uniforme estd inicialmente em repouso para as
condigoes Py, Pgs Ngs Vg, Hos Ags Vgs &g

Assume-se que o fluido ndao perturbado esta em equili

brio,
Desde que as oscilagoes sao pequenas, a velocidadev tam
bem € pequena. Pela mesma razao, as mudancas relativas a densidade e 3

pressag do fluido também sao peguenas.

Com as perturbacoes das quantidades denotadas por linhas,
as quantidades de estado, na perturbacao, sao:

p=mpy+ p (IV.1)

=pp + p' (1V.2)

D
|

=vp + v' (1v.3)

| =
I
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v =vy v (Iv.4)
no= g+ U (IV.5)
A=Ay + A (1V.6)
E=E +¢ (IV.7)
T=To+T (1v.8)

Desde que o fluido, inicialmente, esta em repouso; as
componentes da velocidade sao dadas diretamente pelas quantidades per
turbadas, isto e:

yv=y (1V.9)

Como a afinidade no equilibro e zero, tem-se:

A=A (IV.10)

Alem disso, para que o gas nao perturbado seja unifor

me, ele tem que estar em equilibrio radiativo. Isto significa que o
fluxo de calor nao pertubado deve ser igual a zero. Tem-se, portanto:

= (IV.11)

A perturbacao € bem menor gue seu valor no equilibrio,
para todas as outras grandeza, isto e:

p' << pg s P' << py
e assim por diante.

A derivada substantiva para um elemento de f]uido,intﬁg
duzida no Capitulo II, foi definida como sendo:
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d0 - 30 4y 20 4, 20 4,300 (230 L, 30 1y
dt ot 3%, 89X, aXy ot Y X,

0 termo convectivo, torna-se:

v, 20 oy 307 (1v.13)
Jax, J B

Este termo & de segunda ordem em relacao as quantidades
perturbadas e, portanto, a derivada substantiva passa a ser, simples

mente, jgual a derivada local.

Tem-se, assim, o seguinte conjunto de equagoes lineariza

das:
Po LA v (1v.14)
ot
v _ : . 1 o
pp — =-grad p' + nav'+|—n+n | grad divy (1v.15)
ot 3 v
] ) 2 €0
po = - poop P+ aaT- — 3B (18 44T T (1V.16)
ot at s
T2 = g A (1V.17)
at ot at
3% - _gp (1V.18)
at

Das Fquagoes de estado II1.17 a II.19, tem-se:
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)
dp = [g—J dv + [ERJ dg + [ERJ ds (IV.19)
av’E,S 3k ‘v,s s /v,¢&
) )
dA = [EEJ dv + [E—J de + [ﬁﬂJ ds (1V.20)
ov-/E,s 3L ‘v,Ss 35/ Vv,&
T
dT = [3115  dv o+ {Q—l de + [EIJ ds (1v.21)
v /&2 3 Jv,s ds’v,g
E as equagoes de estado linearizadas sao:
)| ‘ 3p )
popo= (2] wveu e [R] (g-e)+ [RB] ses) (v
vV ’E,s 3L 7V,s as ‘v,¢&
A 3 )
A (2] vevae 2] e [B] 55y (1v.23)
3V ‘1 £,5 3E °V,S 39S “V,§
)
-To= (L] wevo+ (2 e+ (2] (s o)
v-’E,s 38 ‘v,s 98 ‘v, §
(1V.24)

As
dades relevantes

esta relacionado
constante, por:

.. -
oav-‘E,s

nove derivadas das tres ultimas equagoes sao proprie
do equilibrio. O primeiro termo da diagonal, (%%)g .

com a compressibilidade isentropica, para &

X, s’

- (Vo X )7 (1v.25)
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A estabilidade termodinamica requer que a compressibili

dade seja uma quantidade positiva. O segundo termo, (3A/3¢),6 _, e a de

V,S
rivada da afinidade, A, em relagcao a £, para v e s constantes, ou para

v e u constantes, conforme a Equacao II.1.

Este termo aparece relacionado com a afinidade 8, na de
finigao de tempo de relaxagao.

0 tempo de relaxacao, t, e definido como sendo o  tempo
caracteristico no qual & decai da frangao e”! do seu valor inicial pa

ra v e u constantes.

Da Equagao IV.18 segue-se que:

1 1
8 g [EE_J (£-E,) (1V.26)
38 “v,u

r = [ij =L [3—5J > 0. (1V.27)
B v,u B V,S

A desigualdade vemdo fato da producao de entropia ser
sempre maior ou iqual a zero. Segue-se da7 que R e (ag/aA)v . nunca

3

saoc negativos. A restrigao feita ao termo (3€/3A), . constitui a  cha

mada condicao de estabilidade termodinamica.

0 terceiro elemento da diagonal, (BT/as)V £ e dado por:

N
[ﬂJ =T (1V.28)

35 V,E CV,E
onde CV £ e o calor especifico para v e £ constantes. Ele & positivo

devido, novamente, a estabilidade termodinamica.
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A partir daqui, para simplificar a notagao, nao sera mais
utilizada a 1inha para indicar quantidades perturbadas.

4.2 - APLICACAD DA TRANSFORMADA DE FOURIER

A fim de investigar, em detalhes o tipo de movimento des
crito pelo sistema linearizado, wusa-se os metodos ordinarios de  Fou

rier.

Para isso, assume-se que as oitos quantidades f7isicas,
q(r, t), sao fungoes periodicas das coordenadas espaciais, como um da
do vetor de onda K. ‘

Essas quantidades perturbadas sao escritas como uma inte
gral quadrupla de Fourier da seguinte forma:

1 RS Sl G _z .
q(r, t) = [iJ J J Gk, w) e WEFIKT g gy (1V.29)
2m -

que € suposta existir.
A transformada de Fourier e dada por:

a(g,w):J J a(r, ty e 1EI g gy (1V.30)

—0 -0

Pode-se estender a definigao de transformada de Fourier

para os valores complexos:

K=k+1iy (1v.31)

e escrever:
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[ ar, t) e WEIKT 4 gy (1V.32)

- CO -0

onde y deve estar dentro de certos limites, para garantir a convergéﬂ
cia da Equagdo IV.32, se a Equacao IV.29 com k subsitituido por K, for
convergente para esses valores de y .

Pode-se escrever para a Equacao IV.29:

[ G(K, w) e WERIRT g gy (IV.33)
) =z X

ou com a Equagao IV.37

q(r, t) = [l]”J [ Gk, w) e WEHIRT =Y g 1y 3a)
2m J - -

- -

Com a Equacao IV.32, segue-se que:

iK (K, w) = J J.[ grad q(r, t) ™75 gr gt (1V.35)

—-Co -0

A equacao mostra, caso se tome q como sendoumescalar,
que k e y da Equacao IV.31 sao vetores paralelos.

Pode-se, portanto, escreve-los como:

| =
1

ke, Yy = v e (IV.36)

onde e e um vetor unitario.
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- Das Equagoes 1V.34 e IV.36 nota-se que q(r, t) pode ser
representado pela superposicao de ondas amortecidas, com amplitude g
(K, w) e_liz, com diregoes de propagagao e e com velocidades de fase:

v =2 (1v.37)
Sk
A atenuacao da amplitude, por unidade de comprimento, €
determinada pelo fator v.

0 fator de atenuagao da amplitude, sobre um comprimento
de onda 2n/k €, entretanto, igual a quantidade adimensional:

b= Eﬁl | (1V.38)

Este tratamento e similar a assumir que todas as quanti

dades perturbadas sejam proporcionais a e'tﬁ'ff'mt)

-se uma solugao da onda plana, caracterizada pela frequencia w € o ve

. Isto e, procura

tor de onda K.

Uma perturbacao arbitraria pode ser expandida em serie
de Fourier e representada como uma superposigao dessas ondas componen
tes. '

Escrevendo-se 3()/3t + -iw e a()/axi > i Ki,istoé, apli
cando-se a transformada de Fourier, dada pela Equacao IV.32, obtem-se

wpg V=-K. ¥ (1v.39)
fwpg ¥ = 1 Kp-n(K.K) Vv - {J—n+nv5(5._ﬁ_) (1v.40)
3
- R . 8¢ 9ep _
wpp U = = wpgpgV ~iA (K. K) T-——=4T3T (1V.41)
5 .

Top S = U+ pgV (1V.42)



iw € = BA (1v.43)
[ - -~ { 3 -

p = BJZ] v+ [ﬂl] £+ [BJlJ S (1v.44)
VAV YE,S 3E v,S 358 ‘v,&

" [ - 1 - 1 -

A= %] v+ [B—J E s [%J : (1V.45)
‘\ 9V E,S 9 “v,5 as " v,§

- - b

7 - [3’1] G+ [3—TJ E+ [91 5 (1V.46)
av - E,s 3E ‘v,s 3s /v, ¢

Eliminando-se v das Equagoes IV.39 e IV.40, obtem-se:

. 2 , 4 .
p=- { (KUJ. q 02 + dwpg {—é—-n + an } v (1v.47)

0 conjunto de Equacgoes algebricas 1V.41 - IV.47, nas
transformadas de Fourier p, y etc., de p - pg, Vv - vy, etc., que sdo

todas funcoes de K e w, somente apresentam solucoes diferentes da tri
vial, se o determinante dos coeficientes for igual a zero.

Isto da a relacao complexa entre w e K da forma:
Flw, K . K) = 0 (1V:48)
gue e equivalente a duas relacoes reais.

Consequentemente, a solugao do conjunto de equagoes de
ve ser uma superposicao de ondas parciais (ondas de som), com K e

w relacionadds dessa maneira.

A velocidade ve © atenuacao da amplitude y das ondas de

som e, agora, unicamente determinada pela frequencia w,
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Para uma dada direcao de propagagao e, pode-se obter as
duas quantidades reais k e y das Equacoes [V.48, IV.31 e IV.36.

No caso presente, como o sistema e isotropico, K apare
ce apenas como K . K na Equagao IV.47. A Ultima quantidade, de acordo
com as Equacoes IV.31 e IV.36, pode ser escrita como:

K. K=k -y2+ 2iky (I1V.49)

e e independente de e. Isto significa que k, ou a velocidade do som
v = w/K, e vy, encontradas a partir da Equagao IV.48, serdo apenas fun
coes de w, independentes da direcao de propagacao e.

Estuda-se, agora, a polarizacao das ondas de som, isto
e, a direcao da vibragao, dada pelo vetor v, para o deslocamento  dos
elementos materiais, em relagdo a direcao de propagagao e, que e a mes
ma da direcao de K, como foi visto.

Da Equacao 1V.40 nota-se que o vetor v, que de acordo
com a Equacao 1V.32 e paralelo a v, e paralelo a K. Entao, a polariza
¢ao das ondas de som, no sistema estudado aqui, e longitudinal, isto e,

a vibracao tem a mesma direcao da propagagao.

0 conjunto de Equacoes IV.41 - IV.47 mostra as quantida

des p, T, £, A, U e 5 como lineares de v:

p=Kv (1vV.50)
T=R ¥ (1V.51)
=R, ¥ (1v.52)
A=K, Vv (IV-53)
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0s coeficientes encontrados deste modo sao chamados de
suscetibilidades. Estas suscetibilidades serao calculadas no  proximo
Capitulo.



CAPTTULOD V

RELAXACEOD ACDSTICA

0s processos de relaxacao sao observados como  efeitos
apos 0 equilibrio estatistico, que dizem respeito a um numero ilimita
do de graus de liberdade.

Do ponto de vista da termodinamica de processos irrever
siveis, 0 tratamento teorico do fenomeno de relaxagdo esta intimamente
ligado ac das reagoes quimicas com mecanismos desconhecidos e @s corres
pondentes extensoes destas reacoes, vistas como parametros internos,que
sao pertinentes as transformagoes internas em questao.

Desprezando-se os efeitos de condutividade termica, de
viscosidade e de radiacao, mas considerando-se o fenomeno de relaxagao,
isto e, desprezando-se todas as irreversibilidades, menos a relaxagao,
tem-se a partir das Equagoes IV.41 - IV.47, o seguinte conjunto de equa

coes:

p=-— 27 (v.1)
(K . K) O

$=0 (V.2)

img = BA (v.3)

- f - -

5= 2] e [®] ¢ (v.4)
v -’£,8 L3 /v,s

) _ -

(2], 3],
av 7 E£,8 8E ’V,S

SR (v.6)
ov 1g,s 98 Jv,s
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Este sistema mostra o carater isentropico e nao isoter
mico da propagacao do som. Para calcular as suscetibilidades acusticas,
serao utilizadas as relagoes de Maxwell. Estas relacoes sdo tiradas da
Equacao II.1, e sao:

{Eg]v,s o [E%]g,s (v.7)
[i]v,g o [s_z]g,s (V.8)
[Eng,g ) [gng,s (v.9)

0 significado fisico dessas quantidades esta explicito
na notacao. A primeira relagao da a mudanga de pressao, por unidade de
£, durante o processo de relaxagao a volume e entropia constantes. A se
gunda e relacionada com o coeficiente de expansao para £ e s constantes,
E a ultima da a variacao. da temperatura, por unidade de &, durante o
processo de relaxacao a volume e entropia constantes.

Nota-se que todas as quantidades do equilibrio para &
constante, devem ser tomadas para o valor do equilibrio £ = &;°

Das Equacoes V.3 - V.5 e utilizando-se as relacoes de
Maxwell, encontra-se a relacac IV.50, com a . suscetibilidade acustica:

(o) V.S [EEJV,S [

Q2 | Q2
< | >

) 1
JE,S 1- iwt

i}
—
o |
< |T
| —
yre
v

,ow

1
—
Q)lQ)
vy 1o
—

[@] +[39] [a;z] ] (V.10)
av/E,s  “3E‘v,s ‘3viA,s T -wt
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A Ultima igualdade vem da seguinte propriedade matema

tica:

B0 0, i

se existe relacao funcional entre x, y e z.

A diferenciacao para A constante e tomada para A = 0,
porque o estado de referencia em relacao ao qual desenvolvem-se as
quantidades termodinamicas, esta num estado de equilibrio, parao qual

a afinidade, A, desaparece.

Para os dois valores limites da frequencia, zero e in

finito, a formula V.10 transforma-se em:

R(0) = [QJ . [ﬂ] [?é} - {%] -1 <0 (v.2)
v/E,s  MBECv,s Cav/ALs LOVIALs vk, o

R(e) = [EE] N B’ (V.13)
v 'g,s

v
Xﬁ,s

As Equagoes V.12 e V.13 envolvem duas compressibilida

des isentropicas: Xas © Xe s

A primeira delas ¢ tomada para afinidade constante e no
equilibrio, isto e, para A = 0. A outra compressibilidade isentropica
e tomada para a variavel de progresso constante, isto e, para um esta
do no qual o processo de relaxacao e congelado para o valor £, davaria

vel de progresso.

As desigualdadesV.12e V.13 representam condigoes de es

tabilidade termodinamica.
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Calcula-se, agora, as suscentibilidades definidas pelas
Equagoes IV.51 a IV.53.

Utilizando-se as Eguagoes V.3 a V.6, as relagoes de Max
well e a Equacao IV.27 calculam-se as suscentibilidades definidas pe
las Equacoes IV.51 a IV.53.

Para a suscetibilidade relacionada com a  temperatura,

encontra-se:

w3, B, B e

@]
R (0) = [B—T] <2 (V.15)
av ’A,s ah,s
- 3 Po
= = | ] (v.16)
ay E,S {Ig,s

As suscetibilidades para os dois casos limites da  fre
quencia envolvem os coeficientes de expansao adiabatica U g ® % pa
ra A e £ constantes, respectivamente. Isso corresponde a visivel reali
dade de que em lentas modificagoes de estado, o equilibrio se firma em
A igual a zero, enguanto que em frequencias muito altas, a concentragao,
£, nao pode acompanha} as alteragoes de pressao e temperatura na onda’

de som.

Encontram-se, tambem, as suscetibilidades:
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K (w) = [lﬂ 1 (V.17)
sv-A,s 1-1wt
- 3 s
Kplw) = - {B—AJ 1. (@J LA (V.18)
v 8,8 T-dwt  ‘3g’v,s 1-dwrt

Mostrar-se-a, finalmente, que em regioes de baixas fre
quencias (wr << 1), o fenomeno de relaxacdo tem, formalmente, o mesmo
efeito da viscosidade volumetrica e derivar-se-a uma expressao para a
viscosidade volumetrica especifica, ﬁ;, em termos de quantidades de
relaxacao.

Na aproximacao wt << 1, a suscetibilidade, conforme a
Equacao V.18, toma a forma:

- BRE .
KA(w) = [av}g,g TwT {(v.19)

Por outro lado, pode-se escrever uma expressdo para a
diferenca entre K(0) e K(x):

- - 3 r 12
w5 (2], (5], (2], - (5, (20,
98 /v,s Y3AJv,s ‘av/E,s 3A’v,s ‘avie,s
- ST[%JZ 5 0 (V.20)
av - £,S

Por outro lado, das Equagoes 1V.27, V.12, V.13 e as re
lagoes de Maxwell, tem-se:
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Pode-se, pcrtanto, escrever a Equacao V.10 como:

K(w) = K(=) + {E(O) - R(m)} ! (V.22)
1 - dwt

Para wt << 1, torna-se:

K(w) = k(0) + {K(0) - k(w)} fust (v.23)
Substituindo-se na Equacao V.23 as EquacoesV.12e V.21,

obtem-se
- ; 2
K(w) = [ﬂ’-) TgRs [ﬁ} (V.24)
av ‘A,s B av “A,s

Substituindo-se as Equacoes V.24 e V.19 nas Equagoes 1V.
50 e IV.53, e aplicando-se a transformada inversa de Fourier, obtem-se:

2
p - pp - {39} (v - vg) - — [—aﬁ] 8 (V.25)
Iv-/A,s B av -A,s ot
. ' 3
A:[%] v _ 1 [%] [E] av__ 1 [EJ v (V.26)
v ' £,5 ot B ‘ov’/E,s ‘3A‘v,s ot B ‘av-A,s ot

Com o auxilio da Equacdo 1V.14, asduas ultimas eguacoes
podem ser escritas, alternativamente, como:

1 3 |2 i v.27
o pe (2] g oL [E)F b (127
L3v /A,s Bpg “av-A,s
f
A= - — P@] div v (V.28)
Bpg “39v-/A,s
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Utiliza~-se, agora, ao inves da Equacao II1.17, a equacgao
de estado para pressao como sendo:

p=plv, A, s) (v.29)

que da, na aproximacao linear:

b - pf[ﬂJA v [@JV A (2] (ses) (a0)

A relagao V.30 da, para uma transformagao isentropia re
versivel, isto e, para A =0 e s = s;;

p° - pg = [a—E} (v - vg) (V.31)

A pressdo de equilibrio, ptY, dada por esta relacdo, @
reconhecida tambem na Equacao V.25 e pode ser transformada em:

2
] div v (v.32)

Entretanto, a producao de entropia dada pela Equacao II.
7, para o presente caso, isto e, sem conducac de calor e termos do es

coamento viscoso, da, juntamente com a Equacao II.16:

p P
L AT (V.33)

T dt T
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Inserindo-se a Equagao V.28, a ultima Equacao tomaa for

ma:
Y2 .
5= — [E—E-J (div v)2 (V.34)
TBDO oV A,S
Pode-se escrever, formalmente, as relagoes V.32 e V.34
como: '

p-pf9=1=- n, div v (V.35)

Tdivy 7,
g=--——=— (divy)? (V.36)

T T

que sao identicas as EquagSes I1.10 e I1.7 e para um fluido comuma vis
cosidade volumetrica efetiva:

m, = —— [3‘3]2 > 0 (V.37)
BDD av A’S

Entdo, para frequencias baixas, isto e, para frequencias
bem menores que o valor t-1, o fenomeno de relaxacdo pode ser conside
rado como tendo o mesmo efeito da viscosidade volumétrica.

No caso em que mais do que um processcde relaxagao ocor
re no interior do sistema, pode-se sempre considerar esses  processos
que tem tempos de relaxagao, T, muito menores que as frequencias reci
procas w™!, como que estejam contribuindo para uma viscosidade volume
trica efetiva total, enquanto que os outros fenomenos de relaxagao de
vem ser tomados da mesma maneira.

Das Equacoes IV.50 e V.1, segue-se que a Equagao IV.48
tem a forma:

. = K{w) : (V.38)



CAPTTULO VI

EQUACAD COMPLEXA DO SOM:

INFLUENCIA DA RADIACAO NA FORMULA DE STOKES E KIRCHHOFF

Leva-se, agora, em conta 0s efeitos das viscosidades n
emn,s 0s efeitos da condutividade térmica e os da radiacao na propaga

¢ao do som.

A fim de encontrar-se a formula da velocidade _complexa
do som e sua atenuacao, deve-se, primeiramente, resolver o sistema com
pleto dado pelas Equacgoes IV.41 a IV,47,

. Desprezam-se potencias majores que a primeira, para o
parametro X,

Para encontrar-se a suscetibilidade acustica, valida pa
ra pequenos valores da condutividade térmica, 2, procede-se da seguin
te maneira, Priméiramente, elimina-se u das EquagGés V.41 e IV.42. Is
to da S em termos de T. Com o auxilio desta relacdo, elimina-se s das
Equagoes IV.44 a IV.46. Além disso, elimina-se £ das Equacoes 1IV.43 a
1V.46, Os lados direitos das Equacoes IV.44 a IV.46 tem, agora, expres
sces lineares em v, A e T.

Insere-se, primeiramente, a Equagao IV.45 e subsequente
mente a Equacgao IV.46 na Equacao IV.44, negligenciando-se termos qua
draticos em A. Ent3do, obtem-se uma equagao para a suscetibilidade acus
tica, valida para pequenos valores da condutividade termica, seas equa
coes de Maxwell forem usadas, da forma:

€ 0gp .
- _ TA(E.E) - |?_ 8 3 T% 1 ' _ 2
K (Kyw) = K(w) + ——— KT(w)| + | KT (w) (VI.1)
wpoTp wp g
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onde K(w) e ET(m) sao dados pelas Equacoes V.10 e V.14, validas para o

caso de relaxacao pura.

A demonstracap da Equacao VI.1, encontra-se no Apendice

Com o auxilio da Equagao IV.47, encontra-se da equacao
anterior, a expressao que relaciona K e w:

Beog,. T2 .

2 2

‘ ¥ 5829 {KT( ){
Sw*c p 5

(V1.2)

Considerando-se apenas efeitos lineares em X, n € ny» P2
de-se substituir (K . K} do lado direito da Equagao VI.2, por seuvalor
dado pela Equagao V.38. Obtem-se, entao:

2 N |KT(w)i2 SEGSBT% b (2
ST T ¥ Ky (e (V1.3)
3 To  K(w) su? p3 :

£
[a*)
|
t
2
1S
]
g
—_———

Para o interessante caso no qual wrt << 1, isto e, para
frequencias bem menores do que o valor 1~!, tem-se, conforme as Equa
coes V.24 e V.15;

-2, - 2121,
Rp(w) = [%JA S (VI.5)

Substituindo-se as Equacoes VI.4 e VI.5na Equagao VI.3,
obtem-se:



Define-se, agora, quatro compressibilidades e quatro

Tores especificos:

] A,s

oT)?
A,s

55A Vg Lop) S,A

TA -y, lap) T.A

x . ._J_ fﬂ\

558 Vo 8p) S,¢&

1w

T-e vo Lap) T.¢
(3s)

C.,=T

DA T oA
(35

C =T |25

VA et v
fas\

C =T

DsE \BTJ p’E

¢ =T [®

Vst 13T) Vv,&

- e——

+
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iw | i
iw J4 nton, +——

po |3 Bro

2
8EUSBTO iﬁI 2
{ A,s

6w20% av

12

[_

av

2
] A,s

(VI.6)

ca

(VI.7)

(VI.8)

(VI.9)

(VI.

10)

(VI.11)

(VI.

12)

(V1.

13)

(VI.14)
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0 Taplaciano da velocidade, Ca, & dado por:

c2--L (VI.15)
p% av] A,s
Das Equacoes VI.15eV.37, a Equacao VI.16, torna-se:
Beoc T
2 * — 2 EC 0 2
w :C%-.I_mﬂn+nv+nv-.}_..a_v EI +mSBZ B_T
(K-K) pg |3 To LopJA,s(av]A,s Sw?py  lav) A,s

(VI.16)

Utilizando-se a seguinte relac3o basica da termodinamica

irreversivel (Groot e Mazur, 1963):

pa " Sya_ ] [9&] [ﬁ]z (VI.17)
Cp,A Cv,A T lap) A,s [av] A,s
tem-se:
. C - C Beo T ol
2 2
v - C% -2 nton, tn, tA P,A VoA, ST B
(K-K) P | 3 Cooa Cya Swfen Lo hos
(VI.18)

Na atual aproximagao, a Ultima equacgao, juntamente com a
Equacao IV.37, da a velocidade do som:

TR (VI.19)
K

e a atenuacao do som:
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C -C 8ec,. T2
2 _ 0 2
— [in+nv+nv+l p,A VoA SB [EI] ] (VI.20)
ZCSOO 3 Cp,A CV,A Swng Lav/A,s,
Da relagao V.16 tem-se:
) Fo
[EIJ - L (V1.21)
av‘A,s ag,s
onde aE s e o coeficiente de expansao adiabgtica.
Substituindo-se a relagao VI.21 na Equagao VI.20,obtem-
-se:
- : c_ .-C Beo., T2
2 _ 0
- ﬁ ﬂﬂ+nv+nv+x p.A "V,A, "SBE O 1 ] (V1.22)
_ ‘ 2
205 py -3 Cp,A Cv,A Sw= Py %

Da Equacao VI.22 ve-se que a atenuacao e proporcional ao
quadrado da frequencia. Alem disso, a equagao mostra o carater aditivo
dos 5 efeitos irreversiveis, da viscosidade de cisalhamento, da visco
sidade volumetrica, da viscosidade devido a relaxacao, da condutividg

de termica e da radiagao.

Para gases perfeitos monoatomicos tem-se:

n, = 0 (VI.23)

7, = 0 (VI.24)
5K

¢ - 5K (VI.25)
P, A 2m

C, p =2 (V1.26)

Zm
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onde m e a massa atomica e K a constante de Boltzmann.

Tem-se, entao, a atenuancao para gases perfeitos monoa

tomicos:
2
y = [imixl"_fWSBT“ i (V1.27)
C2po [ 3. 15 K sw? py G o
Desprezando-se a radiagao, tem-se:
2
y =Y (§n+—2—-kl], (V1.28)
C3pp 3 15 k|

A Equacao VI.28 & o conhecido resultado classico de Sto
kes e Kirchhoff. (Groot e Mazur, 1963).



CAPTTULO VII

CONCLUSOES

0 presente trabalho teve como objetivo apresentar um es
tudo teorico da propagacao do som, em um fluido, considerandoa influén

cia da radiacao.

Com este intuito, estabeleceu-se uma expressao para a a
tenuacao do som, Equacao VI.22. Esta equacao mostra o carater aditivo
dos efeitos irreversiveis da viscosidade de cisalhamento, da viscosida
de volumetrica, da viscosidade devido a reagao quimica, da condutivida
de termica e da radiacao. Dela conclui-se que, a menos do termo devido
a radiacao, que € independente da frequencia, a atenuagao & proporcio
nal ao quadrado da frequencia da onda de som.

Por outro lado, o termo

2
8€OSBTO 1

2 .2
§ w s ag,s

da Equacao V1.22, e uma quantidade positiva. Logo, a atenuagao do som,
que Jeva em conta os efeitos de radiagcao, e.maior que a atenuacao dada
pela formula de Stokes e Kirchhoff. Isto e, a radiagao, representada pe
la emissividade, aumenta a atenuacao do som e, consequentemente, dimi
nui a propagagao da onda, tanto num gas qualquer, como num gas perfei

to monoatomico.

Nota-se, tambem, que quanto maior for a espessura da ca
mada de gas, menor a contribuicao da radiacao na alteracac da propaga
¢ao da onda de som. Quanto mais a camada de gas se aproximar de um cor
po negro, maior sera a contribuicao da radiagao na atenuacao.
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Apesar da radiagao ser importante apenas para gases a al
tas temperaturas, a maioria das situacoes que envolve combustao requer
essa condicaoc. Portanto, em combustores, e extremamente importante con
siderar a influencia da radiagao na propagagao de ondas acusticas. De
ve-se notar que as tempe;aturas devem estar numa faixa tal que seja pos
sivel a radiacdo, mas sem haver ionizacdo .

A atenuagao do som foi calculada para pequenos valores da
condutividade teérmica e para frequencias tais que wrt << 1. Alem disso
considerou-se o caso laminar e levou-se em conta apenas uma reagao qui
mica.

Alem disso, nao foi possivel obter um valor numérico pa
ra a atenuacao do som, pois nao se tém dados experimentais a respeito
dos parametros envolvidos. Quando a experiencia tiver dados precisos a
respeito dos coeficientes de expansao adiabatica, dos calores especifi
cos e das viscosidades, podera se precisar, numericamente, a influencia
da radiacao na propagacao do som em varios gases.

Num trabalho posterior poder-se-ia levar em conta varias
reagoes quimicas, considerar altas frequencias e condutividades termi
cas elevadas. 0 caso turbulento deve tambem ser investigado, pois como
se sabe, 0s processos de combustao sao turbulentos.
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APENDICE A

CALCULO DA SUSCETIBILIDADE ACUSTICA VALIDA PARA
PEQUENOS VALORES DA CONDUTIVIDADE TERMICA

Eliminando-se u da Equacao IV.42, tem-se:
u=Tg35 - pgv (A.T)

Subsitituindo-se a Equagao A.1, na Equacao IV.41, tem-

. 3 .
: . = T - .
wpg Tgs = - iA(K.K) T-§§9——9;L T; onde o = oy

Tem-se, portanto:

- - ' T (A.2)
wpg Tp

Eliminando-se & da Equagao IV.43 tem-se:

2 _ﬁ 1. [ ] A (A.3)

Substituindo-se as Equacoes A.3 e A.4 nas Equagoes IV.
44 a 1V.46, obtem-se:

iA(K.K)+ —=T31
() sum] (] L[] DRSS
avJE,s VO ‘v,s YA v,s Tiw V,E wpg Tg
(A.4)
8co
- ~ iA(K.K)+ T39 .
LY \7+_L,A_[%] -= 8 0 3 (A.5)
Lav/E,s Tiw 3s v,& wpg To
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(A.6)

Utilizando-se as relagoes de Maxwell e substituindo - se

a expressao:

. 8ed 3z
1)\(5 . E) + T T01

Po I'JJTQ

pela letra G, as tres ultimas Equagoes tornam-se:

3 - 3 - 3 -~
5=[ﬂj v [22) [E.é} —]—A+[£J 6 (A7)
v/ E,s 38 ‘vys ‘3Av,s Tiw v ‘£,5
- _ - 3 -
(2], v (2], ), 20 ()6 e
ov ' E,s 9 /v,s “OA/v,s Tiw 9L 7y,
= oT - T ) (ag 13 aT | -
T=|— v o+ ["__J == — A - [———J GT (A.9)
v’ E,s 9t ‘v,s '23A’v,s Tiw 3s v,k

0s lados direitos das Equagoes A.7 a A.9 tem expressoes

Tineares em v, A e T.

Substituindo-se ¢s nove membros dos lados direitos das
Equacoes A.7 a A.9 sucessivamente pelas letras a, b, ¢, d, e, f,g,h e
i, obtem-se o0 seguinte sistema:

P =av + bA+cT (A.10)
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A= dv+eh - fT (A1)

—
|

[fa]
-
+

hA - iT (A.12)

Tirando-se o valor de A, na Equagdo A.11, tem-se:

A= dv - fT (A.13)
1.-e¢
Similarmente, tirando-se o valor de T, na Equacao A.12,
obtem-se:
.9V +hA (A.14)
+ i
Calcula-se, agora, o valor do quadrado de G
. iMK . K) + 5%9 T34
Portanto,
272 .
» - 22K . K)? - EEESE. Tg - lg?g.ng (K . K)
p% w2 Tg—

Como desprezam-se as potencias maiores quea primeira do

parametro A, tem-se:

2 64?57 - 16coAT3 8 (K . K)
G =

2,2 T2 x2
pg w TOcS

Nota-se que o numerador de G2 e muito pequeno e, portan

to, pode-se considerar G2 como sendo igual a zero.
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Substituindo-se o valor de A, dado pela Equacao A.13, a
Equacao A.14 torna-se:

v, hdv i fnT

T = (A.15)
T+1 (V+1) (1-e) (1 -¢e) (1 +1)
Tem-se, ent3o, ovalordeT em termos de v:

(i~e)(1+1)+fh

Substituindo-se, primeiramente, a Equagao A.13 na Equa
cao A.10, tem-se:

bdv  bfT | =

P =av+ +cT _ (A.17)
1-¢e 1-e
Inserindo-se, agora, a Equacao A.16, obtém-se:
B = ay+ bdv . dfgv N bfgev _

1-¢ (M-e)_ (T-e)y(1+i)+fh| (1-e)[ (1-e)(1+i)+fh]

- bfhdv + cqv _ cgev v

(O-e) (1-e)(1+i)y+fh ] (1-e)(1+i}y+fh (1-e)(1+i)+ fh

+ chdv (A.18)
(1-e)}(1+1) + fh

Substituindo-se as letras a, b, ¢, d, e, f, g, h e i
por seus antigos valores, tem-se:



s s (B
5 ={gg] o, egfv,s [BAje,s [av]E,s 1w _
BV)E,S 1.
Tiw
- _;1_1 a_‘ 1 PTW o [T
) Vo l5g)v,s |BA| v,s Tiw |3E]V,5  |3V]£,S
2
e[l L T Il M
Tiw 3s 9E(V,S A, V,S$ Tiuw
) ), G[ﬂ] B
+ 3EIV,S |dAlv,s Tiw |3E|V,S IVI|E,S Tiw
1- 20 -2 1+ 2T ol + [3T)? G 2% 1
Tiw Tiw 95| V,.E JE|V,5 dAlv,s Tiw
3p (_35_2 1 (e g [ﬂ] 1 (oA
_19E]v,Ss (3A] v,s Tlw [3E|V,S 3E|V,S Tiw |3v|E,S

aT
3s)

J

IR

9

s ©

ag

=

1

Al v,s 11

aT) 2
[a_v]a,s oV
) 2
1 - s AT ol + 2T G %% 1
Tiw S| V,E FE|V,S 3Alv,s Tiw
aT 2 1 -
(sv]g,s 6y v
1- [+ [&L ol + [AT)% ¢ [28 1
Tiw 3S| V& AE[V,S 3Alv,s Tiw
AT [a_T EJN EQN
aviE,s ~ |9gv,S [8ATV,S Tiw |3V E,S
1 - _,1_\ 1 + [ﬂ} Gl + {_al] 2 G [ﬁ] L
Tiw ISIV,E 3E)V,s 3AJv,s Tiw
4

5

(A.19)
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Analisa-se, agora, cada termo do lado direito da Equacao
A.19.

0 segundo termo fica:

[EEJV’S {%%]A,s 5 (A.20)

1 - dwr

Multiplicando-se e dividindo-se o sexto termo por a, e
Tembrando-se qua a2 & igual a zero, tem-se:

L%I] gTiw
£,$ (A.21)
Tiw-1
De maneira similar, tem-se para o setimo termo:
[aT )2
- t.g_. G
£ (A.22)
Tiw ~ 1
Somando-se as relacoes A.21 e A.22, tem-se:
V2
[§I} -1+ tiw) -
£,5 - %IJ G (A.23)
(tiw - 1) v £,s

Multiplicando-se 0 numerador e o denominador do tercei

ro termo por G, tem-se:

), L B (B e
8 JV,S dA BEJV,S av £,s

(1 - iwt)?

(A.24)
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Utilizando-se as relagoes de Maxwell, a relacaoc A.24

torna-se:

= > 2 (A.25)

GG
v ka& v
- A,s V.S £,S (A.26)
(1 - tiw)
Combinando-se as relagoes A.25 e A.26, obtém-se:
3 1 1
(1 - 1tiw) {%IJ (ééJ {E%J G
v,s ¢ £,5 A,s _
(1 - tiw)
aT 3T 3¢ )
= 2 2 2 (A.27)

Do mesmo modo, o ultimo termo torna-se:
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BB, LR,
. Vg, s 98]y s 1Vip o . LV s )y sV s (A.28)
Tiw = 1 1 - 1iw

Somando-se as relacoes A.27 e A.28, tem-se:

T aT dE
‘ [ ] [ ] [ J 4
v o9& av
£,5 Jy,s A,s (A.29)

1 - 1iw

0 quinto termo fica:

,s ! . -
(1 - tiw)?
& LB
= 4 v Ess 0 JVsS Lag Vssz v A,S 9 V,5S (A.30)
(1 - 1iw)? (1 - 1iw)?

Substituindo-se as relacoes A.20, A.23, A.29 ¢ A.30 na
Equacao A.19, tem-se:

G (A.31)




- AQ -

#, L B, R E, B
[EEJ V+ 85 v,s oV A,S G+G aVv £,s 35 v, taVJA,S . (§172
IV E,s 1 - Gt 1 - dwr ang,s
M, B,
oV of
g RS VLS (A.32)
(1 - Tiw)?
Substituindo G pelo seu valor, tem-se:
¥, 8., | e
. L) L 9V TA(K. K
{i—]; v + Va5 A,S v +
av/E,s 1 - dwT wpg Tg
2N B [E A
B_VJ LBEJ oV V2 ov ag)
£,s V,S As [EI . A,s V,S .
1 - dwr avlg,s (1 - tiw)?
. - (3 (37 (9g)
8e0 3 2|~ 7| =2
mpDTO { 1 - dwt \ov £,5
-?E]Q (£]2 _
Vip,s [a Iv,s
+ . > (A.33)
(1 - Tiw)?
+ A Equagao A.33 pode tomar a forma:
. 8e0 .
'I)\(E . E) I—- *[2 -—-%g' TS'I ‘-A 72
() + ) | KT(w) | (h.34)
wag To - wpp Tg -



- A.10 -

-~

Onde K(w) e K.(w) s3o dados pelas Equacdes V.10 e V.14.

T

Comparando-se a Equagao A.34 com a equagao da suscetibi
lidade, IV.50, tem-se:

(A.35)
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