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RESUMO

A geometria fractal tem sido usada com sucesso para representar geometrias complexas que
aparecem na natureza. Nos tltimos anos também tem sido aplicada para simular dominios
complexos. Neste trabalho, so analisadas as alteragoes no escoamento de um fluido pela
introdugao de um dominio fractal. A cavidade quadrada é considerada como dominio base,
onde trés dos lados sao substituidos por pré-fractais da curva quadrada de Koch. Sim-
ulacoes sao realizadas para escoamentos isotérmicos e nao isotérmicos, utilizando o método
de volumes finitos. Um esquema para verificar a condicao de compatibilidade em malhas
nao estruturadas é apresentado. Os resultados sao analisados por meio dos seguintes in-
dicadores: energia cinética média no dominio em fungao do nimero de Reynolds; valores
da energia cinética no estado estaciondrio, em alguns pontos do dominio, em funcao do
numero de Reynolds; superficie e isolinhas da vorticidade para o escoamento isotérmico;
superficie e isolinhas da temperatura para o escoamento ndo isotérmico; andlise do es-
pectro e o espago de fase da evolugdo da energia cinética média para escoamentos nao
isotérmicos. Foram detectados comportamentos nao esperados na energia cinética média
nas cavidades com geometria fractal e os espagos de fase indicaram possiveis estruturas de

atratores estranhos.






DYNAMIC FLUID IN FRACTAL DOMAIN

ABSTRACT

Fractal geometry has been successfully used to represent complex geometries appearing in
the nature. In the last years it has also been applied to simulate complex domains. In this
work, the impact on the fluid flow is analyzed with the introducing of the fractalization of
the domain. The square cavity is considered as base domain, where the sides are replaced
by pre-fractais of the Koch square curve. Simulations are carried out for the isothermal
and non-isothermal flows, using the method of finite volume. A scheme to verify the
compability condition for the unstructured grids is presented. The results are analyzed by
means of the indicators: domain average of the kinetic energy as a function of the Reynolds
number; values of the kinetic energy in the stationary state, at some points in the domain,
as a function of the Reynolds number; surface and contour lines of the vorticity for the
isothermal flow; surface and contour lines of the temperature for the non-isothermal flow;
analysis of the spectrum and the space of phase of the evolution of the average kinetic
energy for non-isothermal flow. Unexpected behaviour in the average kinetic energy in the
cavity with fractal geometry had been detected. The phase space had indicated possible

structures of strange attractors.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Na modelagem de um determinado problema é comum se fazer uma simplificagado do
dominio, buscando facilitar a resolucdo do problema em questao. Esta simplificacdo pode
resultar na perda de determinadas propriedades ou caracteristicas do problema original.
Resolver problemas sem simplificagoes no dominio pode levar a descoberta de comporta-

mentos nio previstos no modelo simplificado.

Basicamente, um problema pode apresentar trés tipos diferentes de complexidade em seu

dominio:

e Dominio com fronteira complexa — Neste caso, apenas a fronteira do dominio

é complexa, isto é, nao pode ser especificada de forma simples e direta.

e Dominio com interior complexo — Aqui tem-se uma fronteira simples, mas o
interior do dominio apresenta regides onde determinadas propriedades do problema

variam em relacdo ao resto do dominio.

e Dominio com fronteira e interior complexo — Esta situagao resulta da uniao

das duas situacoes anteriores.

(a) (b) (c)

Fig. 1.1 - Exemplos de dominios complexos:(a) Fronteira complexa (b) Interior complexo

(c) Interior e fronteira complexos.

Estes trés tipos de dominios complexos sdo bastante comuns em qualquer modelagem
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de um problema natural. Por exemplo, dominios com fronteira complexa aparecem em
modelos de escoamento e dispersao de poluentes sobre um terreno montanhoso ou ainda,
na modelagem do escoamento de um rio sobre um leito acidentado. Dominios com interior
complexo aparecem quando se considera meios porosos ou heterogéneos. A modelagem de
uma nuvem envolve, por sua vez, um dominio cuja fronteira e o interior sao complexos.
Um exemplo de cada um destes tipos de dominios complexos utilizando uma curva de
Koch para fronteira e um tapete de Sierpinski invertido para o interior pode ser visto na

Figura 1.1.

1.1 Motivagao

A introducdo de dominios complexos para alguns tipos de problemas tem sido vista nos
tltimos anos. Entretanto, é mais comum encontrar na literatura trabalhos em que, a partir
de dominios com geometria simples, apresentem resultados com alguma caracteristica

fractal, dentre eles, os seguintes trabalhos:

e Kivotides et al. (2001) desenvolvem um modelo cinemdtico de turbuléncia para es-
tudar entrelacamento de vortices superfluidos e mostram numericamente que o sis-
tema de filamentos tem dimensao fractal maior do que um e que a dimensao fractal
é diretamente relacionada com a densidade da linha de vértices e independente da

temperatura.

e Francisco e Santos (2001) simulam numericamente o experimento de Reynolds para
a transicdo de um escoamento laminar para turbulento em um tubo. Os resultados
sdo discutidos na perspectiva de sistemas dinamicos. Os expoentes de Lyapunov e a

dimensao fractal para o atrator sao calculados.

Embora a andlise do comportamento fractal de resultados possa ser aplicada neste tra-
balho, a principal motivacao é a introducao de caracteristicas fractais na definicao do
problema, ou mais especificamente, no dominio das equacées que modelam o problema.

Neste contexto, encontram-se os seguintes trabalhos:

e Sapoval et al. (1991) estudaram as vibragoes induzidas em uma membrana limitada

por um contorno fractal rigido e observaram modos de vibragao nao identificados
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em dominios mais simples.

e Nachbin e Papanicolau (1992) analisaram o caso das ondas de superficie na dgua
de um canal raso, cuja topografia do fundo variava bruscamente (Figura 1.2). Eles
propoem uma teoria para as ondas refletidas baseada em uma andlise assintética

para as equacoes diferenciais estocasticas.

1.0

Potencial inicial de velocidade (Pulso Gaussiano)

0.5 4

Superficie livre

Topografia randémica
-15 | i ] | | ] ] | T T T 1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 1.2 — Ondas em canal raso com fundo varidvel.

FONTE: Nachbin e Papanicolau (1992).

e Jones et al. (1994) apresentam um algoritmo rédpido para resolver a equagao:
Viu = 0 para zeR?—-C,
ule, = f
onde C, é o cnjunto de Cantor associado a um nimero real a, com 0 < a < %

e Panagiotopoulos e Panagouli (1996) examinam a influéncia da geometria fractal

sobre os campos de tensao em corpos planos deformaveis.

e Panagouli (1997) investiga a influéncia da geometria fractal em mecanica sélida e

estrutural.

35



e Ramos (1997, 1999) considera o problema de resolver a equagao de difusdo em um
dominio heterogéneo bidimensional, ou seja, um dominio de interior complexo. E
apresentada uma metodologia de resolugao que consiste em mapear as complexidade
morfolégicas e geométricas do problema no modelo numérico, através de uma matriz,

que determina a qual meio o né (7, j) pertence, através de uma relagao do tipo:

1 seond (i,7) € QUK — 0N
Qij = 2 seondé (’l,j) € Q9 U0y — (11)
3 seond (i,7) € 00 NNy

sendo a;; é o elemento da matriz na posicao (z,7) e 21 e Q3 sdo os meios homogéneos

que compoem o dominio heterogéneo.

e Giona (1999) desenvolve a defini¢do de integral de contorno sobre curvas fractais no
plano através da nocao de sistemas de funcao iterada orientada e de pseudo-medidas

direcionais. O teorema de Green é extendido para curvas fractais no plano.

e Gonzalez et al. (2001) resolvem as equagoes de escoamento sobre o fractal de Bernas-
coni, incluindo as forcas viscosas e de capilaridade. A estrutura recursiva do fractal é
aproveitada para calcular as propriedades do escoamento, tornando o método muito
mais rdpido que os métodos convencionais. A interagio entre a desordem ou a hetero-
geneidade da condutancia local do escoamento e os efeitos da pressdo de capilaridade

é estudada como funcao do comprimento de escala.

Os trabalhos citados acima se restrigem a resolucao da equacao de difusao em dominios
complexos (Ramos (1997, 1999)) ou sobre um determinado fractal (Gonzalez et al. (2001)).
Para este trabalho, busca-se resolver o problema do escoamento de um fluido incom-
pressivel, governado pelas equacdes de Navier-Stokes, sobre dominios com fronteira frac-
tal. Estes dominios sdo obtidos a partir do problema da cavidade, pela substituicdo de
trés dos lados da cavidade por pré-fractais. Desta forma, pode-se analisar as alteragoes do
comportamento do escoamento do fluido surgidas com o aumento do nivel de fractalizagao
da fronteira da cavidade. Esta andlise permitird definir a relevancia do uso de fractais em

problemas de escoamento de fluido.
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1.2 Objetivos

O propésito geral do presente trabalho é modelar o escoamento de fluido em cavidades
com fronteira fractal e detectar possiveis alteracbes no escoamento quando comparado
com os resultados para a cavidade quadrada. Serao considerados os casos isotérmico e nao

isotérmico.

Pretende-se, com este trabalho, demonstrar a importancia de uma adequada modelagem

da geometria complexa do dominio na simulagao de escoamentos.

1.3 Organizacao do Trabalho

Este primeiro capitulo apresentou o contexto dentro do qual o trabalho foi desenvolvido,
seus aspectos relevantes e um resumo dos objetivos a serem alcangados. O capitulo 2 apre-
senta algumas defini¢oes e conceitos sobre fractais, bem como alguns métodos para gerar
curvas fractais. O capitulo 3 apresenta diversos métodos numéricos usados em dinamica
dos fluidos, os métodos de correcdo de pressao, malhas estruturadas, nao estruturadas e
compostas, e também traz os principais indicadores para um escoamento e um critério
suficiente para condicdo de compatibilidade em malhas ndo estruturadas. O capitulo 4
relaciona os resultados numéricos das simulagdes realizadas. O capitulo 5 indica as con-

clusoes obtidas e propoem sugestoes para trabalhos futuros.
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CAPITULO 2

GEOMETRIA FRACTAL

Na modelagem matematica de fenémenos naturais, a geometria constitue uma parte im-
portante da descrigdo do problema. A geometria pode aparecer de diversas formas, tais
como: na, descricdo da forma ou da constituicdo do objeto, na trajetéria por ele desen-

volvida, na definicdo de um dominio de restricao do objeto, etc.

De modo geral, adotou-se o principio de simplificar a geometria utilizada em tais modelos,
aproximando-as por objetos elementares da geometria euclidiana, tais como retas, circulos,
elipses, entre outros. Este principio permitiu a criacdo de modelos de geometrias simples,

buscando concentrar os esfor¢os na compreensao das leis que governavam o fenémeno.

Estando estas leis bem compreendidas e estudadas, a melhoria do modelo s6 poderia
ser realizada sobre uma melhor descrigao geométrica dos objetos envolvidos. Além disso,
alguns objetos como linhas costeiras, montanhas e nuvens apresentam enormes dificuldades

para serem representadas por meio de objetos geométricos simples.

As geometrias nao euclidianas, desenvolvidas no inicio do século XIX independentemente
por Lobatchevski e Bolyai, e a geometria riemanniana, desenvolvida por Riemann na
metade do mesmo século, foram importantes em alguns problemas, como por exemplo, a
aplicacao dos métodos da geometria riemanniana & Teoria da Relatividade em 1916. Para

muitas aplicagoes, entretanto, tais geometrias pecam pela alta generaliza¢ao envolvida.

Por outro lado, o surgimento de maquinas capazes de efetuar processos iterativos rapi-
damente, permitiu que objetos anteriormente descritos por meio de férmulas algébricas
simples, o que por sua vez resultava em objetos geometricamente simples, passassem a ser
descritos por meio destes processos iterativos. Um dos primeiros objetos descritos desta
forma é a conhecida Curva Floco de Neve de Koch ou, simplesmente, Curva de Koch, por

volta de 1904.

O grande salto na definicdo de modelos de objetos mais complexos foi dado pelo tra-
balho desenvolvido por Mandelbrot (1982, 1986), dando origem ao que se conhece como

geometria, fractal.
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O conceito de dimensao de Hausdorff-Besicovitch, a ser introduzido na segao 2.1, estende
o conceito de dimensao topolégica usual, pois coincide com a dimensdo topoldgica para

objetos simples. Portanto, pode-se pensar em definir um fractal da seguinte forma:

Um fractal é um conjunto para o qual a dimensdo de Hausdorff-Besicovitch

excede estritamente a dimensao topoldgica.

Esta definicdo, embora correta e precisa, € muito restritiva e exclui muitos fractais impor-
tantes da fisica. Uma definicdo mais ampla, baseada em uma caracteristica importante

dos fractais observadas na pratica:

Um fractal € um objeto feito de partes similares, de algum modo, ao todo.

Embora para alguns fractais o conceito de auto-similaridade seja exato, de modo geral
deve ser considerado uma auto-similaridade estatistica, isto é, a parte é similar ao todo,

mas nao é exatamente igual. Neste trabalho nao serdo abordados este tipo de fractais.

Além dos conceitos de auto-similaridade exata e estatistica, observa-se um terceiro conceito
denominado auto-afinidade. Este conceito é muito usado para fazer interpolacao fractal,

de acordo com Falconer (1990).

2.1 Dimensao de Hausdorff-Besicovitch

Para enunciar o conceito de dimensao de Hausdorff-Besicovitch, sdo necessirias algumas

definicoes auxiliares:

Definigao 2.1.1 Seja F C R* um conjunto nao vazio. O didmetro de F ¢é definido por
|F| = sup{|z —y|: 2,y € F}

Definigao 2.1.2 Seja {U;} uma cole¢do enumerdvel de conjuntos, com |U;| < 6,V i e

F C U2, Ui. Diz-se entao que {U;} é uma em 6-cobertura de F'.
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Definicao 2.1.3 (Medida de Hausdorff) Seja F C R" um conjunto e s um mimero

nao negativo. A medida s-dimensional de Hausdorff de F ¢ o limite:

1Y (F) = lim H3(F) (2.1)

sendo que H(F) = inf {} 2, |U;|* : {U;} é uma d-cobertura de F'}

A medida s-dimensional de Hausdorff de um conjunto F' pode ser qualquer valor entre 0 e
oo. Na verdade, mostra-se (Falconer (1990)) que existe um valor critico de s para o qual
a medida s-dimensional de Hausdorff varia de oo para 0. Este valor critico é denominado

de dimensao de Hausdorff-Besicovitch do conjunto F' e serd denotado por dimy F. Assim:

Defini¢do 2.1.4 (Dimensdo de Hausdorff-Besicovitch) A dimensio de Hausdorff-

Besicovitch de um conjunto F C R" é dada por:

dimy F = inf {s : H*(F) = 0} = sup{s : H*(F) = oo} (2.2)

O valor da medida s-dimensional do conjunto F', para s = dimg F, pode ser 0 ou oo, ou
ainda 0 < H*(F') < co. Além disso, como a medida s-dimensional de Hausdorff satisfaz a

relagao:

o se s <dimg F
H(F) = " (2.3)
0 ses>dimygF

segue que quando um conjunto F' apresenta uma medida s-dimensional finita e ndo nula

para um determinado valor de s, entdo dimg F' = s.

No caso de objetos simples (euclidianos), é possivel mostrar que a medida s-dimensional
coincide com a medida de comprimento (para s = 1), drea (s = 2) e volume (s = 3).
Desta modo, curvas euclidianas tradicionais possuem dimensao de Hausdorff-Besicovitch
igual a 1. Superficies simples terao dimensao 2 e volumes comuns, dimensao 3. Ou seja,
no caso de objetos simples a dimensao de Hausdorff-Besicovitch coincide com a dimensao

topolégica usual.
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2.2 Formas Alternativas para a Dimensao de um Fractal

A dimensdo de Hausdorff-Besicovitch apresenta o seguinte inconveniente para aplica¢es
praticas: é preciso calcular o infimo dos didmetros de todas as é-coberturas do conjunto,
para. cada valor de s. Isto envolve muitas dificuldades, considerando um fractal arbitrario.
Uma alternativa é a chamada dimensao de contagem. Deve-se destacar que nem sem-
pre as dimensoes de contagem e de Hausdorff-Besicovitch coincidem. Martinez-Lopez
et al. (2001) apresentam um algoritmo para o cdlculo da dimensdo fractal baseado na
definicao de Hausdorff. Segundo os autores, o resultado independe do grau de defini¢ao

do conjunto fractal, o que o torna adequado para fractais fisicos reais de baixa defini¢do.

2.2.1 Dimensao de Contagem

Seja F C R" um subconjunto e {U;} uma d-cobertura de bolas ! de mesmo didmetro. Por
simplificacio suponha que |U;| = §. Seja N(J) o nimero de bolas necessirias para cobrir

F. Desta forma, tem-se:

N(é
B§(F) = z(:) Us|* = N(6)6° (2.4)

i=1
Se D é a dimensao de F' e a medida D-dimensional de Hausdorff de F' tem valor finito,
segue que N(§) = ad~P, sendo o uma constante. Assim log N(§) = loga — Dlogé, ou
seja, a dimensao de F' pode ser obtida pela inclinagao da reta de um grafico de log N (§) por
log §. A dimensio obtida por este processo atribui-se o nome de dimensao de contagem,

que serd denotada por dimp(F).

As Figuras 2.1 (a) e (b) ilustram o processo de obten¢io da dimensdo de contagem, sendo
que a Figura (a) é um pré-fractal ? de nivel 9 da curva de Koch. Este pré-fractal foi gerado
em um bitmap de 4096 x 4096 pixels. A contagem foi realizada inicialmente da seguinte
forma: Para cada ¢ = 1,2, ...,1024, subdividiu-se o bitmap em quadrados de ¢ x ¢ pixels,
disjuntos dois a dois, sendo entao realizada uma contagem do niimero N (¢) de quadrados
nao vazios. Ajustando uma reta ao gréfico log N(c) X logc, mostrado na Figura 2.2 (a),

obtém-se a dimensao de 1.238640. Entretanto, como sera visto, a curva de Koch tem uma

!Podem ser usados quadrados, cubos, etc., desde que tenham o mesmo didmetro.
2Ver defini¢do na pag. 47
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dimensao de similaridade (e de contagem) igual a log4/log3 = 1.2618.... Esta diferenca
é devida, em parte, ao fato da Figura ser um pré-fractal da curva de Koch e em parte ao

posicionamento dos quadrados sobre o bitmap.

(a) (b)
Fig. 2.1 — (a) Pré-fractal 9 da curva de Koch (b) Costa da Noruega.
FONTE: Feder (1988).

Para ¢ > 33, o posicionamento inadequado introduz uma oscilagdo na contagem, conforme
pode ser visto na Figura 2.2 (a). Para reduzir a oscilagio foi realizada, para cada c, diversas
contagens partindo de um quadrado inicial deslocado com relagao & origem do bitmap. A
Figura 2.2 (b) mostra os resultados obtidos considerando a média e os valores minimo e

méximo das contagens. As dimensdes obtidas estao especificadas na Tabela 2.1 (a).

Na Figura 2.1 (b) tem-se uma digitalizacdo da costa da Noruega, obtida de Feder (1988).
Na Figura 2.3 tem-se o grafico da contagem deslocada. As dimensoes obtidas estao des-

critas na Tabela 2.1 (b).
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(b)
Fig. 2.2 — Gréfico de contagem para pré-fractal 9 da curva de Koch: (a) Contagem simples

(b) Contagem deslocada.

TABELA 2.1 - DIMENSOES DE CONTAGEM PARA: (a) CURVA DE KOCH
(PRE-FRACTAL DE NIVEL 9) (b) COSTA DA NORUEGA

Contagem | Dimensao Contagem | Dimensao
minimo 1.32080 minimo 1.51524
média 1.27785 média 1.46473
maximo 1.24444 maximo 1.41871

(a) (b)

2.2.2 Dimensao de Similaridade

A dimensao de similaridade é aplicada & conjuntos exatamente auto-similares, tais como a
curva de Koch, o tapete de Sierpinski, entre outros. Uma, defini¢cdo precisa destes conjuntos
serd dada na secdo 2.3. Para o momento, considera-se que as partes de um fractal auto-
similar é idéntico ao fractal inicial a menos de um fator de escala. Sejam ¢; os fatores de

escala das similaridades. Entao a dimensao de similaridade do fractal é o nlimero positivo
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Fig. 2.3 — Grafico de contagem para a costa da Noruega.

s tal que:

Y e =1 (2.5)

Por exemplo, para a curva de Koch, cujo gerador estd exibido na Figura 2.4(a), tem-se os
fatores ¢y = g =c3 =c4 = %, donde é obtido que s = log4/log3 = 1.2618... é a dimenséo

de similaridade da curva de Koch da Figura 2.4(b).

De acordo com Falconer (1990), sobre determinadas condigdes, um conjunto auto-similar

tém dimensodes de Hausdorfl-Beiscovitch idéntica & dimensao de similaridade.

2.3 Fractais Auto-Similares

A aplicacao S : R* — R" tal que |S(z) — S(y)| =c|lz — y|,Vz,y e R" e para 0 < c < 1é

denominada similaridade.

Um conjunto F' C R" é dito auto-similar se existirem similaridades Si,Ss,---,.S,, tais
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(a) (b)
Fig. 2.4 - (a) Gerador da curva de Koch (b) Pré-fractal 9 da curva de Koch.

que:
F=|]Si(F) (2.6)

Se as similaridades satisfazerem as condigoes do conjunto aberto, isto é, se existir um

aberto V' C R" limitado tal que:
volJsi(v) (2.7)
entao é possivel provar que dimgy (F) = dimg(F) = s, sendo s dado pela equagao 2.5 da

dimensdo similar (Falconer (1990)).

2.4 Fractais Auto-Afins

Os fractais auto-afins formam uma classe de fractais obtidas pela aplicacao de trans-

formagdes afins. Desta forma, os fractais auto-afins englobam os fractais auto-similares.

Em uma similaridade, o raio de contracdo é o mesmo em todas as direcoes. Na trans-
formacao afim, tem-se a liberdade de especificar diferentes raios de contracao para cada

direcdo considerada.

Uma transformagao afim S : R* — R" é uma transformacido da forma:



sendo T" uma transformacao linear no R"” e b € R". Desta forma, S é uma combinacao de

uma translagio, rotacdo, dilatacdo e, possivelmente, uma reflexio.

Sejam Sy, -, S, contracdes afins em R™, ou seja, transformactes afins que satisfazem
a condicao |S;(z) — Si(y)| < ¢i|z — y|, com 0 < ¢; < 1. O conjunto F invariante pelas
transformagoes S; pode ser obtido recursivamente através do seguinte processo: dado um
conjunto de pontos iniciais Fy, obtenha sucessivamente os conjuntos FE1, Es,- - -, através

da férmula:

Er1 = | Si(E) (2.8)

i=1

O conjunto F, gerado pelo processo recursivo acima, nao pode ser representado grafi-
camente ou através de um conjunto discreto de pontos. Os conjuntos FEi, Eo,---, sao
usados para aproximar o conjunto F' e cada Ej é denominado pré-fractal de nivel k ou

simplesmente pré-fractal k.

A Figura 2.5 mostra a construgdo de um fractal auto-afim, usando trés transformacoes

aplicadas a um quadrado inicial.

Uma importante aplicagao de conjunto auto-afins é a interpolacao fractal, a ser vista na

secao 2.5.1.

2.5 Graéficos de Fungoes Fractais

Seja f : [a,b] = R uma funcado cujo grifico é o conjunto:

G(f) =1 f(#):a <t <b} (2.9)

Se f possue derivada continua, entdao é possivel provar que dimg G(f) = 1. Entretanto,
algumas fungoes suficientemente irregulares apresentam um gréfico cuja dimensao de con-

tagem é superior a 1. Um exemplo bem conhecido é a funcio de Weierstrass:

ft) = i AG=2k gin(\Ft) (2.10)
k

=1
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Fig. 2.5 — Fractal auto-afim: (a) E; (b) E2 (¢) E3 (d) E4 (e) E5 (f) Es.
Para A > 1 el < s < 2, pode-se mostrar que dimp G(f) = s. Nas Figuras 2.6 e 2.7 estdo
alguns graficos da funcdo de Weierstrass para A = 1.5 e diversos valores de s.

2.5.1 Curvas Auto-Afins

Escolhendo adequadamente as transformacgoes afins, é possivel construir conjuntos auto-
afins que sejam gréificos de fungoes. Sejam Si,Ss,---,S,, transformacoes afins dadas

matricialmente por:
S; = + (2.11)

para cada 1 <¢<m, com 1/m < ¢; < 1.

Sejam p; = (0,b1/(1 — 1)) € pm = (1, (am + bm) /(1 — ) 08 pontos fixos de S1 e Sp,.

Supondo que os valores de a; e b; na transformacgdo dada pela equagao 2.11 foram escolhidos
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Fig. 2.6 — Fungdo de Weierstrass para A = 1.5 e: (a) s=1.1 (b) s =1.3.

de forma que:
Si(pm) = Sit1(p1), paral <i<m —1 (2.12)

Esta condicao garante que a unido dos segmentos S;(p1)S;(pm) forma uma curva poligonal.

O conjunto afim pode ser obtido através do seguinte processo recursivo: defina Fy = p1pm,

e obtenha recursivamente as curvas poligonais Ej, através da seguinte féormula:
m
E1 = Si(Ex) (2.13)
i=1

Considerando o fato de que as transformagoes afins usadas para gerar este conjunto, especi-
ficadas na expressao 2.11, transformam retas verticais em retas verticais e a faixa vertical
de 0 < ¢t <1 na faixa vertical de (i — 1)/m <t < i/m, em conjunto com a condi¢ao 2.12,

resulta que o conjunto obtido é o grifico de alguma funcio continua f : [0,1] — R.

Se F é a curva auto-afim obtida pelo processo acima, entdo (Falconer (1990)):

log(cy + -+ -+ ¢m)
logm

dimg F =1+ (2.14)

Na Figura 2.8 tem-se quatro transformagoes Si, S3, S3 e Sy com ¢ =co =c¢c3 = ¢4 =

0.75, a1 = a2 = 0.5, ag = a4 = —0.5, by =0, by = by = 0.5 e b3 = 1, resultando em um
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Fig. 2.7 — Fungdo de Weierstrass para A = 1.5 e: (a) s=1.5 (b) s =1.7.

fractal de dimensao 1.7925.

Uma aplicagdo importante de curvas auto-afins é a interpolagdo fractal. Sejam (i/m,z;),
para 1 < 7 < m, os pontos a serem interpolados por um fractal de determinada di-

mensao. Escolhendo as transformagoes 2.11 de modo que S; mapeia o segmento pip, no

segmento ((¢ — 1)/m,z;—1) (i/m, ;) para cada %, o conjunto auto-afim obtido com estas

transformagoes passa sobre os pontos dados com dimensao de contagem requerida.

A Figura 2.9 mostra a construgao de um fractal que interpola os pontos (0,0.2), (0.25,0.5),
(0.5,0.5), (0.75,1.0), (1.0,0.35) com dimensdo igual a 1.6315, para os valores de ¢; =
0.3,c2 = 0.5,¢c3 = 0.7 e ¢4 = 0.9. A Figura 2.9 (a) apresenta o poligono formado pelos
pontos a serem interpolados. Nas demais Figuras o mesmo poligono aparece em um tom

de cinza mais claro apenas para verificar a interpolacdo em cada etapa.

2.6 Gerando Fractais com Cadeias de Caracteres

Dentre os fractais auto-afins pode-se extrair um subconjunto de fractais cujos pré-fractais
sao constituidos por um nimero finito de segmentos de retas. Deste subconjunto destaca-
se as denominadas curvas fractais, cujo exemplo mais conhecido é a curva de Koch
(Figura 2.4 (b)). A geracdo destes pré-fractais pode ser realizada facilmente através

do método denominado sistema de Lindenmayer ou L-System. FKEste método, exposto

em Barnsley et al. (1988), descreve o fractal por meio de um axioma e um conjunto de
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(d) (e) (f)

Fig. 2.8 — Curva auto-afim: (a) E; (b) E3 (c) Es (d) Es (e) Es5 (f) Es.

regras, cada qual formado por uma cadeia de caracteres, mais um angulo de giro 6. O
pré-fractal de nivel 0 é o préprio axioma, enquanto que os pré-fractais dos demais niveis
sao obtidos pela substituicdo recursiva das regras na cadeia de caracteres que descreve o
pré-fractal de nivel anterior. Para obter a representacao grafica do pré-fractal é suficiente
um sistema grafico capaz de tragar um segmento de reta de tamanho fixo, na dire¢ao atual,
e cuja direcdo possa ser alterada por um angulo fixo, no sentido horario ou anti-horario.

A sintaxe dos caracteres usados pode ser vista na Tabela 2.2.

A Tabela 2.3 fornece varios exemplos de fractais especificados por meio do L-system. A
Figura 2.13 mostra cada um dos pré-fractais do fractal drvore 2, gerados de acordo com

as regras indicadas na tabela.
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TABELA 2.2 - SINTAXE DE CARACTERES PARA L-SYSTEM

Caracter

Funcao

A---7

representa uma regra
armazena posicao na pilha
restaura posicao da pilha

gira diregao em 6 graus

gira direcao em —6 graus

TABELA 2.3 - DEFINICAO DE FRACTAIS POR MEIO DO L-SYSTEM

Fractal Axioma Regras 0 Figura
Koch 1 A A = A-A++A-A 60° | 2.4 (b)
Koch 2 A+A+A+A A = A+A-A-AA+A+AA 90° 2.14
Sierpinsky 1 | A+A+A+A A = AA+A+A+A+AA 90° | 2.10 (a)
Sierpinsky 2 | XF-XF-X X = XF-XF-XF-FF 120° | 2.10 (b)
F —= FF
Peano X X = XFYFX+F+YFXFY-F-XFYFX | 90° | 2.11 (a)
Y = YFXFY-F-XFYFX+F+YFXFY
Hilbert X X = -YF+XFX+FY- 90° | 2.11 (b)
Y = +XF-YFY-FX+
drvore 1 F F — F[+F|F[-F|F 28° | 2.12 (a)
drvore 2 G G — GFX[+G][-C] 28° | 2.13
X — X[-FFF|[+FFF|FX
drvore 3 F F = FF+[+F-F-F]-[-F+F+F] 22° | 2.12 (b)
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(e) (f)

Fig. 2.9 - Interpolagao fractal: (a) Ey (b) Es (¢) E3 (d) Ey (e) Es5 (f) Fs.
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Fig. 2.10 — Fractais de Sierpinski: (a) Pré-fractal 4 de Sierpinski 1 (b) Pré-fractal 5 de
Sierpinski 2.
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Fig. 2.11 — (a) Pré-fractal 3 da curva de Peano (b) Pré-fractal 6 da curva de Hilbert.

Fig. 2.12 — (a) Pré-fractal 4 de drvore 1 (b) Pré-fractal 3 de 4rvore 2.
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Fig. 2.13 — Pré-fractais para arvore 2 de nivel: (a) 1 (b) 2 (¢) 3 (d) 4 (e) 5.

(a) (b)

Fig. 2.14 — (a) Gerador (b) Ilha quadrada de Koch.
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CAPITULO 3

METODOS NUMERICOS EM DINAMICA DOS FLUIDOS

Sejam ) uma regiao limitada e I' = 0N a fronteira desta regiao. O escoamento isotérmico
de um fluido viscoso incompressivel em um dominio bidimensional, é descrito pelas equa-
coes de Navier-Stokes e as condigoes de contorno:

0

Eg_*_ (@-V)i+Vp = vV2i, t>0 (3.1)
Vi = 0, t>0 (3.2)

A7,0) = @@, zcQ (3.3)

@ = wW#t), zel,t<0 (3.4)

sendo %(Z,t) e p(Z,t) a velocidade e a pressdo cinemdtica, respectivamente, no ponto Z no

instante ¢, enquanto que v é a viscosidade cinematica.

Considerando as seguintes varidveis adimensionais:

> T = i T P — Poo
L Uso L uZ, (3:5)
sendo L, U € poo valores de referéncia, as equagtes 3.1 e 3.2 tomam a forma
G+ (F-VT+VP = (V)20 (3.6)
ot " Re '
V-U =0 (3.7)

sendo que V corresponde ao operador V usando as variaveis adimensionais X e Re indica

o numero de Reynolds e é dado por:

Re = — (3.8)

A partir deste momento, as equacdes envolverdo apenas varidveis adimensionais, exceto
onde for indicado o contrario. Para simplificar a notacao, serdo usados os simbolos usuais

de posicao Z, velocidade i, pressdo p e tempo t.

Aproximagoes da solugao das equagoes 3.6 e 3.7 sdo, em geral, obtidas numericamente

através dos métodos de diferencas finitas ou de volumes finitos, que serdo vistos nas
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secoes 3.1 e 3.2, respectivamente. A principal dificuldade encontrada na resolucao destas
equagoes estd na falta de uma equacao de evolugio para a pressdo. O campo de pressao é
dado implicitamente pela equacdo da continuidade: se o campo de pressao dado esta cor-
reto, entdao o campo de velocidade % obtido por meio da equacao 3.6 satisfaz a equacao 3.7.
Por meio de algumas manipulagoes algébricas com as equagoes 3.6 e 3.7, como efetuado

em Platte (1998), obtém-se a equacdo de Poisson para a pressdo e a sua condigdo de

contorno:
Vp = V. L v i.va (3.9)
Re ’
Op R 1 _o ou,
et . = [ Z= . 1
o - Vp ReV U, (8t + - Vu, (3.10)

sendo 77 o vetor normal a I' = 992 e u, = i - 7.

Qualquer que seja 0 método numérico utilizado para resolver as equagoes 3.6, 3.7 e 3.9,
a seqiiéncia para obter uma aproximacao da solucdo destas equacoes, pode ser resumida,

nos passos descritos pelo algoritmo 3.1.

- Atribua g
- Obtenha pressao inicial py para o campo de velocidades iy
- Para cada iteragao, até atingir a condicdo de parada:

- Atualize 14

- Corrija a pressao

Algoritmo 3.1 — Calculo do escoamento incompressivel.

3.1 Diferencas Finitas

O método de diferencas finitas caracteriza-se pela discretizacao do dominio em um conjunto
finito de pontos, usualmente posicionados de forma estruturada, e pela transformacao da

equagao diferencial em uma equagao algébrica sobre o dominio discretizado.

Sejam f : R — R uma funcao diferenciavel e z1, ..., z, um conjunto de pontos distintos.

Denotando por f; = f(x;), as derivadas de f podem ser aproximadas por:

folw) =~ % (3.11)
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fit1 — fi1

folzi) =~ Ti1 — T (3.12)
folz) =~ f%fz_ll (3.13)
fralar) n T2t i (3.14)

Ti+1 — Ti—1
As aproximacdes da derivada primeira, dadas pelas equacoes 3.11, 3.12 e 3.13, sdo con-
hecidas, respectivamente, como diferenca avancada, diferenca central e diferenca para
trds. A equacdo 3.14 é uma aproximagcio para a derivada segunda de f, conhecida como
diferenca centrada. Estas aproximacgoes sdo usadas para associar a equacgao diferencial a
uma equacao algébrica, pela substituicdo das respectivas derivadas. A equagao algébrica
resultante, conhecida como equacdo de diferencas finitas, deve ser analisada sobre quatro

aspectos: consisténcia com a equagio diferencial, ordem, convergéncia e estabilidade.

A equacao de diferencas finitas é dita consistente com a equacao diferencial se a diferenca
entre as duas tende a zero quando a discretizacao espacial e temporal tendem para zero

independentemente.

A equacao de diferencas finitas é dita estdvel se produz uma solucdo limitada quando

aplicado & uma equacao diferencial que possua solucao limitada.

Um método de diferencgas finitas é dito convergente se a solucao da equacgao de diferencas
finitas se aproxima da solu¢do da equacgido diferencial quando a discretizacao espacial e
temporal se aproximam de zero independentemente. No caso de equaghes lineares, a
convergéncia pode ser garantida pela consisténcia e pela estabilidade, de acordo com o

teorema da equivaléncia de Lax (Hoffman (1992)):

Dado um problema de valor inicial linear bem-posto e uma aproximacao em
diferencas finitas que seja consistente, a estabilidade € uma condi¢do necessdria

e suficiente para a convergéncia.

Uma demonstracdo do teorema da equivaléncia de Lax pode ser encontrada em Gottlieb

e Orszag (1977).

A ordem de um método de diferencas finitas é a taxa pela qual o erro da solucao aproximada

de diferencas finitas se aproxima de zero quando o tamanho do espacamento da malha
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tende & zero.

TABELA 3.1 - METODOS DE DIFERENCAS FINITAS PARA A EQUACAO DE
DIFUSAO (Hoffman (1992)).

Método Consistente | Estabilidade Ordem
FTCS sim condicional O(At) + O(Az?)
Richardson sim instével O(A#?) + O(Ax?)
BTCS sim incondicional O(At) + O(Az?)
Crank-Nicolson sim incondicional O(At?) + O(Az?)
ADI sim incondicional | O(At?) + O(Az?) + O(Ay?)

TABELA 3.2 - METODOS DE DIFERENCAS FINITAS PARA A EQUAGAO DE
CONVECCAO (Hoffman (1992)).

Método Consistente | Estabilidade Ordem
FTCS sim instavel O(At) + O(Az?)
Lax nao condicional | O(At) + O(Az?) + O(AT“”;)

Upwind sim condicional O(At) + O(Ax)
Richardson sim condicional O(A#?) + O(Az?)
Lax-Wendroff(1 passo) sim condicional O(At?) + O(Az?)
Lax-Wendroff(2 passos) sim condicional O(At?) + O(Az?)
MacCormack sim condicional O(At?) + O(Az?)
BTCS sim instével O(At) + O(Az?)
Hopscotch sim condicional O(At) + O(Az?)

A Tabela 3.1 lista os principais métodos de diferencas finitas para a equacao da difusao
(ft = afyz), bem como a sua andlise com respeito a consisténcia, estabilidade e ordem. A
Tabela 3.2 mostra os principais métodos de diferencas finitas para a equagdo de convecgao
(ft + ufz = 0). A convergéncia de cada um destes métodos, para as equagoes citadas,
pode ser garantida pelo teorema da equivaléncia de Lax, quando o método for consistente

e estavel.
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3.2 Volumes Finitos

No método de volumes finitos o dominio 2 é subdividido em um numero finito de elemen-
tos, Q1,...,8Q,. Estes elementos sdo disjuntos dois a dois, exceto nas suas fronteiras, o

dominio §2 é totalmente coberto pelos elementos:

QUNQ; C %, k=i, (3.15)
n

U 2 0 (3.16)
=1

Cada um destes elementos tem, em geral, forma poligonal e serve como referéncia para
definir os pontos onde as propriedades serdao calculadas como, por exemplo, nos vértices
ou centros do poligono, bem como para a definir a regiao onde a equagao diferencial é
integrada. Esta regiao é denominada volume de controle do ponto onde a propriedade é

calculada.

As formas mais usadas para tais elementos sao retangular e triangular. Subdivisoes usando
tais formas serdo denominadas, respectivamente, como malha retangular e malha triangu-

lar.

As equagoes 3.6 e 3.7, para o caso bidimensional, podem ser reescritas da forma:

ou | B Op
e +V. (uu - EVU) = 5 (3.17)
ov | . Op

sendo @ = (u,v). Integrando as equagoes 3.17 e 3.18 nos volumes de controle V e W,

respectivamente, e aplicando o teorema, da divergéncia, obtém-se a forma integral:

ou 1 Op
—dVv +/ (uﬂ— —Vu) -fids = —/ —dV 3.19
1% at ;)% Re % 6.’E ( )

ov 1 dp
—dV +/ (Uﬁ— —V'u) -nids = —/ —dV 3.20
w Ot ow Re w 0y (3.20)

Para efetuar as integracoes nas equagoes 3.19 e 3.20, é preciso definir o tipo de elemento

S

para subdividir o dominio, bem como o posicionamento dos pontos de calculo das pro-
priedades. Outra questdo a ser abordada é o acoplamento entre a velocidade e a pressao,
ou seja, como obter o campo de pressao a partir de um campo de velocidades obtido pela

resolugao das equagoes 3.19 e 3.20. Isto serd feito na secao 3.2.2.
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3.2.1 Volumes Finitos em Malhas Retangulares

A malha quadrada é a mais simples de ser implementada e a mais rapida. A estruturacio
permite expressar as derivadas parciais de forma simples e a malha quadriculada facilita a
localizacdo dos pontos vizinhos, pois pode-se armazenar os valores em matrizes. A grande
desvantagem da malha quadrada é a sua baixa adaptabilidade & dominios de geometrias

complexas.

Para evitar problemas, tais como a nao conservacao de massa global, entre outros, é usual
utilizar-se malhas distintas para as velocidades e a pressdo, tal como ocorre na malha
alternada ou malha desencontrada, como pode ser visto na Figura 3.1.Neste trabalho, a

implementacao foi baseada na malha alternada.

j*3

]
]
]
]
]

]
i1
1

j+2 = S

.
|

Malhas:

(@)
O Pressdo
i1 5

O Velocidade v

]
i
]
B
1.

O O O O X Velocidade u
j = = = =
Volumes de Controle:
© © © © Pressdo
j-1 5 B B = B B8 Velocidade v
E Velocidade u
O O @) @) O
j-2 = = = 5 =
i-2 i-1 i i+1 i+2 i+3

Fig. 3.1 — Malha alternada.

Supondo que u se mantém constante no volume de controle e que a pressdo se mantém
constante nas respectivas faces deste volume, obtém-se uma equacgdo discreta para u da

seguinte forma:

uptt = At (Hi{j(u, v) — piﬂ'%ﬁf‘”) (3.21)
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sendo:

n
H} (u,v) = Y _/ it — —u) - d§ (3.22)
bJ ’ At )% Re

De modo semelhante, obtém-se a seguinte equacgao discreta para v:

Dij — Dij—1
v{f;fl = At (Hiz’j(u,v) - %) (3.23)
sendo:
H? (u,v) = Ui —/ vl — iVU -d§ (3.24)
%] ’ At )% Re )

Em cada ponto da malha da pressao, os campos de u e v, dados pelas equagoes 3.21 e 3.23,

devem satisfazer a equacao da continuidade, cuja discretizacdo é expressa por:

Yitl,j — Yij | YVij+1 = Vi
=0 3.25
Azx + Ay ( )

3.2.2 Acoplamento Velocidade-Pressao

A inexisténcia de uma equacgao de evolugao para a pressao em escoamentos incompressiveis
implica que o campo de pressao s6 pode ser obtida de forma indireta: um dado campo
de pressao é adequado se o campo de velocidades obtida das equacoes de movimento com

este campo de pressao satisfaz a equagao da continuidade.

3.2.2.1 Método de Chorin

Chorin desenvolveu dois métodos para tratar o problema do acoplamento velocidade-
pressao em escoamentos incompressiveis. O primeiro método é baseado no uso da com-
pressabilidade artificial. Neste caso as solugoes intermedidrias sao distorcidas e apenas a

solucao estaciondria corresponde ao escoamento incompressivel.

O segundo método de Chorin consiste na obtencdo de aproximagoOes iniciais para @ e
p, com sucessivas correcoes iterativas em cada intervalo de tempo. Dado o campo de

velocidades no instante de tempo ¢, seja @* = (u*,v*) a solugdo da equagido do movimento
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desprezando-se a pressao. Com algumas manipulagoes algébricas pode-se relacionar o valor

de 7 = (u,v), no instante ¢ + At, com a previsdo inicial @*, através das expressoes:

pu = pu*—At% (3.26)
pv = pU*—Atg—Z (3.27)

Chorin propoe o seguinte esquema iterativo para que a pressao satisfaca a equacao de

conservagao de massa:

pPt =pF —AD (3.28)

sendo D a aproximacao numérica da equacido de conservacdo da massa, A um parametro

de relaxacao e k o nivel iterativo dentro do intervalo de tempo.

Desta forma, o acoplamento velocidade-pressao através do método de Chorin pode ser

relacionado através do algoritmo 3.2.

Obtenha u*.
Corrija @ usando as equacgoes 3.26 e 3.27.
Calcule p através da equagao 3.28.

Repita os passos 2 e 8 até que a velocidade e a pressao
estejam dentro da precisao desejada.

5) Repita o processo para o proximo intervalo de tempo.

Algoritmo 3.2 — Método de Chorin.

3.2.2.2 Método SIMPLE

O método Semi Implicit Linked Equations ou SIMPLE, foi desenvolvido por Patankar e
Spalding (1972), baseado no método de Chorin. Por simplifica¢ao, o método serd aplicado
a uma malha retangular bidimensional, mas ele é aplicivel a outros tipos de malhas,

constituindo o método basico para malhas ndo estruturadas.
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Sejam p* a melhor estimativa da pressao disponivel e 4* = (u*,v*) a solu¢ao das equa-

coes 3.21 e 3.23 usando p* como campo de pressao, ou seja:

p’!‘ . _pi“ .
%jZA%WWmM—iﬁjig (3.29)
. - p’.“. . — p%‘, i1

Subtraindo as equacoes 3.21 e 3.23 das equacoes 3.29 e 3.30 e desprezando ! as diferencas

ug; — u; jeuvt— v} ;, obtém-se as equagoes de correcao da velocidade:
b 9, 3,

0,57
Ui = U?’j—At%%zjm (331)
Pij ~ Pij—
szqﬁ—mA%le (3.32)
sendo: p = p—p* (3.33)

Substituindo as equacoes 3.29 e 3.30 na equacao 3.25, obtém-se uma equacdo de Poisson

para p', na forma discreta:

* * * *
: Uip1, — Ui Vi1 — Yij
v2pi’j — +1, sJ +1,7 5J (3.34)

AtAzx AtAy

sendo:

! ! 7 ! 7 !
_ Piv15— 2pi,j +pi—1,j n Pijy1— 2pi,j +pi,j—1

Vi = TR (a)? (-39

A partir da equacgao 3.34 é possivel calcular p' e, desta forma, corrigir u, v e p usando as
equagoes 3.31, 3.32 e 3.33. Por questoes de convergéncia, é comum adotar-se um fator de

sub-relaxacdo na correcao da pressao, ou seja:

p=p"+ap (3.36)

Portanto, o0 método SIMPLE pode ser descrito através dos passos indicados pelo algo-

ritmo 3.3.

'O método SIMPLE Consistente ou SIMPLEC segue raciocinio anilogo, sem desprezar as diferencas

citadas.
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1) Estimar os campos de velocidade e pressao.

2) Calcule (u*,v*) através das equagoes 3.29 e 3.30.

3) Encontre p' usando a equagdo 3.3/.

4) Calcule (u,v) usando as equagdes 3.31 e 3.32.

5) Calcule p através da equagdo 3.33 ou 3.36.

6) Repetir o processo com u,v,p a partir do passo 2, até

obter convergéncia.

Algoritmo 3.3 — Método SIMPLE.
Adaptado de Maliska (1995).

3.2.2.3 Método SIMPLER

O método SIMPLE Revisado ou SIMPLER (Patankar (1980)) apresenta uma nova forma
de calcular a pressdo p, de modo a conseguir uma convergéncia mais rapida e segura. As

equacoes 3.21 e 3.23 podem ser escritas como:

u?jl = ’(Aj,z',j - Atpii’j _Aii_l’j (337)
ot = - AN R 1 _Azi’jfl (3.38)

Substituindo as equacoes 3.37 e 3.38 na equacao 3.25, obtém-se uma equacdo de Poisson

para p, na forma discreta:

Uit1,j — Uiy | Vig1j — iy
v2 — Z+ s »J 5] 5] 3.39
Pij AtAz AtAy (3:39)

sendo V2pi,j dado pela equacgao 3.35, substituindo p’ por p.

A equacgao 3.39 permite calcular a pressao p, apds obter as velocidades seguindo os

primeiros passos do método SIMPLE. O método SIMPLER est4 descrito no algoritmo 3.4.

66



Estimar os campos de velocidade e pressao.
Calcule (u*,v*) através das equagdes 3.29 e 3.30.

Encontre p' usando a equacdo 3.34.

)
)
)
4) Calcule (u,v) usando as equacgdes 3.31 e 3.32.
) Calcule 4 e .
) Encontre p, resolvendo a equacao 3.39.

)

Repetir o processo com u,v,p a partir do passo 2, até
obter convergéncia.

Algoritmo 3.4 — Método SIMPLER.
Adaptado de Maliska (1995).

3.2.2.4 Método PRIME

O método Pressure Implicit Momentum Ezplicit ou PRIME (Maliska (1995)) utiliza a
equagao 3.39 para obter a pressao e usa-las para corrigir a velocidade, tornando desneces-
sario a obtencdo do campo p’, usado nos métodos SIMPLE e SIMPLER para corrigir a

velocidade. O método PRIME estd descrito no algoritmo 3.5.

Estimar os campos de velocidade e pressao.

Calcule 4 e D.

Corrija as velocidades usando as equacoes 3.37 e 3.38.

Repetir o processo com u,v,p a partir do passo 2, até
obter convergéncia.

)
)
3) Encontre p, resolvendo a equacgdo 3.39.
)
)

Algoritmo 3.5 — Método PRIME.
Adaptado de Maliska (1995).
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3.2.2.5 Método Velocidade-Pressao

Seguindo Gresho e Sani (1987), Claeyssen et al. (1999) ou Bravo et al. (1999), podemos
obter uma equacao de Poisson discreta para a pressao. Substituindo as equacgoes 3.21
e 3.23 na equagao 3.25 e rearranjando adequadamente os termos, obtém-se a equagao

discreta para a pressao:
V2pij =V - H; j(u,v) (3.40)

sendo H; ;(u,v) = (Hz{j(u,v),H-Qj(u,v)).

2,

Esta equacdo é aplicdvel nos pontos interiores da malha da pressiao, ou seja, se i =
0,1,...,Nej=0,1,.., M, entao a equagao 3.40 é vilida para i =1,...,me j =1,...,m,
comn=N—1em = M — 1, resultando em um sistema linear Ap = b, sendo A uma
matriz de ordem (m x n) x (m x n), singular. Este sistema pode ser resolvido de diversas

formas, gerando diversos métodos de correcao da pressao, descritos na sec¢ao 3.3.

1) Atribua o campo de velocidade inicial e as condigoes
de contorno.

2) Calcule o campo de pressao inicial.
3) Calcule (u™tt,v" 1) através das equagdes 3.21 e 8.23.

4) Encontre p™t! resolvendo o sistema linear da
equacao 3.40.

n+1 ,,n+1 . n+l
7U ?

5) Voltar ao passo 8, usando u p" Tt para o
prorimo passo de tempo, até atingir o critério de
parada estabelecido.

Algoritmo 3.6 — Método Velocidade-Pressao.

3.2.3 Volumes Finitos em Malhas Triangulares

A malha triangular sugerida por Patankar (1980) consiste de uma malha M, triangular
inicial para a pressao que é subdividida para gerar uma malha M, refinada para a veloci-

dade. Esta subdivisao ¢ efetuada da seguinte forma: para cada tridngulo da malha M,

68



gera-se quatro tridngulos da malha da velocidade, sendo um deles formado pelas arestas

ligando os trés pontos médios do tridngulo original e os outros trés sdo formados pelas

arestas ligando dois pontos médios e um dos vértices (ver Figura 3.2 (a)). As vantagens

obtidas com o uso de um posicionamento desencontrado para as malhas quadradas sao

garantidas através deste artificio.

Fig. 3.2 — (a) Malha de velocidade (b) Volume de controle.

Os volumes de controle de cada vértice, em qualquer das malhas, é o ”median-dual”, ou

seja, as arestas do volume de controle de um vértice v em um tridngulo T' é dado pelos

segmentos de reta que unem o baricentro do tridngulo aos pontos médios dos lados do

tridngulo que passam pelo vértice v, como pode ser visto na Figura 3.2(b).

Sejam V,, o volume de controle do vértice v e F,, as faces deste volume de controle. As

equagoes 3.17 e 3.18, podem ser reescritas como:

+1 L"
Uy, t ( v Av)

+1 A LZ]’?/
ntl = At HY - 2

com:

fer, I €
P 1
H = X _— /(’uu——VU) i yds
At Av fe f €
P
o [ P
Ve (9:15

69

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)



oP
= —d 4

sendo A, a drea do volume de controle V, e 7y o vetor normal a face f € F,. Para a

integracdo no tempo considera-se u e v constante no volume de controle.

As integrais em H;' e H) podem ser aproximadas como se segue:

1 1
Ul — —Vu) fipds & (uﬁ'— —Vu>
/f ( Re Re my
/ P —Vy)-figds ~ (vi- —V 7S (3.48)
f v e v)-fipds = VU e v ” pSs .

sendo my e Sy, respectivamente, o ponto médio e o tamanho da aresta f.

-ﬁfo (3.47)

Para calcular u, v, P e suas derivadas no ponto médio, supondo uma variacao linear
entre os vértices de cada tridngulo da malha. Assim, se v1 = {z1,y1}, v2 = {z2,y2} €
vy = {x3,y3} sdo os vértices do tridngulo, nos quais a os valores da propriedade sdo ¢1,p2

e ¢3, respectivamente, entdo o valor da propriedade em (z,y) serd dado por:

d(z,y) = ax+ Py + (3-49)

sendo:

(y2 —y3) b1 + (y3 — y1) b2 + (y1 — y2) b3

a = ; (3.50)
g - st —;3) bs+ (22— 21) b3 -
v = (z2ys — z3y2) 1 + (z3y1 —pr3$1) P2 + (z1y2 — 1172) ¢3 (3.52)
Y = T1ys + Toys + T3Y1 — Y1T2 — YaT3 — Y3T1 (3.53)

Obtém-se ainda, para todo ponto (z,y) interior ao tridngulo, que:

2(z,y) =a 2 () = B (3.54)

Para calcular ID” e I}Y, define-se A, como o conjunto dos tridngulos da malha da velocidade
adjacentes ao vértice v, ou seja, o conjunto dos tridngulos da malha que possuem v como

um dos seus vértices. Seja também ger(A) o tridngulo da malha da pressdo que gerou o
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A. Desta forma, obtém-se:

o= Y a4, (3.55)
AEA,

o= )" prera,, (3.56)
AEA,

sendo A) , a drea do volume de controle do vértice v no tridngulo A. Denotando por A, ,

Avy € Ayy 0s Vértices de um tridngulo A, as equacoes acima podem ser reescritas como:

15 = 3 (1P, + 02 rera, + @5Paer(ey ) Ar (3.57)
AEA,

= Z (ﬂlpger(/\)vl + ﬁQPger(/\)yz + /83Pger(/\)v3) Axy (3.58)
AEA,

ou simplificadamente como:

T = Y ap, (3.59)
PEVD

o= > B,P (3.60)
pEV)

Seja V, o volume de controle da malha da pressao associada ao vértice v € V,. Para
relacionar a velocidade com a pressao, a equagao da continuidade 3.2 deve ser integrada
sobre o volume V,,. Conforme pode ser visto na Figura 3.3 (a), o volume engloba diversos

tridngulos da malha da velocidade.

v=v 1

Fig. 3.3 — (a) Volume de controle (b) Tridngulo adjacente & v.

Supondo a variacao linear da velocidade nos tridngulos da malha da velocidade, obtém-

se derivadas parciais constantes em cada tridngulo. Desta forma, a parte do volume de
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controle sobre um tridngulo adjacente a4 v na malha da pressao pode ser dividida em duas

partes, A1 e As, onde as derivadas parciais da velocidade sdo constantes.

Seja A, o conjunto dos tridngulos da malha da pressio adjacentes ao vértice v. Para cada
A € A, define-se )\, e A, como os tridngulos da malha da velocidade, gerados de A, que

sao, respectivamente, adjacente & v e central (formado pelos pontos médios) de A. Assim:

gz dV 3 ((agv + 6 ) Ay, + % (e + 53°)> =0 (3.61)

AEAy

sendo Ay, e A), as dreas dos tridngulos A\, e A.. Usando os vértices indicados na

Figura 3.3(b) e as relagoes:

o)y = a’\”uvl + oz,,mluvm1 + avm Uy (3.62)
0= Borvey + B Vo, + B, Vo, (3.63)
osz = aﬁfnluvml + aﬁfnz Uy, + 0‘1)1‘::;3“%3 (3.64)
B = B vur + B Vuy + B vu, (3.65)
a equacao 3.61 pode ser reescrita de modo genérico como:
> (potiy + oyvy) =0 (3.66)

v

sendo os coeficientes ¢, e g, sao obtidos acumulando o coeficiente (para cada vértice) em

cada um dos tridngulos adjacentes.

Definindo 0V, = {v € V,|v é ponto da fronteira}, a equagio acima toma a forma:

Z (‘Pvuv + O'vIUv) = - Z ((pvuv + Uv'Uv) (367)

’U¢8Vu vEIV,
Para os vértices que nao estao sobre a fronteira, valem as equacoes 3.41 e 3.42. Substituindo
estas equagoes na equacao 3.67 e isolando os fatores contendo os valores da pressao, obtém-

se:

1
> (@Il +ouIY) = B (3.68)
v¢dV, v
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sendo:

1

B = A Z (Pouy + ouvy) + Z (poH,f + 0y H))) (3.69)
vEOV, vgoVy

Substituindo as equacoes 3.59 e 3.60 na expressao acima, obtém-se:

> 6,P,=B (3.70)
PEVD
sendo:
1 —v
b= Y - (g + ) 57)
vg¢OVy

Seja w € V), o vértice cuja pressao deve ser atualizada. A equacao de atualizacao iterativa

é definida por:

1
plk+D) — - (B ~ 34, PD -3 9pP,£k)) (3.72)

p<w p>w

3.3 Métodos de Corregao da Pressao

Qualquer que seja o tipo da malha utilizada, a equagao de Poisson para a pressao, dada
por 3.9, quando discretizada, se reduz a um sistema linear Ap = b, sendo A uma matriz
de ordem (m x n) x (m X n), singular. A resolucio deste sistema linear singular pode
ser feita de duas formas principais: atribuindo um valor fixo para a pressao em um dos
pontos e resolver o sistema linear nao singular resultante, ou entao resolvendo o problema

de minimizagdo equivalente, usando a decomposi¢ao em valores singulares da matriz A.

De acordo com o algoritmo 3.1, um método para obtencido da pressao se faz necessario
em dois momentos: na obtencado da pressao inicial e em cada iteracdo de tempo, para a

correcao do campo de pressao.
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3.3.1 Meétodos Iterativo e de Passo

Para o método de Gauss-Seidel, define-se as matrizes B = (b;;) e C = (¢;;), sendo:

i ge g < g 0 sei < i
bij = ot ! e cij= N =7 (3.73)
0 sei>j — i ge >

Qi

e a equacao de iteracdo do sistema linear por:

p"tt=Bp"tl 4+ Cp",  Vn (3.74)

A variacao relativa na iteragdo n + 1 do método é dada por:

+1 _ +1
Var"™ = max {Varp*'} (3.75)
sendo a variacdo relativa da k-ésima componente do vetor p"t! dada por:
n+1 n
P Py n
| se Pk #0
n+1
= 1 .
Vark 1 se sz =0e pz-l- 7£ 0 (3 76)
0 se pp = pzﬂ =0

Seja ky o indice do elemento do vetor p cujo valor é fixo. Os passos para a resolucao do

sistema linear Ap = b pode ser resumido através do algoritmo 3.7.

- Dado € > 0, ndmero real, e Np,qz, nimero inteiro
- Dado p° aprozimacdo inicial
- Repita:

- Faga pj 7" = poo

- Calcule p"*! usando a equacao 3.7/

- Calcule Var™t! usando a equacdo 3.75

- Até que Var™t < e oun+1= Nyz

Algoritmo 3.7 — Resolugao de Ap = b usando método iterativo.
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Em geral, tem-se um valor pequeno para ¢ (valor tipico: ¢ = 107%), enquanto que Ny,qq,

que especifica o niimero méximo de iteracdes, é alto (tipicamente 10°).

A correcgio da pressdo nas iteragoes de tempo, baseada no algoritmo 3.7 com N, elevado,
é denominada método iterativo de corre¢ao da pressao. De acordo com Bravo (1997, 1999)
e Claeyssen et al. (1999) sao vidveis simulagbes nas quais, a partir da pressao inicializada,
a correcao da pressao em cada iteracao de tempo é feita usando uma unica iteracdo do
sistema linear, ou seja, Npqr = 1. Tal método é conhecido como método de passo unico.
Como o sistema linear é resolvido em um unico passo, o valor da pressao apresenta uma
forte oscilagao nas iteragoes de tempo iniciais, préximo ao valor obtido usando o método
iterativo. Apds um grande nimero de iteragoes de tempo, o valor obtido com o método
de passo unico reduz a oscilacao, se aproximando da solucdo para o método iterativo
(Platte et al. (1998)). A grande vantagem do método de passo dnico é a diminuicdo
do tempo necessario para realizar toda a simulacao, com relacdo ao método iterativo.
Métodos intermediarios entre o de passo tinico e o iterativo sao alternativas vidveis para
reduzir a oscilagdo na pressao e manter o tempo gasto na simulagao em um limite razoavel,
destacando-se os método de passo cinco, com Ny, = 5, € 0 método de passo dez, com
Nz = 10. As oscilagoes de p(0.5,0.5) para tais métodos podem ser vistas na Figura 3.4,

para as 1000 primeiras iteracoes de tempo.

A Tabela 3.3(a) exibe os tempos gastos para cada método, depois de inicializada a pressio,
para realizar 25000 iteracoes de tempo em uma malha quadrada formada por 40 x 40
pontos, intervalo de tempo At = 0.001, nimero de Reynolds Re = 400 e € = 10~ como

variagdo maxima para os métodos iterativo, passo cinco e dez.

Dos métodos acima, o método iterativo é o que apresenta uma melhor aproximacao da
solucao, ao custo de um tempo de cdlculo maior. O método de passo tinico apresenta mel-
hor desempenho com relagao ao tempo gasto, mas o resultado obtido tem maior oscilagao
no inicio. Os outros métodos apresentam um desempenho intermediirio entre o tempo

gasto e a oscilagao na solugao.
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Fig. 3.4 — Evolugdo de P(1/2,1/2) com os métodos de corregio da presséo.

TABELA 3.3 - TEMPO DE CPU NO CALCULO DA: (a) SIMULACAO TOTAL
(b) PRESSAO INICIAL

Método | Tempo (min.)

Iterativo 8.13
Passo tnico 1.55
Passo cinco 2.15

Passo dez 2.35
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Método Tempo (min.)
Iterativo 2.65
Valores Singulares 0.50
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3.3.2 Meétodo Usando Decomposi¢ao em Valores Singulares

Geralmente um sistema linear cuja matriz de coeficientes é singular, ou numericamente
préoxima de uma matriz singular, apresenta grandes dificuldades de resolu¢do por meio
de métodos tradicionais, tais como a eliminacao gaussiana, decomposicao LU, entre out-
ros. Para este caso a decomposi¢cdo em wvalores singulares é uma técnica adequada. Em
particular, este método pode ser aplicado & matriz singular de coeficientes do sistema lin-
ear obtido pela discretizacdo da equacgdo de Poisson para a pressao, cujos detalhes estao

descritos em Campos Velho e Claeyssen (1992) e Campos Velho (1992).

Seja A uma matriz de ordem M x N. A decomposi¢do em valores singulares assegura que
existem matrizes ortogonais U e V, respectivamente de ordens M x M e N x N, e uma

matriz diagonal W, de ordem M x N, tal que:
A=U-W.VT (3.77)

A decomposi¢ao em valores singulares pode sempre ser feita, qualquer que seja a matriz
A, além desta decomposigao ser unica, a menos de permutacoes das colunas de U e de V
e dos elementos w; da diagonal de W, e de combinacdes lineares de colunas de U e de V

cujos elementos correspondentes de W sejam iguais.
Se A é uma matriz quadrada inversivel, entdo a inversa pode ser facilmente calculada e é
dada por:

Al=v.W.u"T (3.78)
sendo W = W~! uma matriz diagonal cujos elementos sio as reciprocas dos elementos
correspodentes de W.

Quando A é uma matriz quadrada singular, tem-se que um ou mais elementos de W sao

nulos. Para este caso, define-se W = (W;,5) da equacao 3.78 como:

0 sei#j
Wij = g sei=jew;#0 (3.79)

0 sei=jew; ;=0
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Seja A - x = b e X tal que:

Xx=V.-W- (U".b) (3.80)

Se o sistema for compativel, entdo A - X = b e X é a menor solucdo possivel, no sentido

que:

x*<|x*, Vx | A-x=b (3.81)

No caso de sistemas incompativeis, X nao pode ser solucao do sistema linear, mas é a

solugdo mais préxima possivel, no sentido que minimiza o residuo r = |A - x — b|.

A aplicagdo da decomposicdo em valores singulares para a resolugdo do sistema linear
A - p = b, resultante da equagao da pressao, apresenta trés caracteristicas diferentes dos

métodos iterativos.

A primeira diferenca é que a equacdo de atualizacdo para cada valor de p, descritas de
forma tinica pela equagao 3.74, podem ser construidas apenas quando necessério, ou seja,
nao é necessario manter a matriz A. Para a decomposicdo em valores singulares, estas
equagoes sao resolvidas conjuntamente, sendo necessario manter 3 matrizes (A, U e V),
cada uma delas com (m x n)? elementos. Este fato pode tornar proibitivo o uso do método

para malhas muito refinadas.

A segunda diferenga é que a decomposicdo em valores singulares e a resolugao do sis-
tema por meio da equacao 3.80 requer um tempo fixo em qualquer iteracdo de tempo da
simulacdo, enquanto que no método iterativo as iteragoes do sistema linear se reduzem a
unidade ap6s o periodo inicial da simulagdo. Na Tabela 3.3(b) tem-se o tempo de CPU
necessario para o calculo da pressio inicial usando os métodos iterativo e de decomposicao
em valores singulares. Para obter estes resultados, foi usada a biblioteca LAPACK, de-

scrita em Anderson et al. (1992), que implementa a decomposi¢ido em valores singulares.

Uma, terceira caracteristica a ser destacada é que o método iterativo requer a atribuicao
de um valor fixo para a pressio em um ponto escolhido. Nao existem critérios para o

valor atribuido, nem para a posicdo do ponto. No método da decomposicdo em valores
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singulares esta escolha nao é necessaria, pois o0 método retorna a menor solugao possivel,

no sentido descrito pela equacao 3.81.

3.4 Escoamentos Nao Isotérmicos

A inclusao da temperatura T no modelo matemético que descreve o escoamento pode ser
feita através de algumas propriedades termodinamicas dos fluidos. O principio da Con-
servacdo da Energia fornece uma equacido de energia com uma constante de difusividade

térmica « , dissipacao viscosa negligencidvel e uma fonte de calor ¢™:

T
%—t +@-VT = aV?T + g™ (3.82)

O principal efeito da temperatura sobre um fluido resulta do fato de que variagoes na
temperatura ocasionam variagoes na densidade do fluido. A incorporacido dos efeitos da
temperatura resultam em equacgdes ndo lineares de dificil tratamento. Para simplificar

esta incorporacao é comum usar-se a aproximacao de Boussinesq:

e densidade é constante exceto no termo de empuxo;
e todas as outras propriedades do fluido sao consideradas constantes;
e dissipacao viscosa é desprezada.
Sob estas condicoes as equacoes do movimento, para o caso bidimensional, podem ser

escritas como:

0
Poo (—ﬂ'—i- (@ - V)ﬁ) +Vp = pV%i+p(T)g (3.83)

Vi =0 (3.84)

sendo § = (gz, gy) a gravidade. A maior simplificacdo da aproximacao de Boussinesq supde

uma variacao linear entre p e T :

P(T) = poo (1 = B(T(z,y) — Teo)) (3.85)
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sendo po, a densidade de referéncia, 8 = —19p  coeficiente de expansio térmica e T a
) 0 0T p 0o

temperatura de referéncia. Desta forma, as equagoes 3.82, 3.83 e 3.84 podem ser reescritas

como:
%—f +@-VI = aoV*T +q™ (3.86)

Poo (%ﬂ (- vm) +Vp = uV%i+po(1—B(T(z,y) —Ts)§)  (3.87)

V- = 0 (3.88)

Uma solugdo exata para o caso v = p% = «, obtida por Wessel, é apresentada por

Ames (1995). Esta solucdo, bem como a sua verificagdo, pode ser vista no apéndice A.

Considerando as seguintes varidveis adimensionais:

Tz _ u Ul P—Po L .,
r= — u = — t = — _= m —
L Uoco L P poougo ! TAtoo
_ vy _ v = T —-Ty
V=7 VT PeIsF Ta

obtém-se as equacoes de Navier-Stokes para o escoamento nao isotérmico usando varidveis

adimensionais:
oT 1
= = T — 2 m .
En +u-V RePrV T+q (3.89)
Eu—k(u-V)u—l—Vp = EVU—I—(I—ﬁT)g (3.90)
Vi =0 (3.91)

sendo que as barras sobre os simbolos foram eliminados para simplificar a notacao e Pr é

o numero de Prandtl e é dado por:

(3.92)

Uma outra adimensionalizagdo das equagoes 3.86, 3.87 e 3.88 pode ser obtida considerando

as seguintes varidaveis adimensionais:

L _ ot L*(p — _ L
E:E ﬂ:—u t:—a2 p= (P — Poo) qm = m
L o L 2 poo TAUso
_ Yy _ v — T —Ty
y=1 U B=TapB Ta



Desta formas, as equacoes de Navier-Stokes para um escoamento ndo isotérmico nestas
varidveis adimensionais podem ser expressas por:

ou ou Ou Op 9
g Lt L9 _p )
3t+u8m+vay+8m rVu (3.93)

ov ov Oov Op

i gv ov , op _ 2
5 + Us + 'uay + ay PrV*v + RaPrT (3.94)
ou v

sendo que as barras sobre os simbolos foram eliminados para simplificar a notacao e Ra

representa o nimero de Rayleigh e é dado por:
Ra = Pr Gr (3.96)

com o niimero de Grashof sendo dado por:

_ |g|BTAL?
=S

Gr (3.97)

Usando as equagoes 3.8, 3.96 e 3.97 pode-se obter uma relaciao entre o nimero de Rayleigh

e o nimero de Reynolds, dada por:

_ 19|BTAL

2
Uso

Ra Pr(Re)? (3.98)

Se u,T,p e t representam os valores de u,v,p e t na segunda adimensionalizacdo, entao:

7 = (RePr)u (3.99)
7 = (RePr)v (3.100)
7 = (RePr)’p (3.101)
t = Retpr (3.102)

Neste trabalho, as simulacoes nao isotérmicas serdao simuladas através das equacoes 3.89,
3.90 e 3.91, mantendo o mesmo pardmetro base (Re) das simulagbes isotérmicas. Os
resultados correspondentes a segunda adimensionalizacao feita (equagdes 3.93, 3.94 e 3.95)
podem ser obtidos através das equacoes 3.99, 3.100, 3.101 e 3.102, respectivamente para
os campos de velocidade u e v, de pressao p e para o tempo t. O nimero de Rayleigh

associado pode ser obtido através da equacao 3.98.
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3.5 Malhas para Dominios Fractais

Para calcular o escoamento de um fluido viscoso num dominio fractal ou, de modo geral,
em um dominio complexo, é necessirio a definicdo precisa do interior do dominio e de
suas fronteiras. Devido & esta complexidade, a candidata natural para estes dominios sdo
as malhas nao estruturadas, em particular de elementos triangulares. Entretanto, tais
malhas requerem uma estrutura de dados sofisticada para ser armazenada e especificada,
resultando em um maior custo computacional devido a uma maior necessidade de memoria

e a um maior tempo gasto na busca de informagoes.

Por outro lado, as malhas estruturadas, em particular as quadradas, possuem uma estru-
tura de dados trivial e imediata, com praticamente nenhum custo adicional de memdria
e o tempo de busca de informacoes é praticamente nulo. Entretanto, tais malhas nao
apresentam a mesma flexibilidade das malhas nao estruturadas no que diz respeito a sua
adaptabilidade aos dominios complexos. Mas, como pode ser visto na se¢ao 3.5.2, tais

malhas podem ser alternativas interessantes, sob determinadas condicoes.

TABELA 3.4 - DEFINIGAO L-SYSTEM PARA A FRONTEIRA FRACTAL

Axioma: +FFFFF+FFFFF+FFFEFFE
Regra: F — F+F-F-FF+F+F-F
0: 90°

A malha miltipla procura quebrar a complexidade do dominio subdividindo-o em partes,
de modo que ele possa ser especificado através de diversas malhas simples. O uso de uma
malha multipla seria uma forma de contornar a dificuldade de adaptar malhas estruturadas

4 um dominio complexo.

Na Figura 3.5 estao diversos pré-fractais, gerados a partir das especificacbes dadas na
Tabela 3.4, que servirao para ilustrar os diversos aspectos da especificagao de um dominio
complexo por meio de uma malha, e como dominio para diversas simulacoes que serdao
realizadas. Com respeito ao fractal descrito na Tabela 3.4, observa-se que a regra é a
mesma utilizada para a ITha Quadrada de Koch (Figura 2.14). Entretanto, para restringir

o fractal & uma regido préxima a parede da cavidade original, utilizou-se o artificio de
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subdividir cada lado da cavidade em um ntumero fixo de partes. No caso do fractal da

Tabela 3.4, o axioma original para a cavidade, dado por +F + F' + F', foi sudividido em 5

— —

partes.

(c) (d)

Fig. 3.5 — Cavidade usando pré-fractais de nivel: (a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3.

3.5.1 Malhas Nao Estruturadas

As malhas nao estruturadas, em particular as malhas triangulares, se apresentam como
candidatas naturais para as cavidades fractais, devido ao fato de que os pré-fractais usados

na fronteira destas cavidades sao linhas poligonais. A Figura 3.6 mostra um exemplo
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de malha triangular para a cavidade fractal 2, gerada através do software easymesh

(Niceno (1999)).

it

SV
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N

Fig. 3.6 — Malha triangular para cavidade fractal 2.

3.5.2 Malhas Estruturadas

O uso de malhas estruturadas, em particular, de malhas quadradas para dominios frac-
tais se baseia na exclusao de um determinado nimero de células que nido pertencem ao
dominio. Esta exclusdo é feita por meio de uma matriz de indicadores, semelhante ao
realizado por Ramos (1997), exceto que para facilitar a implementagao no método de vo-
lumes finitos, foram usados indicadores especificos para as células de fronteira, indicando
0 seu posicionamento com relacdo ao interior do dominio. Desta forma, exclusoes situadas
no interior da malha podem ser tratadas da mesma forma que as exclusoes situadas na

borda.

Sejam € o dominio e ¢;; a célula da malha na posicdo (7,7). A matriz de indicadores
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A = (a;;) é dada por:

0 sec;; ¢9Q
se ¢;j € 1 — 0N}

—

seci;i €E0Nec_1: &0
aij = 4 " 1 ¢ (3.103)

secij €E0Neciy1; ¢Q

se ¢;j € o e Cij—1 ¢ Q

[ S N Z I V]

seci; €0Necijt1 ¢

3.5.3 Malhas Compostas

As malhas quadradas apresentam como grandes vantagens a ficil implementacao e a rapi-
dez, devida a sua estruturagido. Entretanto, uma desvantagem apresentada é a baixa
adaptabilidade & dominios complexos. Por outro lado, as malhas triangulares se adaptam
com bastante facilidade a tais dominios, mas por serem nao estruturadas, requerem uma
estrutura de dados mais complexa, ocasionando uma elevacdo do tempo necessirio para

executar a simulacao.

A proposta das malhas compostas é unir as vantagens de ambos os tipos de malhas, de
forma a obter uma malha adaptavel e a0 mesmo tempo, rapida. Nas regioes do dominio
que apresentam geometria complexa é utilizada uma malha triangular, enquanto que nas

demais regioces utiliza-se uma malha estruturada (quadrada).

O uso de malhas de tipos diferentes d4 origem a regioes de fronteira entre estas malhas,
onde é necessario realizar, de alguma forma, a unido destas malhas, de modo que os
valores das propriedades calculadas em uma das malhas possam ser repassados a outra,
nesta regiao. Esta uniao pode ser realizada de duas formas: unido pontual e unidgo por

sobreposicao.
3.5.3.1 Uniao Pontual
A unido pontual consiste em coincidir os pontos de cdlculo das propriedades na fronteira

de ambas as malhas, de modo a obter um volume de controle tinico, com partes em ambas

as malhas (Figura 3.7).
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Volume de Controle
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Fig. 3.7 — Uniao pontual.

Fronteira de unido

Este método apresenta algumas desvantagens. Para coincidir os pontos de calculo das
propriedades deve-se usar uma malha co-localizada nos vértices, em ambas as malhas,
dando origem aos problemas anteriormente citados. Além disso, este tipo de unido é
possivel apenas quando a fronteira ocorre entre duas malhas de tipos distintos. Nao seria
possivel fazer coincidir os pontos para duas malhas quadradas com densidades diferentes.
Rai (1986a) e Rai (1986b) mostram um esquema conservativo para diferencas finitas, que

nao requer interpolacoes.

3.5.3.2 Uniao por Sobreposicao

A unido por sobreposi¢cdo consiste em usar malhas cobrindo regides um pouco maiores,
de modo que uma das malhas sobreponha a outra em uma pequena parte do dominio.
Desta forma, os valores das propriedades de uma malha sao obtidos por interpolacao na
outra malha (Figura 3.8). Isto evita os volumes de controle entre as duas malhas. Além
disso, torna-se possivel fazer a unido entre quaisquer dois tipos de malhas, com qualquer
posicionamento das propriedades. Este esquema de unido de malhas é conhecida por malha
chimera (Benek et al. (1985)). As grandes vantagens deste método sdo a simplicidade e
a possibilidade de alterar uma das malhas sem alterar as outras. A grande desvantagem
é o uso de interpolagoes bidirecionais ndo conservativas na regiao sobreposta. Wright e

Shyy (1993) propdem um esquema conservativo de interpolacdo, mas de dificil aplicacdo
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para o caso tridimensional.

Fig. 3.8 — Unido por sobreposicao.

Como alternativa para os métodos conservativos, Kao e Liou (1995) propoem transformar
malhas do tipo chimera em unides pontuais, através do seguinte processo: as malhas
estruturadas usadas sdo reduzidas até que nao haja intersecdo entre elas, e as regioes do
dominio nao cobertas pelas malhas reduzidas sdo preenchidas com uma malha triangular
nao estruturada, de modo a produzir um perfeito casamento na fronteira das malhas
reduzidas. A Figura 3.9 ilustra a transformagcao, sendo que a em (a) mostra-se o dominio
a ser coberto, em (b) mostra-se a malha chimera usando duas malhas estruturadas, em (c)
tem-se o primeiro passo da transformagdo (sem sobreposi¢do) e em (d) a malha final com

o vazio preenchido com uma malha triangular.

Outra transformagio de malhas chimera em pontuais foi sugerida por Wang (1995), através
da eliminacao da regiao sobreposta de uma das malhas e pelo cédlculo do valor das pro-
priedades de interesse sob os diversos tipos de malhas estruturadas. Estes exemplos estao

apresentados em Doescher et al. (2000a).

3.5.3.3 Desempenho de Malhas Mistas

Evidentemente, a unido de duas malhas implica em um custo computacional adicional.
Torna-se necessario investigar o quanto deste custo computacional adicional compromete
o desempenho final da malha resultante, ou seja, verificar se a uniao de malhas permite
uma melhora de desempenho com relagdo a malha triangular simples. Os resultados a

seguir também estdo descritos em Doescher et al. (2000b, 2001a).
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(c) (d)

Fig. 3.9 — Transformacao malha chimera para pontual.

Para realizar estes testes utilizou-se nove malhas mistas, com o formato da Figura 3.10,
onde a &rea coberta pela malha triangular variaram de 10% & 90%. Além disso, a malha
quadrada simples foi usada como 0% e a tringular simples como 100%. O nimero de
pontos para a malha quadrada foi escolhido de modo a garantir Az = 0.025 e Ay = 0.025.
Para a malha triangular foi utilizada a malha Patankar, de modo que o niimero de vértices

para a malha da velocidade fosse cerca de 1600 pontos para a malha 100% triangular.

Para sobreposicao foi usada uma faixa de 0.04 de largura. Foi considerado um tempo total
de simulagdo de 25 segundos, para um intervalo de tempo de At = 0.001, com nimero
de Reynolds Re = 400. Na Figura 3.11 pode-se ver os tempos gastos (em segundos) na
inicializagdo da pressdo através do método iterativo. A Figura 3.12 mostra os tempos

gastos (em segundos) na simulacao.

Pode-se observar na Figura 3.12 que o tempo da malha mista é inferior a malha triangular
simples para os casos em que a malha triangular ndo ocupe mais do que 70% da &4rea
total da cavidade. O melhor desempenho é obtido com 20% da drea ocupada pela malha
triangular gastando, aproximadamente, 25% do tempo necessdrio para a malha triangular

simples.
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Fig. 3.10 — Malha mista usada para teste de desempenho.
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Fig. 3.11 — Tempo gasto (em segundos) na inicializagdo da pressdo.
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Fig. 3.12 — Tempo gasto (em segundos) na simulagio.

3.6 Critérios de Convergéncia para a Pressao

Nesta secao é desenvolvido uma condicao suficiente para satisfazer a condicao de com-
patibilidade em malhas nao estruturadas. Estes resultados sdo também apresentados

em Doescher et al. (2001a).

De acordo com Roache (1976), a solugdo da pressao em um escoamento isotérmico é
obtida da equagdo de Poisson para a pressdo (equagdo 3.9) com a condi¢do de Neumann
(equagdo 3.10). Abdallah (1987) mostra que a solucdo da equagdo de Poisson existe se
uma equagao de compatibilidade é satisfeita. Esta condi¢ao relaciona o termo heterogéneo
da equacao de Poisson com a condi¢do de contorno de Neumann e é conhecida como

identidade de Green:

/ / Vip dQ = / P dl (3.104)
Q r

Seja a decomposi¢io do dominio Q = {; | i=1,2,---,N}. Integrando a equagio 3.9
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sobre 2 obtém-se:

m m
> / Vipd =) / H d9; (3.105)

e impondo a identidade de Green em ambos os lados desta equacao:

m

Z Vp-fi; ds = Z/ (3.106)

o o

Para as arestas internas, a integral aparece duas vezes em sentidos opostos, cancelando-se.
Logo, se Ar é o conjunto das arestas sobre a fronteira I, a equagdo acima pode ser expressa

CcOomo:

/Vp g ds = /H g ds (3.107)
a€Ar a€Ar

Considerando a aproximacao fa F. g ds ~ L, (ﬁam . ﬁa), sendo L, o tamanho da aresta

e a,, o ponto médio da aresta, a condi¢ao de compatibilidade fica reduzida a:

> La(Vpan -7ia) = . La (Ha, - i) (3.108)

aEA[‘ aEAF

ou ainda:

3L, [(Vpam - Ham) -ﬁa] =0 (3.109)

a€Ar

Para que esta igualdade seja sempre satisfeita, é suficiente impor a seguinte condigio:

Vpa,, - fta = H,

am

Ay , Va€Ar (3.110)

3.6.1 Condicao de Compatibilidade

Uma boa maneira de se avaliar o procedimento de discretizagdo em um método de volume

finito é verificar a condicao de compatibilidade, através da equacao 3.104, definindo:

Ce :/ V2p dQ—/pn dr’ (3.111)
Q I
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As Figuras 3.13 e 3.14 mostram a evolugdo de C¢ na inicializagdo da pressao para as
seguintes malhas: quadrada, triangular (conforme definida na se¢ao 3.2.3), triangular com
a velocidade nos vértices e a pressdo no centro e para a malha triangular co-localizada nos

vértices. Foi considerado Re = 400, At = 0.001 e cerca de 1600 vértices.

T T T T T T 0.5 T T T T T
04 -
0.4 R
0.2 - 0.3 |
8} (8}
8 0 g o2 —
-02 | olr ]
O - 4
-0.4
. . . . . . 01 . . . . .
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Numero de Iteragbes Numero de Iteragbes

(a) (b)

Fig. 3.13 — Condicdo de compatibilidade: (a) malha quadrada (b)Triangular (se¢do 3.2.3).
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Fig. 3.14 — Condigio de compatibilidade: (a) Triangular Vértice-Centro (b) Co-localizada

nos vértices.

3.7 Definicoes e Algoritmos Utilizados nas Simulagoes Numéricas

As se¢Oes anteriores mostram as vantagens e desvantagens dos diversos métodos numéricos,
tipos de malhas e metédos de correcao da pressdo. Para este trabalho propoem-se realizar

as simulagoes numéricas sob as seguintes condigoes:

e Método numérico: serd usado o método de volumes finitos.

92



e Malha utilizada: pela implementagdo mais simples, maior rapidez, satisfacdo imedi-
ata da condicdo de compatibilidade, as simulacoes serdo realizadas em uma malha

estruturada retangular desencontrada.

e Método de correcdo da pressao: O acoplamento velocidade-pressao serd realizado

através do método velocidade-pressao descrito na secao 3.2.2.5.

O sistema linear singular resultante serd resolvido através do método de passo
cinco, que apresenta uma melhor relagao entre o custo computacional e uma maior
estabilidade inicial na pressdo, exceto para obter o campo de pressao inicial, quando

serd usado o método iterativo.

e Método de integracdo no tempo: A integracdo do tempo serd feita supondo que as
derivadas em relagdo ao tempo no volume de controle, o que equivale ao método de

Euler avancado.

e Indicadores para os resultados: Os possiveis indicadores de escoamento estao rela-

cionados na se¢ao 3.7.1

3.7.1 Indicadores da Dindmica do Escoamento

Para analisar as alteragdoes no comportamento de um escoamento pela modificagao da geo-
metria do dominio, é necessario especificar indicadores capazes de refletir tais alteracoes.
Estes indicadores devem permitir caracterizar uma determinada propriedade em todo o
dominio simultaneamente, ou sob a forma de uma medida global, que podem filtram

pequenas alteragoes locais.

A comparacao de diversos escoamentos entre si pode ser realizada por meio da visualizacao
do fluxo ou de sua quantificagdo por meio de valores numéricos. Goodrich et al. (1990)
aborda as principais formas de visualizacdo e de medida do escoamento, para o caso
bidimensional. Na n-ésima iteragao de tempo e no k-ésimo ponto da malha, @} = (u},v})
representa o campo de velocidades, pi! a pressao, ¥} a funcao corrente, (' a vorticidade e

&, a energia cinética.
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3.7.1.1 Visualizacao de Escoamentos

A visualizagdo de escoamentos por meio de graficos das diversas propriedades permite
realizar uma comparacao em todo o dominio. As formas de visualizacio, mais encontradas

na literatura, para escoamentos em dominios bidimensionais sao:

1) Superficie da fungdo corrente.

2) Linhas de contorno da funcdo corrente.

3) Vetor velocidade.

4) Superficie da energia cinética.

5) Linhas de contorno da energia cinética.

6) Superficie da vorticidade.

7) Linhas de contorno da vorticidade.

8) Vetor gradiente de pressio.

9) Superficie da temperatura (escoamento nao isotérmico).

10) Linhas de contorno da temperatura (escoamento nao isotérmico).

3.7.1.2 Medidas de Escoamento

As medidas de escoamento quantificam numericamente o escoamento de forma local ou

global. As principais medidas de escoamento em um dominio bidimensional sdo:

1) Valor da funcdo corrente em um ponto.
2) Valor da velocidade em um ponto.
3) Valor da energia cinética em um ponto.
4) Valor da vorticidade em um ponto.

5) Valor da temperatura em um ponto (escoamento ndo isotérmico).
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6) Variagao global da fungao corrente por iteragao de tempo, dada por:

i [V — v

(3.112)
S [vE
7) Méximo e minimo da funcdo corrente.
8) Variagdo global do campo de velocidades por iteragdo de tempo, dada por:
n+1 n n+1 n
— + —
Zk) (‘uk n:j:l;i-| |’Uf;+1 Uk|) (3.113)
ok (™ + g ™)
9) Energia cinética total no dominio 2, dada por:
E,(@,9) = / |@|” d€ (3.114)
Q
10) Energia cinética média no dominio Q, dada por
" 1 2
<E (4,Q)>=— [ |ud]"dQ (3.115)
Aq Ja
sendo que Aq representa a drea do dominio 2.
11) A méxima aceleracao, dada por:
-n+1l _ —n
e 4 NTE TR (3.116)
kgon At
12) A enstrofia no dominio Z; (Huang e Driscoll (1994)):
1 2
Zo=— [ (=dS2 (3.117)
Aq Ja
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CAPITULO 4

ESCOAMENTOS EM DOMINIOS FRACTAIS

4.1 O Problema da Cavidade

O problema da cavidade consiste no escoamento de um fluido viscoso sobre uma cavidade,
conforme ilustrado na Figura 4.1. Este é um problema bem conhecido e muito utilizado
como problema teste para avaliar técnicas ou métodos numéricos na resolucao das equagoes

de Navier-Stokes.

% %
/ /
/ /
/ /
% 7
Z 7
I

Fig. 4.1 — Problema da cavidade.

O escoamento do fluido sobre uma cavidade induz um escoamento no interior da mesma,
devido ao movimento de cisalhamento sobre o fluido na parte superior da cavidade. O
problema consiste em determinar este comportamento induzido. Embora este seja um
problema simples, ele tem aplicagbes praticas. Mestayer et al. (1995) usaram o problema
da cavidade para simular a influéncia de uma parede de calor no escoamento e dispersao
de poluentes dentro de vales formados por prédios. Além disso, a grande quantidade de
resultados publicados sobre o problema, tais como em Platte (1998), Ghia et al. (1982),
Goodrich et al. (1990), Gustafson e Halasi (1986), o torna um importante problema teste
que pode ser usado para validar os programas desenvolvidos, bem como referéncia para

comparar com os resultados obtidos para dominios complexos.

97



4.2 Indicadores do Escoamento

Dentre os indicadores e medidas do escoamento apresentados na secao 3.7.1, a energia
cinética média foi utilizada como parametro para indicacdo do estado estaciondrio, bem
como para comparar os resultados obtidos entre as diversas cavidades. Considerando uma
malha retangular cujos pontos sao igualmente espagados por Az e Ay nas dire¢des = e ,
respectivamente, e o posicionamento de malha alternada para o campo de velocidade, a

equacao 3.115 pode ser discretizada como:

o 1
<E.(1,Q)> = m Z Ec(zi,yj) AzAy (4.1)
(24,9;)€Q
1
= N—Q ; gc(xiayj) (4'2)
(w¢=1;i)€9

sendo Ng o nimero de células da malha retangular que pertencem ao dominio Q e £.(z;, y;)

é a energia cinética no centro da célula (7, j) da malha, que pode ser expressa por:

2 2
Ui j + Uit1,j Vi + Vi j
Ec(xz’y‘]) — ( 1] 2 Z"’l;]) _l_ ( %] 2 Zy]"'l) (43)

Para determinar o estado estacionario do escoamento, adotou-se como critério de parada

a variacao relativa da energia cinética média entre duas iteragGes consecutivas, ou seja:

<E, (@",Q)> - <E, (@™,Q) >
<E, (1), Q) >

<e (4.4)

sendo @™ o campo de velocidades na n-ésima iteracio de tempo e & uma constante

pequena. Nas simulacoes realizadas adotou-se ¢ = 10~° para a variacio relativa maxima.

4.3 Escoamentos Isotérmicos

As simulagbes numéricas dos escoamentos isotérmicos foram realizadas usando o método
de volumes finitos com correcdo de pressao de passo cinco. As simulacgbes para a cavidade
quadrada e para o fractal de nivel 1 foram realizadas com malhas de dimensdes 100 x 100
e 400 x 400, enquanto que para fractal de nivel 2 foi usado apenas a malha de dimensao
400 x 400, devido ao fato que a malha 100 x 100 é demasiadamente grosseira para descrever

os detalhes do fractal de nivel 2.
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Fig. 4.2 — Condigao de contorno para a velocidade: (a) cavidade (b) fractais.

Devido ao alto custo computacional das malhas nao estruturadas e a nao estabilidade do
c6digo para malhas retangulares refinadas localmente, optou-se por realizar as simulacgoes
numéricas usando o método de volumes finitos sobre uma malha retangular alternada,
usando correcao de pressao de passo cinco. O campo de pressao inicial foi obtido itera-
tivamente. Para o nimero de Reynolds utilizou-se varios valores entre 10 e 6000. Um
resumo das simulacoes isotérmicas realizadas pode ser visto nas Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 para
a cavidade quadrada, a cavidade fractal 1 e a cavidade fractal 2, respectivamente. Este
resumo consiste no niimero de Reynolds (Re), no passo de tempo (At), na energia cinética
média no estado estacionario (< E.>g) e no tempo total de simulagao (7y) para atingir o

estado estacionario.

A Figura 4.3 (a) mostra uma comparagdo entre o valor de u(%,y), ou seja, a velocidade
horizontal do escoamento na linha central da cavidade, obtido pelo programa desenvolvido
para o escoamento isotérmico com Re = 400, e os resultados da obtidos dos trabalhos
de Platte (1998), usando o método de Euler-Lagrange, e de Ghia et al. (1982),usando o
método da vorticidade. Na Figura 4.3 (b), a mesma comparagio é feita para o valor de

v(z,3). Apenas os valores de Ghia et al. (1982) sdo usados, pois os valores de v(z,3)
nao estavam disponiveis em Platte (1998). As Figuras em 4.4 e 4.5 exibem a mesma

comparacao para Re = 1000 e Re = 5000, respectivamente.
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Fig. 4.5 — Comparagao do escoamento isotérmico para Re
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Outra questdao importante a ser considerada é a variacao de < E. >g com o aumento de
densidade da malha utilizada. A Figura 4.6 mostra a variacdo de < E, >g em funcgao
do niimero de pontos da malha em uma das diregoes. Para estas simulagoes adotou-se

Re = 1000, At = 0.00075 e o nimero de pontos da malha variando entre 10 e 500.

0.09

0.08

0.07

0.06

<Ec>g

0.05

0.04

003 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Numero de pontos

Fig. 4.6 — Variagao de < F, >g com a dimensao da malha.

De acordo com a Figura 4.6 existe uma diferenca significativa na energia cinética média
final entre as malhas 100 x 100 e 400 x 400. Desta forma, nao é aconselhdvel utilizar os
resultados para a cavidade quadrada e a cavidade fractal 1, obtidos com malhas 100 x 100,
para comparar com os resultados da cavidade fractal 2 que, para ser adequadamente
representada, necessita de malhas 400 x 400. Por outro lado, a partir de malhas 300 x 300,
a variacao de < F, >g é muito pequena. Assim, os resultados obtidos para malhas 400x400,
servirao para comparar com malhas de densidades maiores, necessarios para os pré-fractais

de nivel maior do que 2.

A Figura 4.7 mostra a evolugao da energia cinética média < F. > final em fun¢do do niimero
de Reynolds para a cavidade quadrada (cavidade) e para as cavidades com fronteira pré-

fractal de nivel 1 (fractal 1) e de nivel 2 (fractal 2).
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Fig. 4.7 — Energia cinética média (isotérmico).

A comparacdo da energia cinética final entre as cavidades pode ser feita por meio da

variacao absoluta, expressa por:

Vee =<E.>p, — <E.>p, (4.5)

sendo que Fj pode ser a cavidade quadrada ou a cavidade fractal 1, enquanto que F5 pode
ser a cavidade fractal 1 ou a cavidade fractal 2. A variagdo absoluta da energia cinética

média final entre duas cavidades é dada por:

<E.>p — <E:>pF
<E.>p

Vee = (4.6)
A Figura 4.8 mostra a variacdo absoluta da energia cinética média entre a cavidade e
os dois pré-fractais, bem como entre os dois pré-fractais. A Figura 4.9 exibe a variacao
relativa para os mesmos casos, e mostra que, para 400 < Re < 4000, a variacao relativa

entre a cavidade e o fractal 1 se mantém praticamente constante (variacao na faixa de

16.65% & 17.26%).
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O mesmo ocorre quanto a variacao relativa entre os pré-fractais de niveis 1 e 2 para valores
de 400 < Re < 4000, com a variacdo relativa de < E. > entre as cavidades pré-fractais se
mantendo na faixa de 4.8% a 5.22%. Estes resultados estao apresentados em Doescher et

al. (2001b) e em Doescher et al. (2002).

TABELA 4.1 - RELACAO DAS SIMULACOES ISOTERMICAS PARA A CAVIDADE

Reynolds At <E.>g T
10 0.000012 | 6.71264-10 92 | 7.5
50 0.000063 | 6.73285 - 10792 | 15.0
100 0.000125 | 6.88535-10792 | 40.0
150 0.000188 | 7.17138 - 10792 | 40.0

200 0.000250 | 7.45509 - 1092 | 50.0
300 0.000375 | 7.87175-107°2 | 60.0
400 0.000500 | 8.15366 - 10~°2 | 100.0
500 0.000625 | 8.35810- 10792 | 100.0
600 0.000750 | 8.51301 -107%2 | 150.0
700 0.000875 | 8.63464 - 107°2 | 175.0
800 0.001000 | 8.73280-107%2 | 125.0
900 0.001125 | 8.81309 - 10~°2 | 200.0
1000 0.001250 | 8.88037-107%2 | 150.0
1100 0.001250 | 8.93710-107°2 | 175.0
1200 0.001500 | 8.98552 - 10792 | 200.0
1300 0.001625 | 9.02725 - 10792 | 200.0
1400 0.001500 | 9.06325 - 10792 | 225.0
1500 0.001500 | 9.09476 - 10792 | 225.0
1600 0.001250 | 9.12215 - 10792 | 250.0
1700 0.001250 | 9.14654 - 10792 | 275.0
1800 0.001250 | 9.16814 - 10~°2 | 300.0
1900 0.001250 | 9.18730 - 10-°2 | 300.0
2000 0.001250 | 9.20445 - 10792 | 325.0
2500 0.001000 | 9.26706 - 10792 | 400.0
3000 0.001000 | 9.30468 - 10792 | 475.0
3500 0.001000 | 9.32757 - 10~°2 | 550.0
4000 0.001000 | 9.34109 - 10~°2 | 650.0
4500 0.001000 | 9.34808 - 107°2 | 725.0
5000 0.001000 | 9.35048 - 10792 | 825.0
5500 0.001000 | 9.34936 - 10~°2 | 900.0
6000 0.000750 | 9.34559 - 10792 | 975.0

Como a energia cinética média é uma medida sobre todo o dominio, ndo é possivel, apenas
com esta informacgao, observar que sub-regiao do dominio é responsavel pela diminuicao
de < E. > ao introduzir os pré-fractais na fronteira. Para tanto, é necessario observar a

energia cinética sobre alguns pontos do dominio. Nas Figuras 4.10 (a) e (b) pode-se ver
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TABELA 4.2 - RELACAO DAS SIMULACOES ISOTERMICAS PARA A CAVIDADE
FRACTAL 1

Reynolds At <E.>g Ty
10 0.000012 | 5.70491 -10792 | 5.0
50 0.000063 | 5.73176 - 107°2 | 15.0
100 0.000125 | 5.83771-10792 | 30.0
150 0.000188 | 6.03839 10792 | 75.0
200 0.000250 | 6.25199 - 10792 | 75.0
300 0.000375 | 6.57651 - 10792 | 75.0
400 0.000500 | 6.79604 - 10~°2 | 75.0
500 0.000625 | 6.95533-10792 | 75.0
600 0.000750 | 7.07638 - 10792 | 125.0
700 0.000875 | 7.17133 - 10792 | 150.0
900 0.001125 | 7.31060 - 10~°2 | 200.0

1100 0.001250 | 7.40732 -107°2 | 200.0
1200 0.001500 | 7.44507 - 10792 | 225.0
1300 0.001625 | 7.47768 - 10~°2 | 250.0
1400 0.001500 | 7.50602 - 10792 | 225.0
1500 0.001500 | 7.53074 - 10792 | 225.0
1600 0.001250 | 7.55247 - 10~°2 | 200.0
1700 0.001250 | 7.57163 - 10~°2 | 200.0
1800 0.001250 | 7.58863 - 10~°2 | 200.0
1900 0.001250 | 7.60377 - 10~°2 | 200.0
2000 0.001250 | 7.61733-107%2 | 175.0
2500 0.001000 | 7.66799 - 10~°2 | 375.0
4000 0.001000 | 7.77436 - 10792 | 625.0
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TABELA 4.3 - RELACAO DAS SIMULACOES ISOTERMICAS PARA A CAVIDADE
FRACTAL 2

Reynolds At <E.>g T
10 0.000012 | 5.48811-10"°2 | 5.0
100 0.000125 | 5.60474 - 10792 | 30.0
200 0.000250 | 5.97327-10792 | 75.0
400 0.000500 | 6.46226 - 10792 | 75.0
600 0.000750 | 6.71423 - 10792 | 100.0
700 0.000875 | 6.80042 - 10792 | 125.0
800 0.001000 | 6.87048 - 10792 | 125.0
1000 0.001250 | 6.97817 - 10792 | 150.0
1100 0.001250 | 7.02082 -107%2 | 175.0
1200 0.001500 | 7.05765 - 10792 | 225.0
1400 0.001500 | 7.11922 - 10~°2 | 200.0
1500 0.001500 | 7.14521-10792 | 225.0
1600 0.001250 | 7.16878 - 10792 | 225.0
1700 0.001250 | 7.19027 - 10792 | 250.0
1800 0.001250 | 7.21008 - 10792 | 250.0
1900 0.001250 | 7.22836 - 107%2 | 275.0
2000 0.001250 | 7.24539 - 10792 | 250.0
2500 0.001000 | 7.31415-107°2 | 375.0
3000 0.001000 | 7.36092 - 1092 | 450.0
3500 0.001000 | 7.38912-107%2 | 525.0
4000 0.001000 | 7.40121-107°2 | 575.0
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Fig. 4.8 — Variacdo absoluta da energia cinética média (isotérmico).

oito pontos escolhidos, sendo quatro proximos ao centro da cavidade e quatro proximos a
fronteira, respectivamente na cavidade quadrada e na cavidade fractal 2. As coordenadas

dos oito pontos estao na Tabela 4.4.

TABELA 4.4 - COORDENADAS DOS PONTOS PARA CALCULO DE VALORES

pOl’ltO Z; Y;
1 | 0.20 | 0.20
pe | 0.20 | 0.80
ps | 0.35 | 0.35
ps | 0.35] 0.65
ps | 0.65 | 0.35
ps | 0.65 | 0.65
pr | 0.80 | 0.20
ps | 0.80 | 0.80

As Figuras 4.11 (a) & (h) mostram a energia cinética £, em cada um dos pontos, para
as cavidades quadrada e fractais, em funcdo do nimero de Reynolds. Observa-se que os
valores da energia cinética nas cavidades fractais nao sofrem alteragao, quando comparados

com o mesmo ponto na cavidade quadrada, nos pontos ps, ps, pe € ps (Figuras 4.11 (b), (d),
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Fig. 4.9 — Variacao relativa da energia cinética média (isotérmico).

(f) e (h), respectivamente). Nos pontos p; (Figura 4.11 (a)) e py (Figura 4.11 (g)), ocorre
uma diminuicdo significativa do valor de &£, nas cavidades fractais quando comparadas
com a cavidade quadrada, enquanto que nos dois tltimos pontos, ps (Figura 4.11 (c)) e
ps (Figura 4.11 (e)), o valor de &, para as cavidades fractais é um pouco maior do que na

cavidade quadrada.

Desta forma, conclue-se que a diminuigao de £, ocorre na regido inferior das cavidades

fractais. Além disso, ocorre um aumento de £, na regiao centro-inferior das cavidades.

4.3.1 Graficos da Vorticidade

A anilise da variagdo da energia cinética média entre os trés tipos de cavidades fornece um
pardametro global, isto é, sobre todo o dominio do problema. Este tipo de resultado pode
filtrar pequenas alteracoes locais. Para estabelecer a existéncia ou nao destas alteracgoes
torna-se necessdrio a visualizacdo da superficie da propriedade em estudo. No caso do
escoamento isotérmico, a vorticidade ¢ é uma das propriedades interessantes para serem
verificadas, o que sera feito a seguir. Algumas outras propriedades, para os mesmos valores

do nimero de Reynolds, podem ser vistos no apéndice C.
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Fig. 4.10 — Pontos para célculo de valores na cavidade: (a) quadrada (b) fractal 2.

Nas Figuras 4.12 (a) e (b) observam-se as superficies de vorticidade para Re = 10 e
Re = 400, na cavidade quadrada. As isolinhas para estas superficies podem ser vistas
nas Figuras 4.13 (a) e (b), respectivamente. As superficies e as respectivas isolinhas da

vorticidade para Re = 1400 e Re = 5000 estao nas Figuras 4.14 e 4.15.

As isolinhas escolhidas, tanto para a cavidade quadrada quanto para as cavidades fractais

foram -7, -3, 0, 3, 10 e 20.

4.4 Escoamentos Nao Isotérmicos

As simulagbes numéricas dos escoamentos ndo isotérmicos foram realizadas usando o
método de volumes finitos com correcao de pressao de passo cinco. As simulacoes para a
cavidade quadrada e para o fractal de nivel 1 foram realizadas com malhas de dimensoes
100 x 100 e 400 x 400, enquanto que para fractal de nivel 2 foi usado apenas a malha de
dimensao 400 x 400, devido ao fato que a malha 100 x 100 é demasiadamente grosseira para
descrever os detalhes do fractal de nivel 2. Para alguns valores do nimero de Reynols,
foram realizadas simulagoes usando malhas de dimensées 500 x 500 e 600 x 600, para as
cavidades fractais, com finalidade de verificar a estabilidade da solucao com o aumento
do tamanho da malha. Com respeito as condicoes de contorno da velocidade tem-se duas

situacoes possiveis: convec¢ao natural, com velocidade nula em todos os lados e o escoa-
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Fig. 4.11 - Energia Cinética £, na simulagao isotérmica para o ponto: (a) p1 (b) p2 (c) p3

(d) pa (e) ps (f) ps (g) p7 (h) ps.
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Fig. 4.14 — Superficie de vorticidade na cavidade: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. 4.15 — Isolinhas da vorticidade na cavidade: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. 4.16 — Superficie de vorticidade na cavidade fractal 1: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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Fig. 4.17 — Isolinhas da vorticidade na cavidade fractal 1: (a) Re = 10 (b) Re = 400.

Vorticidade Vorticidade

50
40

50
40

D

l,lllllllllllllllll[l"’d

(a) (b)
Fig. 4.18 — Superficie de vorticidade na cavidade fractal 1: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.

112



i i i T e ! ig%g;ﬁ% EEEEERT
0.8 - i X{T E%J 0.8 / QX;
“, ¥ % ?Zé i X;i
0.6 P 0.6

%
B e

04 0.4

0.2 0.2

-0.2 ——+-7 %—%—x -3 *—*—* 0 - -0.2 ——+-7 %—%—x -3 *—*—* 0 -
5883 == ul0 69020 588 3 == u]0 69020

-0.4 1 1 1 1 1 1 -0.4 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 4.19 — Isolinhas da vorticidade na cavidade fractal 1: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. 4.20 — Superficie de vorticidade na cavidade fractal 2: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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(a) (b)
Fig. 4.21 — Isolinhas da vorticidade na cavidade fractal 2: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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Fig. 4.22 — Superficie de vorticidade na cavidade fractal 2: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. 4.23 — Isolinhas da vorticidade na cavidade fractal 2: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.

mento do fluido ocorre devido unicamente & diferenca de temperatura; conveccdo forcada,
onde a velocidade de pelo menos um dos lados é nao nula, sendo que o escoamento ocorre

devido ao movimento induzido no fluido, bem como pela diferenca de temperatura.

No caso da cavidade, a condi¢ao de contorno da temperatura foi estabelecida da seguinte
forma: T} para o lado superior e para o lado direito, T, para o lado esquerdo e variagao
linear da temperatura, entre T, e T}, para o lado inferior, conforme pode ser visto na
Figura 4.24 (a). No caso dos dominios fractais, o R? foi subdividido em quatro regides
delimitadas pelas retas que passam pelas diagonais da cavidade quadrada. Para cada
ponto da fronteira foi atribuido uma temperatura de acordo com a regidao a que o ponto
pertence. Assim, os pontos da fronteira nas regioes R; e R3 receberam valor T},. Os pontos
na regidao Ro receberam 7, como valor para a temperatura, enquanto que os pontos na
regiao R4 receberam um valor proporcional entre T, e T}, de acordo com a abscissa do

ponto. Estes detalhes estdo resumidos na Figura 4.24 (b).
4.4.1 Convecc¢ao Natural
Para o caso da convecgao natural tem-se u(x,y) = v(z,y) = 0, Vo € 09, sendo Q2 o

dominio do problema. As simulagbes numéricas foram realizadas usando o método de

volumes finitos sobre uma malha deslocada e estruturada (quadrada), usando correcdo de
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Fig. 4.24 — Condigao de contorno para a temperatura: (a) cavidade (b) fractais.

pressdo de passo cinco. O campo de pressao inicial foi obtido iterativamente. Adotou-se
B = 3.52-1073, T, =0°C = 273K, Tj, = 20°C = 293K, ¢™ = 0 e Pr = 0.72, com o
nidmero de Reynolds variando entre 10 e 6000. Um resumo das simulagdes nao isotérmicas
realizadas pode ser visto nas Tabelas 4.6, 4.7 e 4.9 para a cavidade quadrada, a cavidade

fractal 1 e a cavidade fractal 2, respectivamente.

No caso da adimensionalizac¢ao usando o niimero de Rayleigh (ver se¢ao 3.4), a equagao 3.98

pode ser expressa por:

Ra ~ 0.503Re? (4.7)

A Tabela 4.5 mostra os valores do niimero de Rayleigh e das varidveis correspondentes,
sendo que u, U, P e t representam os valores de u, v, p e t na adimensionaliza¢io usando o

nimero de Rayleigh.

A Figura 4.25 mostra a evolugdo da energia cinética média < E. > final em fungao do
nimero de Reynolds para a cavidade quadrada (cavidade) e para as cavidades com fron-
teira pré-fractal de nivel 1 (fractal 1) e de nivel 2 (fractal 2). A partir desta Figura pode-se
concluir que a energia cinética média diminui com o aumento do nivel de fractalizacao da

fronteira. A Figura 4.26 mostra a variacdo absoluta da energia cinética média entre a
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TABELA 4.5 - RELAGAO ENTRE AS ADIMENSIONALIZACOES NO
ESCOAMENTO NAO ISOTERMICO

Re Ra ) v P t

10 50 72u | 7.2v 52p 1.39-10 ¢
50 | 1.26-10% | 36u 36v | 1.3-10%p | 2.78 - 10 %¢
100 | 5.03-10% | 72u 72v | 5.2-10%p | 1.39-10 %
150 | 1.13-10* | 108w | 108v | 1.2-10%p | 9.26 - 1073¢
200 | 2.01-10* | 144w | 144v | 2.1-10%p | 6.94-1073¢
300 | 4.53-10* | 216w | 216v | 4.7-10%p | 4.63 - 1073¢
400 | 8.05-10* | 288u | 288v | 8.3-10%p | 3.47-1073t
500 | 1.26-10° | 360u | 360v | 1.3-10%p | 2.78 - 1073¢
600 | 1.81-10° | 432u | 432v | 1.9-10°p | 2.31-1073¢
700 | 2.46-10° | 504w | 504v | 2.5-10%p | 1.98 .10 3t
800 | 3.22-10° | 576w | 576v | 3.3-10%°p | 1.74-1073¢
900 | 4.07-10° | 648u | 648v | 4.2-10%p | 1.54-1073¢
1000 | 5.03-10° | 720w | 7200 | 5.2-10%°p | 1.39-1073¢
1100 | 6.09-10% | 792u | 792v | 6.3-10%p | 1.26 - 1073¢
1200 | 7.24-10° | 864u | 864v | 7.5-10%p | 1.16 - 10~ 3¢
1300 | 8.50-10° | 936w | 936v | 8.8-10%p | 1.07-1073¢
1400 | 9.86 - 10° | 1008w | 1008v | 1.0 - 10%p | 9.92 - 10~ 4¢
1500 | 1.13-10°% | 1080w | 1080v | 1.2-10%p | 9.26 - 10~*¢
1600 | 1.29-10° | 1152w | 11520 | 1.3 -105p | 8.68 - 10~%¢
1700 | 1.45-10°% | 1224w | 12240 | 1.5-10%p | 8.17-107%¢
1800 | 1.63 - 105 | 1296w | 1296w | 1.7-105p | 7.72-10~%¢
1900 | 1.82-10°% | 1368w | 1368v | 1.9-10%p | 7.31-10~%¢
2000 | 2.01-106 | 1440u | 1440v | 2.1-10%p | 6.94 - 10~*¢
2500 | 3.14-106 | 1800w | 1800v | 3.2-108p | 5.56 - 10~ *¢
3000 | 4.53-10°% | 2160u | 2160v | 4.7-10%p | 4.63 - 107t
3500 | 6.16 - 10° | 2520u | 2520v | 6.4 - 10%p | 3.97 - 10~%¢
4000 | 8.05- 106 | 2880u | 2880v | 8.3 -106p | 3.47 - 10~ *¢
4500 | 1.02-107 | 3240u | 3240v | 1.0-107p | 3.09 - 10~%¢
5000 | 1.26 - 107 | 3600w | 3600v | 1.3-107p | 2.78 - 10~*¢
5500 | 1.52-107 | 3960u | 3960v | 1.6 - 107p | 2.53 - 10~*¢
6000 | 1.81-107 | 4320w | 4320v | 1.9-107p | 2.31 - 10~ %
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Fig. 4.25 — Energia cinética média (ndo isotérmico).

cavidade e os dois pré-fractais, bem como entre os dois pré-fractais. A Figura 4.27 exibe
a variacao relativa para os mesmos casos, e mostra que, para 200 < Re < 3000, a variacao
relativa entre a cavidade e o fractal 1 se mantém praticamente constante (de 21.15% a
25.7%). A variacao relativa entre os pré-fractais de niveis 1 e 2 cresce de 7.74% até 12.0%
para 150 < Re < 2000. Estes resultados estdo apresentados em Doescher et al. (2001c) e
em Doescher et al. (2002).

A reducao da energia cinética média com o aumento do nivel de fractalizacdo da fronteira é
conseqiiéncia do aumento da drea de contato (ou do perimetro, no caso bidimensional) do
fluido, levando a uma reducgao da velocidade final. O comportamento da variacao absoluta
pode ser compreendido da seguinte forma: o aumento do nimero de Reynolds corresponde
a uma diminuicao da viscosidade do fluido, causando uma diminuicdo da camada limite
préxima a fronteira. A mudanca da cavidade quadrada para o fractal 1 causou alteracgoes
no dominio superiores & variagao na camada limite. Na mudanca do fractal 1 para o fractal
2, as alteracoes sao de mesma ordem, ou inferiores, & variacdo da camada limite, causando

uma maior variacao relativa com o aumento do nimero de Reynolds.
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TABELA 4.6 - RELACAO DAS SIMULACOES NAO ISOTERMICAS PARA A
CAVIDADE

Reynolds At <E.>g Ty
10 0.000010 | 2.72954 -107%* | 5.0
50 0.000050 | 5.45512-1079 | 20.0
100 0.000100 | 1.10697 - 10792 | 25.0
150 0.000150 | 1.24292-10792 | 20.0
200 0.000150 | 1.22053 -10792 | 60.0
300 0.000250 | 1.09049 - 10792 | 60.0
400 0.000450 | 9.88530 - 1079 | 170.0
500 0.000500 | 9.16216 - 10793 | 180.0
600 0.000500 | 8.58318 - 1079 | 180.0
700 0.000750 | 8.08289 - 10793 | 320.0
800 0.000750 | 7.64126 - 1079 | 350.0
900 0.001000 | 7.25219 - 10798 | 600.0

1000 0.001000 | 6.90936 - 10793 | 515.0
1100 0.001000 | 6.60664 - 10793 | 475.0
1200 0.001300 | 6.33950 - 10793 | 561.0
1300 0.001250 | 6.09890 - 1079 | 625.0
1400 0.001500 | 5.88522 1079 | 705.0
1500 0.001500 | 5.69126 - 10793 | 800.0
1600 0.001500 | 5.51728 - 10798 | 612.0
1700 0.001500 | 5.35661 - 10793 | 750.0
1800 0.001500 | 5.21037 - 1079 | 750.0
1900 0.001500 | 5.07567 - 10793 | 700.0
2000 0.001500 | 4.95088 - 10793 | 675.0
2500 0.000750 | 4.43764 - 1079 | 275.0
3000 0.001000 | 4.04897 - 10793 | 280.0
3500 0.000500 | 3.74182-1079 | 325.0
4000 0.000500 | 3.49343 -10793 | 280.0
4500 0.000500 | 3.28824 -1079% | 410.0
5000 0.000500 | 3.11506 - 10793 | 580.0
5500 0.000400 | 2.96598 - 10793 | 950.0
6000 0.000375 | 2.83605 - 1079 | 1175.0
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TABELA 4.7 - RELACAO DAS SIMULACOES NAO ISOTERMICAS PARA A
CAVIDADE FRACTAL 1

Reynolds At <E.>g Ty
10 0.000012 | 1.83459-1079 | 4.0
50 0.000063 | 3.80639 - 10793 | 20.0
100 0.000125 | 8.32270-1079 | 30.0
150 0.000188 | 9.67338 -1079 | 75.0
200 0.000250 | 9.62366 - 1079 | 60.0
300 0.000375 | 8.61678 - 1079 | 100.0
400 0.000500 | 7.69434 - 1079 | 100.0
500 0.000625 | 7.07436 - 10793 | 125.0
600 0.000750 | 6.58693 - 10793 | 200.0
700 0.000875 | 6.17828 - 1079 | 150.0
800 0.001000 | 5.82536 - 10793 | 400.0
900 0.001125 | 5.50953 - 10793 | 450.0
1000 0.001250 | 5.23058 - 1079 | 500.0
1100 0.001250 | 4.98251 - 10793 | 475.0
1200 0.001500 | 4.77261 - 1079 | 650.0
1300 0.001500 | 4.57405 - 10793 | 200.0
1400 0.001500 | 4.40374 -107% | 200.0
1500 0.001500 | 4.26840 - 1079 | 550.0
1600 0.001250 | 4.13397 -10793 | 375.0
1700 0.001250 | 3.99068 - 10793 | 225.0
1800 0.001250 | 3.87775-1079 | 225.0
1900 0.001250 | 3.77418 - 10793 | 225.0

2000 0.001250 | 3.67866 - 10793 | 225.0
2500 0.000500 | 3.40361 - 1079 | 250.0
3000 0.000500 | 3.18451 -1079 | 215.0
4000 0.000500 | 2.61811-1079 | 300.0
4500 0.000500 Tabela, 4.8 1000.0
5000 0.000500 Tabela, 4.8 1225.0
5500 0.000375 Tabela 4.8 925.0
6000 0.000250 Tabela 4.8 600.0

TABELA 4.8 - EXTREMOS DE < E,> PARA SIMULACAO NAO ISOTERMICA NA
CAVIDADE FRACTAL 1

Reynolds minimo maximo média amplitude
4500 2.43879 103 | 2.59098 - 10 3 | 2.51682-10 3 | 1.52-10 1
5000 2.35563 - 1073 | 2.59783 - 102 | 2.07940 - 103 | 2.42-10~*
5500 2.30202 - 1073 | 2.58471 1073 | 1.92433-1072 | 2.82.10~*
6000 2.25965 - 1073 | 2.56475 - 1072 | 1.61330-1073 | 3.05-10*
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TABELA 4.9 - RELACAO DAS SIMULACOES NAO ISOTERMICAS PARA A
CAVIDADE FRACTAL 2

Reynolds At <E.>g Ty
10 0.000012 | 1.65710-107%* | 6.0
50 0.000063 | 3.45366 - 10792 | 35.0
100 0.000125 | 7.62435-1079 | 30.0
150 0.000188 | 8.92490 - 1079 | 110.0
200 0.000250 | 8.86908 - 10793 | 75.0
300 0.000375 | 7.90609 - 10792 | 100.0
400 0.000500 | 7.05147 - 1093 | 100.0
500 0.000625 | 6.45291 - 1079 | 125.0
600 0.000750 | 5.99788 - 1079 | 125.0
700 0.000875 | 5.61856 - 10793 | 150.0
800 0.001000 | 5.28750 - 10793 | 150.0
900 0.001125 | 4.99531 - 10793 | 150.0

1000 0.001250 | 4.73775-1079 | 175.0
1100 0.001250 | 4.53164 - 10793 | 400.0
1200 0.001500 | 4.31134-1079 | 200.0
1300 0.001625 | 4.15679 - 1079 | 1025.0
1400 0.001500 | 3.97843 -1079 | 225.0
1500 0.001500 | 3.82896 - 10793 | 450.0
1600 0.001250 | 3.71286 - 10793 | 200.0
1700 0.001250 | 3.54787-1079% | 225.0
1800 0.001250 | 3.49477 -1079 | 225.0
1900 0.001250 | 3.33040 - 10793 | 225.0
2000 0.001250 | 3.23720 - 1079 | 250.0
4000 0.000500 | 2.32206 - 109 | 175.0
4500 0.000500 | Tabela 4.10 | 1100.0
5000 0.000500 | Tabela 4.10 | 1150.0
5500 0.000250 | Tabela 4.10 600.0
6000 0.000100 | Tabela 4.10 225.0

TABELA 4.10 - EXTREMOS DE < E,> PARA SIMULACAO NAO ISOTERMICA
NA CAVIDADE FRACTAL 2

Reynolds minimo maximo média amplitude
4500 2.15654 - 1073 | 2.30554 - 10 2 | 2.22323-10 3 | 1.49-10 1
5000 2.06985 - 1073 | 2.26868 - 1073 | 2.17218 -10~3 | 1.99 - 10~*
5500 2.00124 -103 | 2.21989 - 1023 | 2.11454-10°3 | 2.19-10*
6000 1.94399 - 1073 | 2.17263 - 1072 | 2.06543 - 1073 | 2.29 - 10~*
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Fig. 4.26 — Variacao absoluta da energia cinética média (ndo isotérmico).

De acordo com este comportamento, espera-se que o crescimento da variacao absoluta da
energia cinética média do pré-fractal de nivel 2 para o pré-fractal de nivel 3, em funcao do
nimero de Reynolds, seja ainda mais elevado. Entretanto, devido ao elevado niimero de
detalhes para se representar uma cavidade com fronteira pré-fractal de nivel 3, é necesséario
realizar simulagoes com malhas da ordem de, pelo menos, 1000 x 1000 pontos. Isto repre-

senta um esforco computacional muito elevado para o presente trabalho.

4.4.2 Graficos do Campo de Temperatura

Assim como no caso isotérmico, a andlise da variacdo da energia cinética média entre os
diversos tipos de cavidades fornece um parametro global, isto é, sobre todo o dominio do
problema, que pode filtrar pequenas alteragoes locais. Para estabelecer a existéncia ou nao
destas alteragoes torna-se necessdrio a visualizacao da superficie da propriedade em estudo.
No caso do escoamento ndo isotérmico, a temperatura 7' é uma das propriedades interes-
santes para serem verificadas, o que serd feito a seguir. Algumas outras propriedades, para

0s mesmos valores do niimero de Reynolds, podem ser vistos no apéndice D.

Nas Figuras 4.28 (a) e (b) observam-se as superficies de temperatura para Re = 10 e
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Fig. 4.27 — Variacao relativa da energia cinética média (ndo isotérmico).

Re = 400, na cavidade quadrada. As isolinhas para estas superficies podem ser vistas
nas Figuras 4.29 (a) e (b), respectivamente. As superficies e as respectivas isotermas para

Re = 1400 e Re = 5000 estao nas Figuras 4.30 e 4.31.

As isolinhas escolhidas, tanto para a cavidade quadrada quanto para as cavidades fractais

foram 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 ¢ 0.9.

As Figuras 4.32 (a) e (b) mostram as superficies de temperatura para Re = 10 e Re =
400, na cavidade fractal 1. As isolinhas para estas superficies podem ser vistas nas fi-
guras 4.33 (a) e (b), respectivamente. As superficies e as respectivas isotermas para

Re = 1400 e Re = 5000 estao nas Figuras 4.34 e 4.35.

Estas Figuras mostram que para Re = 10, a modificacdo do dominio da cavidade quadrada
para a cavidade fractal 1 quase ndo provocam alteracdo no campo de temperatura, afe-
tando apenas as isolinhas préximas as paredes da cavidade (Figura 4.29 (a) e 4.33 (a)).
Aumentando o nimero de Reynolds, as isolinhas se aproximam das laterais, acompanhan-

do as variacoes da fronteira.
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Fig. 4.28 — Superficie de temperatura na cavidade: (a) Re
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Fig. 4.30 — Superficie de temperatura na cavidade: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. 4.31 — Isotermas na cavidade: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. 4.32 — Superficie de temperatura na cavidade fractal 1: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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Fig. 4.34 — Superficie de temperatura na cavidade fractal 1: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. 4.35 — Isotermas na cavidade fractal 1: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. 4.36 — Superficie de temperatura na cavidade fractal 2: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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Fig. 4.38 — Superficie de temperatura na cavidade fractal 2: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. 4.41 — Ampliagao do grafico de isotermas para a cavidade fractal 2 (Re = 5000): (a)

Canto inferior esquerdo (b) Canto inferior direito.

As Figuras 4.36 (a) e (b) mostram as superficies de temperatura para Re = 10 e Re =
400, na cavidade fractal 2. As isolinhas para estas superficies podem ser vistas nas fi-
guras 4.37 (a) e (b), respectivamente. As superficies e as respectivas isotermas para

Re = 1400 e Re = 5000 estao nas Figuras 4.38 e 4.39.

4.4.3 Oscilagées na Evolugao da Energia Cinética Média

Em um escoamento ndo isotérmico de fluido, sob convecgdo natural, e para nimero de
Reynolds Re > 4500, a evolugao da energia cinética média do fluido nas cavidades fractais
de niveis 1 e 2, apresenta oscilacoes constantes ndo presentes na cavidade tradicional. A
evolugdo da energia cinética média para Re = 4500, Re = 5000, Re = 5500 e Re = 6000
sao exibidas, respectivamente, para a cavidade nas Figuras 4.42, 4.43, 4.44 e 4.45, para
a cavidade fractal 1 nas Figuras 4.46, 4.47, 4.48 e 4.49 e para a cavidade fractal 2 nas
Figuras 4.50, 4.51, 4.52 e 4.53. Em cada uma destas Figuras, tem-se na Figura (a) a
evolucdo a partir do instante ¢ = 0 enquanto que na Figura (b) a evolucdo é mostrada a

partir do instante ¢ > 100, com outra escala para ampliar a oscilacao.

De acordo com as Figuras 4.42, 4.43, 4.44 e 4.45, observa-se que a evolugao da energia

cinética em uma cavidade quadrada apresenta uma oscilacdo cuja amplitude decai rapida-

130



0.0034 -
0.025 4
0.0032 +

0.003

Ec
o
o
2
&

Ec

0.0028 -

0.005

0.0026 -

L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Fig. 4.42 — Evolugao de < E,> na cavidade (Re = 4500): (a) ¢t > 0 (b) ¢ > 100.

mente. Com o aumento do nimero de Reynolds este decaimento é mais lento, necessitando
de um maior tempo de simulagdo para atingir o critério de parada.
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Fig. 4.43 — Evoluc¢do de < E,> na cavidade (Re = 5000): (a) ¢t > 0 (b) ¢ > 100.

Para a evolugdo de < E. > na cavidade fractal 1 com Re = 5000, que pode ser observada
na Figura 4.47, a mesma oscilagdo analisada para Re = 4500 continua presente, com a
diferenca de que o valor médio das oscilagoes é um pouco menor, mas a amplitude de

oscilacao é maior.

Na evolugao de < E, > para Re = 5500 e Re = 6000 (Figuras 4.48 e 4.49, respectivamente),
constata-se que o valor médio de < E. > é decai com o aumento do nimero de Reynols
e que a amplitude das oscilacoes aumentam, para cavidade fractal 1. Este fato pode ser

verificado numericamente através da Tabela 4.8.
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Fig. 4.44 — Evolugdo de < E.> na cavidade (Re = 5500): (a) ¢t > 0 (b) ¢ > 100.

150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
t

(b)

na cavidade (Re = 6000): (a) ¢ > 0 (b) ¢ > 100.

T T T T T T T T T
0.0034
0.025 |
0.0032
002 |
A A
§ o015 § 0003
v v
0.01
0.0028
0.005
A 0.0026 -
0 . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 100
t
0.03
0.0034
0.025 |
0.0032
0.02
A A
& 0015 & 0.003 |
v v
0.01
0.0028
0.005
0.0026
0 . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 100
t
Fig. 4.45 — Evolugao de < E,>
0.008 0.003
0.007 0.0028 |
0.006 00026
0.005
0.0024
A A
g 0.004 i
v V. 00022
0.003
0.002 |
0.002
00018 -
0.001
0.0016
0 . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 100

t

(a)

L L L L L L L L L
150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
t

(b)

Fig. 4.46 — Evolucgdo de < E.> na cavidade fractal 1 (Re = 4500): (a) ¢t > 0 (b) ¢ > 100.
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Fig. 4.47 — Evolugdo de < E.> na cavidade fractal 1 (Re = 5000): (a) ¢ > 0 (b) ¢ > 100.
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Fig. 4.48 — Evolugao de < E.> na cavidade fractal 1 (Re = 5500): (a) ¢t > 0 (b) ¢ > 100.
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Fig. 4.49 — Evolugdo de < E. > na cavidade fractal 1 (Re = 6000): (a) ¢ > 0 (b) ¢ > 100.
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O mesmo comportamento é observado nas simulacoes com a cavidade fractal 2, conforme

pode ser visto nas Figuras 4.50, 4.51, 4.52 e 4.53, e numericamente na Tabela 4.10.

Comparando-se as amplitudes das ocilagoes relacionadas nas Tabelas 4.8 e 4.10, observa-se
uma, reducao da amplitude com o aumento do nivel de fractalizacdo da fronteira.
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Fig. 4.50 — Evolugdo de < E.> na cavidade fractal 2 (Re = 4500): (a) ¢t > 0 (b) ¢ > 100.
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Fig. 4.51 — Evolugao de < E.> na cavidade fractal 2 (Re = 5000): (a) ¢t > 0 (b) ¢ > 100.

Do ponto de vista numérico, é importante verificar se as oscilacées detectadas nao sdo
provenientes do uso de uma malha de dimensao inadequada. Para realizar esta verificacao,
é necessario comparar a evolugao de < E,> com a obtida em simulacées usadas malhas de
dimensoes maiores, constantando ou nao a permanéncia das oscilagoes. Foram realizadas
simulacGes para as cavidades fractais 1 e 2, usando malhas de dimensoes 500 x 500 e

600 x 600, para os seguintes valores do niimero de Reynolds Re = 5000, 5500, 6000.
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Fig. 4.52 — Evolugdo de < E,> na cavidade fractal 2 (Re = 5500): (a) ¢ > 0 (b) ¢ > 100.
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Fig. 4.53 — Evolucdo de < E.> na cavidade fractal 2 (Re = 6000): (a) ¢ > 0 (b) ¢t > 100.
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As Figuras 4.54, 4.55 e 4.56, mostram a comparacao de < E, > usando malhas de dimensao
400 x 400, 500 x 500 e 600 x 600, para 40 < ¢t < 100, na cavidade fractal 1, respectivamente
para Re = 5000, Re = 5500 e Re = 6000. Estas Figuras mostram que as alteragoes sao

muito pequenas, resultantes da diminuicdo do erro pelo aumento da dimensao da malha.

O mesmo comportamento pode ser observado nas Figuras 4.57, 4.58 e 4.59, que mostram
a comparacao de < E, > usando malhas de dimensao 400 x 400, 500 x 500 e 600 x 600,
para 40 < t < 100, na cavidade fractal 2, respectivamente para Re = 5000, Re = 5500 e
Re = 6000

Desta forma pode-se concluir que as oscilacoes observadas nao sdao provenientes do uso de

uma malha de dimensao inadequada.
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Fig. 4.54 — Variagdo de < E.> com dimensio da malha na cavidade fractal 1 (Re = 5000).

4.4.4 Espectros da Evolugao da Energia Cinética Média

A evolugao da energia cinética média em um escoamento nao isotérmico de fluido de
um cavidade fractal apresenta, para nimero de Reynolds maior que 4500, um compor-
tamento oscilatério. Nestas condicoes é importante obter-se as frequiéncias associadas a

estes comportamentos oscilatérios, o que pode ser feito através dos espectros associados.
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Fig. 4.55 — Variacao de < E. > com dimensao da malha na cavidade fractal 1 (Re = 5500).
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Fig. 4.56 — Variacao de < E. > com dimensao da malha na cavidade fractal 1 (Re = 6000).
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Fig. 4.57 — Variacao de < E. > com dimensao da malha na cavidade fractal 2 (Re = 5000).
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Fig. 4.58 — Variacao de < E. > com dimensao da malha na cavidade fractal 2 (Re = 5500).

138



0.0028

0.0027
0.0026 |
0.0025 |

0.0024

<Ec>

0.0023

0.0022

0.0021

0.002

0.0019 1 1 1 1 1
40 50 60 70 80 90 100

Fig. 4.59 — Variagdo de < E,> com dimensio da malha na cavidade fractal 2 (Re = 6000).

As definicGes necessirias sobre espectros, bem como diversos exemplos, podem ser vistas

no apéndice E.

Devido ao elevado ntimero de entradas, os espectros sao realizados para uma subamostra-
gem de fator 100 da evolugao da energia cinética média. De acordo com a secao E.1, a
freqiiéncia méxima do espectro é reduzida por 100. Nestas simulagoes, o pior caso (menor
freqiiéncia maxima) ocorre para At = 0.0005, que corresponde a uma freqiiéncia mixima
f. = 1000, para a seqiiéncia normal e f. = 10, para a seqiiéncia subamostrada, suficiente

para observar as oscilagoes encontradas, cujas frequiéncias situam-se abaixo de 1.

Em cada uma das Figuras desta se¢ao, tem-se na Figura (a) o espectro no intervalo de
freqiiéncias de [0, 1], enquanto que a Figura (b) contém uma ampliagdo de uma parte do

espectro.

4.4.4.1 Espectros da Evolugao de < E.> na Cavidade

As Figuras 4.60, 4.61, 4.62 e 4.63 mostram os espectros da evolucao de < E, > para a
cavidade quadrada para o nimero de Reynolds Re = 4500, 5000, 5500 e 6000, respecti-
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vamente.

A Tabela 4.11 mostra as freqiiéncias principais f,, (pico de maior amplitude) e a resolugao
do espectro Ay em cada caso. Deve ser destacado que, para a cavidade quadrada, a
frequiéncia principal praticamente nao se altera com a alteracao do nimero de Reynolds,

dentro da resolucao dos espectros obtidos.

TABELA 4.11 - FREQUENCIA PRINCIPAL PARA A CAVIDADE QUADRADA

Reynolds I Ay
4500 0.129 | 0.0024
5000 0.129 | 0.0017
5500 0.126 | 0.0010
6000 0.126 | 0.0010

Os espectros para Re = 4500, 5500 e 6000 nao apresentam sinais de modulagao (picos
simétricos ao pico da freqiiéncia principal), ocorrendo apenas para Re = 5000. Para
este caso, o valor da freqiiéncia de modulacdo f,,, as freqiéncias dos picos simétricos
fe = fp— fm e fa = fp+ fm e as suas respectivas amplitudes P(f.) e P(fq) estao

relacionadas na Tabela 4.12.
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Fig. 4.60 — Espectro para cavidade (Re = 4500).
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TABELA 4.12 - FREQUENCIA DE MODULACAO NA CAVIDADE QUADRADA

ReynOIdS fm fe fd P(fe) P(fd)
5000 0.0259 | 0.103 | 0.155 | 8.7-107% | 5.0-10
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Fig. 4.61 — Espectro para cavidade (Re = 5000).
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Fig. 4.62 — Espectro para cavidade (Re = 5500).
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Fig. 4.63 — Espectro para cavidade (Re = 6000).

4.4.4.2 Espectros da Evolugao de < E,> na Cavidade Fractal de Nivel 1

As Figuras 4.64, 4.65, 4.66 e 4.67 mostram os espectros da evolugao de < E.> para a cavi-
dade fractal 1 com o nimero de Reynolds Re = 4500, 5000, 5500 e 6000, respectivamente.
A Tabela 4.13 mostra as freqiiéncias principais f, (pico de maior amplitude) e a resolugao
do espectro Ay em cada caso. Como ocorreu com a cavidade quadrada, a freqiiéncia
principal se manteve constante com a variagdo do ntimero de Reynolds. Entretanto a

freqiiéncia detectada for maior do que a obtida para a cavidade quadrada.

TABELA 4.13 - FREQUENCIA PRINCIPAL PARA A CAVIDADE FRACTAL 1

Reynolds I Ay
5000 0.1770 | 0.0010
5500 0.1769 | 0.0011
6000 0.1767 | 0.0017

Com excecgdo do espectro de Re = 4500, os espectros para a cavidade fractal 1 apresentam-
se sinais de modulagao. Os valores das freqiéncias de modulagao f,,, as freqiiéncias dos
picos simétricos fo = fp — fm € fa = fp + fm € as suas respectivas amplitudes P(f,) e

P(f4) estdo relacionadas na Tabela 4.14.
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Fig. 4.64 — Espectro para cavidade fractal 1 (Re = 4500).
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Fig. 4.65 — Espectro para cavidade fractal 1 (Re = 5000).
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TABELA 4.14 - FREQUENCIAS DE MODULACAO NA CAVIDADE FRACTAL 1

Reynolds | fn fe fa P(fe) P(fa)
5000 0.005 | 0.172 | 0.182 | 2.5-1076 | 1.5-1076
5500 0.053 | 0.124 | 0.229 | 2.4-107% | 3.0-10°7
6000 0.053 | 0.123 | 0.230 | 5.2-10°6 | 8.6-10°7

2e-05
0.00014
0.00012
1.5e-05 |
0.0001
P 8e-05 P
e T 1le-05
6e-05
4e-05 ] 5e-06 -
2e-05 — j
6 ‘ A R o ‘ .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26
Hz Hz
(a) (b)

Fig. 4.66 — Espectro para cavidade fractal 1 (Re = 5500).
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Fig. 4.67 — Espectro para cavidade fractal 1 (Re = 6000).

4.4.4.3 Espectros da Evolugao de < E,> na Cavidade Fractal de Nivel 2

As Figuras 4.68, 4.69, 4.70 e 4.71 mostram os espectros da evolu¢do de < E. > para a
cavidade fractal 2 com o nimero de Reynolds Re = 4500, 5000, 5500 e 6000, respectiva-

mente.

A Tabela 4.15 mostra as freqiiéncias principais f,, (pico de maior amplitude) e a resolugéo
do espectro Ay em cada caso. Assim como ocorreu com a cavidade quadrada e com a
cavidade fractal 1, a freqiiéncia principal é praticamente constante com a variacao do

nimero de Reynolds.
Esta freqiiéncia é um pouco inferior a observada na cavidade fractal 1, mas é maior do
que detectada na cavidade quadrada.

4.4.5 Anadlise de Espacgo de Fase

Para analisar o comportamento oscilatério da evolucdo de < E,. >para as cavidades frac-
tais, mostrado na secao 4.4.3, serd adotado o procedimento proposto por Takens, para a
reconstrucao de atratores a partir de uma série temporal, de acordo com o processo de-

scrito por Fiedler-Ferrara e Prado (1995). De acordo com estes autores, embora o atrator
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TABELA 4.15 - FREQUENCIA PRINCIPAL PARA A CAVIDADE FRACTAL 2

Reynolds Ip Ay
4500 0.1720 | 0.0010
5000 0.1720 | 0.0010
5500 0.1719 | 0.0016
6000 0.1705 | 0.0044
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Fig. 4.68 — Espectro para cavidade fractal 2 (Re = 4500).
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Fig. 4.69 — Espectro para cavidade fractal 2 (Re = 5000).
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Fig. 4.70 — Espectro para cavidade fractal 2 (Re = 5500).
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Fig. 4.71 — Espectro para cavidade fractal 2 (Re = 6000).

reconstruido nao seja idéntico ao original, as propriedades topoldgicas sao preservadas.

Seja x; = xz(t;), com ¢ = 1,---, N, uma série temporal. Pode-se reconstruir o atrator

associado através dos vetores &; definidos por:

& = (z(ti), z(ti +p),---,z(t; + (m — 1)p)) (4.8)

sendo m a dimensao de imersao e p o passo de reconstrucao.

Para gerar o espaco de fase da evolugao de < E, > adotou-se m = 2 e p = 0.25. Devido
a forte oscilagao inicial de < E. > em algumas simulagGes, os valores iniciais, mais pre-
cisamente para t < 200, da evolugao de < E, > ndo foram utilizados na reconstrucdo do

espaco de fase.

Para Re = 4500, o espaco de fase apresenta érbitas convergentes para a cavidade quadrada
(Figura 4.72), enquanto que o espaco de fase para a cavidade fractal 1 (Figura 4.73) e para

a cavidade fractal 2 (Figura 4.74) aparecem como érbitas eliptica.

Para valores maiores do nimero de Reynolds (Re = 5000, 5500, 6000), o espago de fase
para a cavidade mantém as érbitas convergentes (Figuras 4.75, 4.78 e 4.81), enquanto

que para a cavidade fractal 1 (Figuras 4.76, 4.79 e 4.82) e para a cavidade fractal 2
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Fig. 4.72 — Espago de fase de < E.> para a cavidade quadrada (Re = 4500).
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Fig. 4.73 — Espaco de fase de < E,> para a cavidade fractal 1 (Re = 4500).

149



000232 T T T T T T T T

0.0023 — E
0.00228 |- P i
0.00226 - / E

0.00224 |- o ' < 7

X(t+p)
\

0.00222 |- e S -
0.0022 |- / - ]
0.00218 |- - g

0.00216 ' E

0.00214 1 1 1 1 1 1 1 1
0.00214 0.00216 0.00218 0.0022 0.00222 0.00224 0.00226 0.00228 0.0023 0.00232

X(t)

Fig. 4.74 — Espaco de fase de < E,> para a cavidade fractal 2 (Re = 4500).
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Fig. 4.75 — Espago de fase de < E.> para a cavidade quadrada (Re = 5000).
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Fig. 4.76 — Espaco de fase de < E,> para a cavidade fractal 1 (Re = 5000).
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Fig. 4.77 — Espaco de fase de < E,> para a cavidade fractal 2 (Re = 5000).
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Fig. 4.78 — Espaco de fase de < E.> para a cavidade quadrada (Re = 5500).
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Fig. 4.79 — Espaco de fase de < E,> para a cavidade fractal 1 (Re = 5500).
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Fig. 4.80 — Espaco de fase de < E,> para a cavidade fractal 2 (Re = 5500).
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Fig. 4.81 — Espago de fase de < E.> para a cavidade quadrada (Re = 6000).
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Fig. 4.82 — Espaco de fase de < E,> para a cavidade fractal 1 (Re = 6000).
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Fig. 4.83 — Espaco de fase de < E,> para a cavidade fractal 2 (Re = 6000).
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(Figuras 4.77, 4.80 e 4.83), as ¢rbitas sao praticamente elipticas, mas apresentam uma
alteragao, indicando a presenca de um possivel atrator estranho. Além disso, observa-se
que esta alteracdo aumenta proporcionalmente com o nimero de Reynolds. Por outro
lado, a alteracdo nao apresenta mudancas quando comparada entre as cavidades fractais

1 e 2, sob 0 mesmo nimero de Reynolds.

Deve-se destacar que nao estd sendo realizada uma andlise detalhada e precisa destes

espacos de fase. Esta tarefa deverd ser realizada em um futuro préximo.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES

Este estudo baseou-se na investigacao da dindmica de fluidos em dominios fractais e foi
inspirado em trabalhos prévios em vibragdo, especificamente o trabalho de Sapoval et
al. (1991), e transferéncia de calor, no trabalho de Ramos (1997). Sapoval et al. (1991)
resolveram um problema muito simples em vibracao linear: analisar as vibracoes de uma
membrana, onde existem até solucoes analiticas. Estes autores identificaram modos de
vibracao nao existentes em dominios mais simples, mas presentes em membranas fractais.
E provével que o abordagem tradicional de se tratar problemas de dominio complexo,
modelando a fronteira fractal por uma poligonal, ndo permitisse a identificacdo destes
modos de vibragdo. A técnica da geometria fractal fornece uma maneira sistemédtica de

aproximacao de um dominio complexo por um processo iterativo simples.

Sob este ponto de vista, as simulagoes desenvolvidas nesta tese se justificam por permitir a
verificagdo do comportamento de solugbes de equagoes nao lineares pela introducdo de uma
geometria fractal. Além disso, a utilizacao do método L-system na geracdo de fronteiras
estabelece uma metodologia de aproximar fronteiras reais por meio de fractais. Esta
metodologia nao estd presente em trabalhos similares, como por exemplo nos trabalhos

de Sapoval et al. (1991) e Ramos (1997, 1999)

(a) (b) (c)

Fig. 5.1 — Geradores da fronteira fractal: (a) Curva de Koch (b) Simétrica (c) Combinada.

Por exemplo, tomando-se os geradores apresentados na Figura 5.1 é possivel construir
outros dominios pré-fractais. A Figura 5.2 (a) e (b) mostra o exemplo de uma fronteira
gerada usando a curva de Koch, cujo gerador é apresentado na Figura 5.1 (a). Com
uma simples modificagdo da regra de geracao da fronteira, pode-se transforma-la em uma

cavidade cujos detalhes sao simétricos com relagdo a fronteira original, como ocorre na

Figura 5.2 (c) e (d), cujo gerador é mostrado na Figura 5.1 (b). Pode-se também criar
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)

Fig. 5.2 — Outras fronteiras fractais: (a) Curva de Koch (nivel 1) (b) Curva de Koch (nivel

2) (c¢) Curva de Koch simétrica (nivel 1) (d) Curva de Koch simétrica (nivel 2)

(e) Combinagao de fractais (nivel 1) (f) Combinacdo de fractais (nivel 2).
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uma combinagao de duas curvas, como as curvas quadrada e triangular de Koch, obtendo
o gerador mostrado na Figura 5.1 (c), cujo fronteira correspondente pode ser vista na

Figura 5.2 (e) e (f).

Neste trabalho os escoamentos foram realizados usando método de volumes finitos. Devi-
do a necessidade de selecionar um posicionamento para os diversos tipos de malhas nao
estruturadas, com respeito a convergéncia numérica do método numérico resultante, foi
encontrada uma condicdo suficiente para a condicdo de compatibilidade em malhas nao
estruturadas ser satisfeita. Esta condicdo de compatibilidade, automaticamente satisfeita
para a malha retangular alternada, garante a existéncia da equagdo de Poisson para a

pressdo (Abdallah (1987)).

Através de todos os experimentos realizados, chega-se as seguintes conclusoes:

e Para as simulacées isotérmicas, observou-se que:

— A energia cinética média nas cavidades fractais apresentam uma queda com o

aumento do nivel de fractalizagao.

— A variacdo relativa da energia cinética média entre as cavidades se mantém

praticamente constante quando o niimero de Reynolds cresce.

Foi verificado que a regiao inferior das cavidades fractais é responsavel pela

queda da energia cinética média, quando comparadas com a cavidade quadrada.

Préximo ao centro da cavidade foi observado um aumento da energia cinética

e este aumento ocorre proporcional ao nivel de fractalizacao.

Estes fatos demonstram que a introducao de pré-fractais na fronteira da cavidade
quadrada produz alteragoes relevantes ao comportamento do escoamento, no caso

isotérmico.
e Nas simulacoes nao isotérmicas, observou-se que:

— A energia cinética média diminui com o aumento do nivel de fractalizagao, para

todos os niumeros de Reynolds utilizados.

— A variacao relativa da energia cinética média entre as cavidades quadrada e

fractal 1 permanece praticamente constante para 200 < Re < 3000.
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— A variacgao relativa da energia cinética média entre as cavidades fractal 1 e
fractal 2 apresenta um crescimento em funcdo do nimero de Reynolds para

150 < Re < 2000.

— Para as simulagoes realizadas com Re > 4500, nas cavidades fractais, a energia
cinética média apresentou uma oscilagdo constante, ndo atingindo o critério de

parada estabelecido para o estado estacionario.

— Os espacos de fase da evolugao de < F. > mostra o aparecimento de possiveis

atratores estranhos para as cavidades fractais, a partir de Re > 5000.

Estes fatos demonstram que, também para o caso nao isotérmico, em conveccdo
natural, a introducdo de fronteiras pré-fractais na cavidade produziu alteracbes im-
portantes ao comportamento do escoamento e que, estas alteragoes diminuem com o
aumento do nimero de Reynolds, quando a comparagao é feita por meio da energia
cinética média no estado estaciondrio. Para Re > 4500, o aparecimento de oscilacoes
na energia cinética média durante a simulacao, indica alteragoes de comportamento

também para valores elevados do ntimero de Reynolds.

Portanto, demonstra-se desta forma que a introducao de fronteiras fractais produz al-
teragoes importantes no comportamento do escoamento, seja para o caso isotérmico ou
nao isotérmico. Desta forma, demonstra-se a importancia da representacao adequada da

geometria fractal na simulagao de escoamentos de fluidos.

Embora a natureza possa ser mais complexa que um fractal, a aproximacao por um fractal

é muito mais realista do que uma formulacdo utilizando objetos geométricos simples.

A simulacao de um escoamento em um dominio fractal apresenta aplicacoes diversas, tais
como o escoamento de ar em um vale real ou em alvéolos pulmonares, etc. Uma aplicacao
a ser destacada é o escoamento de aerosséis no trajeto boca, garganta e pulmao. Tais
aerossoéis sdo usados para levar medicacdo diretamente as vias respiratérias (Finlay (2001,
2002)). A eficiéncia deste processo é muitas vezes afetada pela diferenca na forma (geome-
tria) das vias aéreas da pessoa. A geometria fractal pode realizar uma aproximagio mais

adequada para vias respiratorias.

Um outro exemplo de aplicagao de um escoamento em um dominio fractal é a modificagao
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do tabalho de Mestayer et al. (1995), que usaram o problema da cavidade para simular a
influéncia de uma parede de calor no escoamento e dispersdo de poluentes dentro de vales
formados por prédios. A utilizagdo de uma fronteira fractal permite resolver o mesmo

problema para vales naturais.

5.1 Trabalhos Futuros

Com base nos resultados obtidos neste trabalho, as seguintes alternativas se apresentam

como caminhos naturais a serem perseguidos:

e Aumentar o nivel de fractalizagao - Devido aos limites dos recursos computa-
cionais, dentro da proposta de resolucao por malhas estruturadas simples, realiza-
ram-se simulagbes para os niveis 0 (cavidade), 1 e 2 de fractalizagdo das fronteiras,
bem como algumas simulagoes para o nivel 3. Com a implementagao de algumas
alternativas abaixo, tais como métodos multigrid, paralelizacao e outros métodos
numéricos, afim de aumentar a eficiéncia do programa, pode ser viadvel realizar as

simulagoes de escoamentos com niveis maiores de fractalizacgao.

e Diferentes tipos de fractais - No presente trabalho utilizaram-se os pré-fractais
da curva quadrada de Koch como fronteira para o dominio do escoamento. Uma
seqiiéncia natural para este trabalho é a alteracao do tipo de fractal usado. Também
seria interessante analisar as variagoes obtidas no escoamento em funcao da dimensao

do fractal utilizado.

e Alterar os pardmetros bdsicos - Para o escoamento ndo isotérmico alguns dos
parametros permaneceram fixos em todas as simulagoes. Entre estes pardmetros
podemos citar: o numero de Prandtl Pr, o coeficiente de expansao térmica 3, a
diferenca entre as temperaturas maxima e minima Ta e a velocidade do escoamento
sobre a cavidade, que para o presente caso, foi utilizada a velocidade nula (convec¢io
natural). Desta forma, deve-se verificar se, sob a modificacio de um ou mais destes

parametros, os resultados obtidos no presente trabalho permanecem.

e Dominios tridimensionais - As simulagoes em dominios bidimensionais consti-
tuem uma primeira aproximagcao para a simula¢ao de um escoamento em um vale

natural. Realizar a simulacdo em um dominio tridimensional, isto é, em uma cavi-
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dade cibica cujos lados planos foram trocados por superficies de dimensao fractal,
surge como seqiiéncia natural ao trabalho realizado até aqui. Entretanto, tal mu-
danca introduz uma série de novos fatores que dificultam fortemente as simulacGes
tridimensionais. Entre estes fatores: a elevagdo do nimero de pontos da malha (para
um fractal de nivel 2, usando malhas de 400 x 400 pontos, a terceira dimensao in-
troduz 399 camadas com mesma quantidade de pontos, ou seja, equivale a resolver
400 simulagoes bidimensionais), tendo como conseqiiéncia o aumento dos arquivos
gravados em disco; a necessidade de desenvolver ferramentos para visualizagao de

escoamentos tridimensionais.

Modelo de turbuléncia - Para obter uma simulacao mais realistica seria impor-

tante introduzir um modelo de turbuléncia as simulagoes.

Refinamento por Blocos - O uso de malhas estruturadas uniformes, como as
malhas quadradas introduz uma grande quantidade de pontos em regices onde nao
h& necessidade, elevando em muito o tempo necessdrio para efetuar a simulacao. O
uso de refinamento por blocos permitird o uso de malhas refinadas exclusivamente
nas regioes de interesse, evitando calculos desnecessarios e reduzindo o tempo total

gasto na simulagao.

Esquemas multigrid - Resolver a equacdo de Poisson para a pressdo constitui um
gargalo nas simulagoes de escoamento. O uso de esquemas multigrid permitira obter

convergéncia mais rapida, diminuindo o tempo gasto na simulagao.

Outros métodos numéricos - Uma outra forma de aumentar a eficiéncia das si-
mulagoes é utilizar métodos numéricos baseados em outras integracées no tempo,
tais como em Platte et al. (1997), obtendo uma maior regiao de estabilidade, o
que permite utilizar um At maior, necessitando consequentemente de um tempo de

computacdao menor para o mesmo intervalo de tempo.

Paralelizagao - Para viabilizar a simulacdo para niveis maiores de fractalizacao
e também o caso tridimensional, a alternativa de paralelizar o cédigo mostra-se

bastante interessante e vidvel, pela natureza matricial do problema.

Modelo de vale com florestas - A substituicao dos lados da cavidade por pré-

fractais introduz no modelo uma representacao mais adequada para a superficie
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naturalmente irregular encontrada em um vale. Sobre esta superficie é comum haver
objetos (florestas, cidades) que se constituem em obstdculos para o escoamento do
ar préximo a superficie neste vale. Para representar estes objetos pode-se introduzir

um fractal (como o tapete de Sierpinski, por exemplo) préximo aos lados.
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APENDICE A

SOLUCAO EXATA PARA O PROBLEMA NAO ISOTERMICO

As equagoes de Navier-Stokes bidimensional para o problema nao isotérmico sao dadas

por:
Up + Uy +VUy =~y + vV2u (A.1)
v+ uvg vy = —¢y +vV20 + B(T — Tp) (A.2)
T +uly +vT, = oV°T (A.3)
sendo ¢ = p% + gy, p a pressao, py a densidade média do fluido e g a aceleragdo da
gravidade.

Uma solugao exata para o caso v = o, obtida por Wessel, é apresentada por Ames (1995).

Esta solucado é dada por:

u = wuge *sin(az — wt)sinby

v = wvoe M cos(az — wt) cos by

T = Ty+ cy+ e Msin(az — wt) cos by

1
¢ = gﬁcyQ 208 -t sin(ax — wt) sin by +
a

1 1
—I—Zu%e*Z’\t cos(2az — 2wt) — quge’”‘t cos 2by
com as seguintes defini¢des:

2 1/2
I -
a? + b?

A = 1/(&2-1—62)

vpC
D = —
w
aup
vo = —F—
b
v = 0

sendo ug, a,b e ¢ constantes arbitrarias.
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Para demonstrar que estas funcoes satisfazem as equacoes de Navier-Stokes e a equacgao da

energia usando a aproximacao de Boussinesq, é necessario calcular primeiramente algumas

derivadas.

Derivadas da Funcgao

upy = auge  cos(ax — wt)sinby
Upey = —a’uge M sin(ax — wt) sinby = —a’u
= —At
Uy = buge " sin(az — wt)cosby
Uy, = —b’uge M sin(ax — wt)sinby = —b*u
_ At .
uy = —Auge " sin(ar — wt)sinby —
_ . w
—wuge M cos(az — wt) sinby = —Au — —ug
a

Desta forma, usando as equacoes A.15, A.17 e A.11, tem-se:

W= —v (a2 + b2) U= —A\u

Derivadas da Funcao v

De modo andlogo, tem-se:

2
. a

vy = —avge M sin(ax — wt) cos by = _ﬁuy
Vgr = —a’vge M cos(ax — wt) cos by = —a?v

vy = —bvge M cos(ar — wt)sinby = —u,
vy = —b’voe M cos(ax — wt) cosby = —b*v

vy = —Mvge M cos(az — wt) cos by + wvge M sin(ax — wt) cos by =

w Wy wa
vV v—l—buouy v+ 2 Y
vwWh = —v (a2 + 1)2) v=—Av
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Derivadas da Fungao T'

Da mesma forma, as derivadas para T sdo dadas por:

T, = ampe M cos(ax — wt)cosby = amn, (A.26)
Vo
S VA . bTO
T, = c—bre “sin(az — wt)sinby =c— —u (A.27)
ug
Tow = Ly, (A.28)
vo
bT()
b
ov2r = 2970 Vg — ﬂuy = —v(a® + b)) rpe M sin(az — wt) cosby =
V0 Uo
ToA ToA
= — = — A-
pn Vg " Uy (A.30)
T, = —Mre sin(az — wt)cosby — wrge M cos(ax — wt) cos by =
ATo wTo ATo ATo
== —%’U;y - W’U == —%U@/ — CU = E’Um — CU (A31)

Derivadas da Fungao ¢

Primeiramente, observa-se que as seguintes relacoes sao validas:

wig +vuy, = aude M sin(ar — wt) cos(az — wt) sin® by +
+buguoe~ M sin(az — wt) cos(ax — wt) cos? by

Da equacio A.12, tem-se que bvg = aug e como cos® by = 1 — sin? by, a equacio anterior

pode ser reescrita como:

wug +vuy = auie M sin(ar — wt) cos(az — wt) sin? by +

+auje” M sin(az — wt) cos(az — wt) —
—aude M sin(ax — wt) cos(ax — wt) sin® by =

= aule M sin(az — wt) cos(az — wt) =
1

= Eauge_”‘t sin(2az — 2wt) (A.32)

Da mesma forma, obtém-se:
Uy + vy = —augvge” M sin? (az — wt) sin by cos by —
—bvge™ M cos? (ax — wt) sin by cos by =
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e também:

= —augvpe

2M gin by cos by (sin? (az — wt) + cos?(az — wt)) =

= —augupe M sinby cosby =

1
= —Eauovoe*”‘t sin 2by (A.33)
a b
uly +vTy = —uv +cv — —uv = cv (A.34)
(%) Uug

Com estas relagoes é possivel calcular as derivadas parciais da fungdo ¢, usando as

equagoes A.8, A.32 e A.33:

b

Py

Conclusoes

1

upwe M cos(ax — wt) sin by — §au%e*2’\t sin(2az — 2wt) =

w

U~ (vug + vuy) (A.35)

b 1
Bey + DO =t sin(ax — wt) cos by + Ebvge_”‘t sin 2by =
a
Bey + guy — (uvg + voy) (A.36)

Desta forma, usando as equacées A.19 e A.35, obtém-se:

—Uly — VUy — Py + vV2u =
w
= —Uly — VlUy — —Ug + Uy + VUy — Au =
a

= —du-— %uw = uy (A.37)

Das equacoes A.7 e A.16, obtém-se:

70

Usando esta relacdo em conjunto com as equagdes A.25 e A.36, tem-se:

—uvy — voy + B(T — Ty) — by +vV20 =
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T w
= —uvy — vy + Pey + %guy — Bey — Uy + uvg + vvy — Av =

_ (Bro_w Uy — AV = Puge _ w Uy — AV =
N bugy a) Y C \bwow  a) Y N

_ w(m 1>uy_mzw<w_1)uy_mz

b2vow? a a?b%cp a

2 12
= %(%—1)1@—)\@:%%—/\0:% (A.39)

Usando as equagoes A.34 e A.30, obtém-se:

A
—uTy —vTy + oV*T = —cv + To—vw =T (A.40)
av

Das igualdades obtidas em A.22, A.37, A.39 e A.40, conclui-se que as fungoes dadas sao

uma, solucdo exata para o problema de escoamento de fluidos nao isotérmico.
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APENDICE B

PROPRIEDADES FiSICAS DO AR

Os valores das propriedades fisicas do ar estao descritas na Tabela B.1, obtida de Griebel

et al. (1998), pag. 199.

TABELA B.1 - VALORES DAS PROPRIEDADES FISICAS DO AR

T[°C]
Pl
]
v[Z]
K]

o]

0
1.293
1.71-10°°
1.32-10°°
2.4-107%
1.84-107°
3.66 - 107°
0.72

10
1.247
1.76-10°
1.41-10°°
2.5-107%
1.96 -107°
3.52-1075
0.72

20
1.205
1.81-10°°
1.50-10°°
2.5-107%
2.08-1075°
3.40-1075
0.72
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APENDICE C

GRAFICOS DO ESCOAMENTO ISOTERMICO

Neste apéndice sao apresentadas as superficies da energia cinética, da pressao e os graficos

de isolinhas para a energia cinética obtidos para o escoamento isotérmico.

Estes graficos foram obtidos para as simulagoes com nimero de Reynolds igual a 10, 400,

1400 e 5000, apds atingir o estado estacionario.

C.1 Graficos da Energia Cinética

As Figuras C.1 e C.3 exibem a superficie da energia cinética £, na cavidade quadrada, para
nimero de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente. As isolinhas destas
superficies estdo mostradas, respectivamente, nas Figuras C.2 e C.4, para os seguintes

valores: 0, 1074, 1073, 1072, 0.1, 0.5.

As Figuras C.5 e C.7 exibem a superficie da energia cinética &, na cavidade fractal 1,
para numero de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente. As isolinhas
destas superficies estio mostradas, respectivamente, nas Figuras C.6 e C.8, para os mesmos

valores usados na cavidade quadrada.

As Figuras C.9 e C.11 exibem a superficie da energia cinética &, na cavidade fractal 2, para
nimero de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente. As isolinhas destas
superficies estdo mostradas, respectivamente, nas Figuras C.10 e C.12, para os mesmos

valores usados na cavidade quadrada.
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Fig. C.2 — Isolinhas da &, na cavidade: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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Fig. C.3 — Superficie de &, na cavidade: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. C.4 — Isolinhas da &, na cavidade: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. C.5 — Superficie de &, na cavidade fractal 1: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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.04 1 1 1 1 1 1 .04 1 1 1 1 1 1

Fig. C.6 — Isolinhas da &, na cavidade fractal 1: (a) Re =10 (b) Re = 400.

(a) (b)
Fig. C.7 — Superficie de &, na cavidade fractal 1: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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(a) (b)
Fig. C.8 — Isolinhas da &, na cavidade fractal 1: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. C.9 - Superficie de &, na cavidade fractal 2: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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Fig. C.10 — Isolinhas da &, na cavidade fractal 2: (a) Re = 10 (b) Re = 400.

(a) (b)
Fig. C.11 — Superficie de &, na cavidade fractal 2: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. C.12 — Isolinhas da &, na cavidade fractal 2: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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C.2 Graficos da Pressao

As Figuras C.13 e C.14 exibem a superficie da pressdo na cavidade quadrada, para niimero

de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente.

(a) (b)
Fig. C.14 — Superficie de pressao na cavidade: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.

As Figuras C.15 e C.16 exibem a superficie da pressdo na cavidade quadrada, para niimero

de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente.

As Figuras C.17 e C.18 exibem a superficie da pressao na cavidade quadrada, para nimero

de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente.
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(a) (b)
Fig. C.18 — Superficie de pressao na cavidade fractal 2: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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APENDICE D

GRAFICOS DO ESCOAMENTO NAO ISOTERMICO

Neste apéndice sao apresentadas as superficies da energia cinética, da pressao, da vortici-
dade e os gréficos de isolinhas para a energia cinética e para a vorticidade obtidos para o

escoamento nao isotérmico.

Estes gréaficos foram obtidos para as simulagoes com nimero de Reynolds igual a 10, 400,

1400 e 5000, apds atingir o estado estacionario.

D.1 Graficos da Energia Cinética

As Figuras D.1 e D.3 exibem a superficie da energia cinética &, na cavidade quadrada, para
nimero de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente. As isolinhas destas
superficies estdo mostradas, respectivamente, nas Figuras D.2 e D.4, para os seguintes

valores: 1074, 1073, 1072, 5-1072,0.1.

As Figuras D.5 e D.7 exibem a superficie da energia cinética &, na cavidade fractal 1, para
nimero de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente. As isolinhas destas
superficies estio mostradas, respectivamente, nas Figuras D.6 e D.8, para os mesmos

valores usados na cavidade quadrada.

As Figuras D.9 e D.11 exibem a superficie da energia cinética £, na cavidade fractal 2, para
nimero de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente. As isolinhas destas
superficies estao mostradas, respectivamente, nas Figuras D.10 e D.12, para os mesmos

valores usados na cavidade quadrada.

D.2 Graficos da Pressao

As Figuras D.13 e D.14 exibem a superficie da pressdo na cavidade quadrada, para ntimero

de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente.

As Figuras D.15 e D.16 exibem a superficie da pressao na cavidade quadrada, para nimero

de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente.

As Figuras D.17 e D.18 exibem a superficie da pressido na cavidade quadrada, para niimero
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Fig. D.2 — Isolinhas da &, na cavidade : (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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Fig. D.3 — Superficie de &. na cavidade: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. D.5 — Superficie de &, na cavidade fractal 1: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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Fig. D.6 — Isolinhas da &, na cavidade fractal 1: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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Fig. D.7 — Superficie de &, na cavidade fractal 1: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. D.9 — Superficie de &, na cavidade fractal 2: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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Fig. D.15 — Superficie de pressdo na cavidade fractal 1: (a) Re = 10 (b) Re = 400.

Fig. D.16 — Superficie de pressdo na cavidade fractal 1: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente.

(a) (b)
Fig. D.18 — Superficie de pressdo na cavidade fractal 2: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.

D.3 Graficos da Vorticidade

As Figuras D.19 e D.21 exibem a superficie da vorticidade ¢ na cavidade quadrada, para
nimero de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente. As isolinhas destas
superficies estao mostradas, respectivamente, nas Figuras D.20 e D.22, para os seguintes

valores: —7, —3, 0, 3, 10, 20.

As Figuras D.23 e D.25 exibem a superficie da vorticidade ( na cavidade fractal 1, para
nimero de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente. As isolinhas destas
superficies estao mostradas, respectivamente, nas Figuras D.24 e D.26, para os mesmos

valores usados na cavidade quadrada.
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Fig. D.19 — Superficie de vorticidade na
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Fig. D.20 — Isolinhas da vorticidade na cavidade: (a) Re = 10 (b) Re = 400
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Fig. D.21 — Superficie de vorticidade na cavidade: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. D.22 — Isolinhas da vorticidade na cavidade: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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(a) (b)
Fig. D.23 — Superficie de vorticidade na cavidade fractal 1: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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Fig. D.24 — Isolinhas da vorticidade na cavidade fractal 1: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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(b)
Fig. D.25 — Superficie de vorticidade na cavidade fractal 1: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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Fig. D.26 — Isolinhas da vorticidade na cavidade fractal 1: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.

As Figuras D.27 e D.29 exibem a superficie da vorticidade ( na cavidade fractal 2, para
nimero de Reynolds Re igual a 10, 400, 1400 e 5000, respectivamente. As isolinhas destas
superficies estdo mostradas, respectivamente, nas Figuras D.28 e D.30, para os mesmos

valores usados na cavidade quadrada.
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(a) (b)
Fig. D.27 — Superficie de vorticidade na cavidade fractal 2: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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Fig. D.28 — Isolinhas da vorticidade na cavidade fractal 2: (a) Re = 10 (b) Re = 400.
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Fig. D.29 — Superficie de vorticidade na cavidade fractal 2: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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(a) (b)
Fig. D.30 — Isolinhas da vorticidade na cavidade fractal 2: (a) Re = 1400 (b) Re = 5000.
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APENDICE E

ESPECTRO DE FUNCOES

Sejam y(t) uma fungao e tg,---,ty_1 uma seqiiéncia de valores igualmente espagados por
At. Definindo yx = y(tx), o espectro P(f) de y(t), por uma funcdo janela w;, é dada por
(Press et al. (1992)):

N-—1
D, = ijje%ijk/N k=0,---,N—1 (E.1)
=0
1
Py = P(0) = P(fo) = 5—|Dof? (E-2)
SS

1

N
Py = P(fe) = [|Dg|* + |Dy—k/|*] k=005 =1 (E.3)
SS
1 2
Pnjp = P(fnp) = W |Dnyal (E.4)
sendo :

N-1
Wes = NY w (E.5)

j=0

k N
fk: - 2fcﬁ k_OaaE (EG)
fo= (B.7)
© T 2At ’

A funcdo janela quadrada, w; = 1 para 5 = 0,---, N — 1, ocasiona o aparecimento de

I6bulos laterais no espectro, devido a variacoes abruptas da fungao nos extremos do in-
tervalo. Por este motivo, é usual utilizar-se de um funcdo janela com decaimento suave,

como a fungao janela de Welch (Figura E.1), dada por:

j— 3Ny’
wj=1-— ljf[ (E.8)




0 200 400 600 800 1000

Fig. E.1 — Funcao janela de Welch (N = 1024).

Dado o espectro P, de uma sequéncia de valores yi, o conjunto dos picos do espectro é

eXpresso por:
N
(fk,Pk) | 1<k< 5, P, 1 <P, e Pk—|—1 < P (Eg)

E.1 Resolugao e Freqiiéncia Mdaxima de um Espectro

Dada uma seqiiéncia de pontos (tx,yx), para k = 0,---, N — 1, igualmente espacados por

At, a maior frequiéncia representivel pelo espectro é f., denominada freqiiéncia de corte ,

de acordo com a equagdo E.7. Seja (tmk, Ymk) uma subamostragem, por um fator m, da

seqiiéncia inicial. Neste caso, o intervalo de tempo passa para At = mAt, conseqiiente-
N/

mente reduzindo a maior freqiiéncia do espectro por um fator m, ou seja, f. = <.

A resolucao do espectro, neste caso, é dada por:

2fe 1 1

~ZJe = E.10
N NAt tn_1— 1o ( )

Ap = fro1— fr=

A equacao E.10 mostra que a resolucao do espectro depende do intervalo de tempo total

da sequéncia e, portanto, ndo se altera ao considerar subamostragens da seqiiéncia inicial.
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E.2 Exemplos de Espectros de Fungoes

Considere as seguintes fungoes:

yi(t) = cos(2mfit) (E.11)

y2(t) = cos(2mf1t) + cos(2m fot) (E.12)

y3(t) = cos(2mfit)[1 + cmeos(2m fot)] (E.13)
cos(2m f1t)[1 + cpmeos(2m fat)], se cos(2mfit) >0

ya(t) = (E.14)
cos(2m f1t), caso contririo

A funcgio y1(t) corresponde a um sinal senoidal simples com freqiiéncia igual a fi;. A
fungao y,(t) corresponde a soma de dois sinais cossenoidais com freqiiéncias fi e fo, com

mesma amplitude.

As outras duas fungdes, y3(t) e y4(t), constituem sinais cossenoidais simples de freqiiéncia
f1, modulados por uma freqiiéncia fo. A amplitude de modulagdo é controlada pela
constante ¢,,. A modulacao na funcdo y3(t) é simétrica, enquanto que na funcao y4(t) a

modulagao é feita apenas na parte positiva do sinal principal.

Definindo o conjunto de pontos igualmente espagados por h entre ¢; e tf por T'(t; : h : tf),

ou seja,

T(ti:h:ts) = {tn|tn =ti +nh,n € Net; <t, <ts} (E.15)

Considere dois conjuntos de pontos 77 = T'(—1:0.005 : 1) e T, = T'(—100 : 0.5 : 100). A
Figura E.2 (a) mostra y; sobre o conjunto 7} para f; = 20Hz. A Figura E.2 (b) mostra

o espectro desta fungao com um pico na freqiiéncia principal.

A Figura E.3 (a) ilustra a funcio resultante da soma de duas fungoes cossenoidais de mesma
amplitude, de acordo com a equacdo E.12, com freqiiéncias f1 = 20Hz e fo = 30H z, sobre
o conjunto T;. O espectro desta fungao corresponde a dois picos nas freqiéncias de 20H z
e 30H z, conforme pode ser visto na Figura E.3 (b). E importante destacar que o pico em

30H z é ligeiramente menor do que o pico em 20H z.
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Fig. E.2 — (a) Funcdo y; sobre T7 (f1 = 20Hz) (b) Espectro de (a).
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Fig. E.3 — (a) Funcdo yo sobre Ty (f1 = 20Hz e fo = 30Hz) (b) Espectro de (a).
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Nas Figuras E.4 (a) e (b) tem-se, respectivamente, a fungao e o espectro do mesmo tipo

de funcio, mas com freqiiéncias fi = 20Hz e fy = 22Hz.

2 T T T T 1

15|

08
1

05
0.6

vt

0

Espectro

04
05

02

. . . . . . . . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 10 20 30 40 50 60 70
t f(Hz)

(a) (b)

Fig. E.4 — (a) Fungao y, sobre T} (f1 = 20Hz e fo = 22Hz) (b) Espectro de (a).

A Figura E.5 (a) mostra o sinal resultante da modulag¢do de uma fungio cossenoidal de
frequéncia f; = 20Hz por uma outra fungao cossenoidal de frequéncia fo = 5Hz, com
amplitude ¢,, = 0.2. De acordo com o espectro na Figura E.5 (b), observa-se um pico em
20H z e dois picos em 15Hz = f1 — fo e 26Hz = f1 + f2. Isto mostra que na andlise de
sinais modulados deve-se procurar os picos préximos ao pico da freqiiéncia principal, e que
a diferenca entre estes picos e o pico principal é igual a freqiiéncia do sinal de modulagao.

2 T T T T T T T 1

15
08
1

05
0.6

vt

0

Espectro

04

05

02

. . . . . . . . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 10 20 30 40 50 60 70
t f(Hz)

(a) (b)

Fig. E.5 — (a) Fungao ys3 sobre T} (f1 = 20Hz, fo = 5Hz e ¢, = 0.2) (b) Espectro de (a).

Eventualmente este tipo de andlise pode ser dificultada se a freqiiéncia de modulacao for

muito pequena. As Figuras E.6 (a) e (b) mostram o sinal e o espectro para o mesmo tipo
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de funcao, considerando f; = 0.18Hz e fo = 0.03H z, sobre o conjunto 7. Observe que
os picos da modulacao, situados em 0.15Hz e 0.21H z praticamente desaparecem devido

a regido de decaimento do pico principal em 0.18H z.

08

0.6

y(t)
°
Espectro

04

02
15 - 1 JJ
2 . . . . . . o Y

. . . .
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 02 0.4 06 0.8 1
t f(Hz)

(a) (b)

Fig. E.6 — (a) Funcao y3 sobre 15 (f1 = 0.18Hz, fo = 0.03Hz e ¢, = 0.1) (b) Espectro de
(a)-

Os sinais das Figuras E.5 e E.6 sao modulados simetricamente, nas partes superior e
inferior do sinal principal. Nas Figuras E.7 (a) e (b), observa-se o sinal e o espectro de
uma modulacio realizada apenas na parte superior do sinal principal. Além dos picos nas
freqiiéncias diferenca (f1 — f2) e soma (f; + f2), observa-se o aparecimento de harmonicos

emkfi — foekfi+ fo,parak=0ek = 2.

0.8 [
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y(
°
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0.4

af 1
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15 F 4
2 L ‘ L ‘ A ‘

L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 10 20 30 40 50 60 70

Fig. E.7 — (a) Fungéo y4 sobre Ty (f1 = 30Hz, fo =5Hz e ¢, = 0.2) (b) Espectro de (a).
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Considere as fungoes:

( cos(2m f1t)[1 + cpmeos(27 fat)], se cos(2mfit) > 0
ys(t) = < (E.16)

| cos(2m f11)[1 + emsin(2m fot)], caso contrdrio

( cos(2m f1t)[1 + cmeos(2m fat)], se cos(2mfit) > 0
ye(t) = < (E.17)

| cos(2m f1t)[1 + cmcos(2m f3t)], caso contrério

(E.18)

A equacgao E.16 representa um sinal cossenoidal cujas modulagoes inferior e superior ap-
resentam a mesma freqiiéncia, porém defasadas. A equacgdo E.17 representa um sinal

cossenoidal modulado por freqiiéncias diferentes.

De acordo com as Figuras E.8 (a) e (b), a modulagao de sinais defasados nao apresenta
grandes diferengas no espectro com respeito a modulacao restrita a parte superior (E.7).
Por outro lado, a modulacgao de sinais com frequéncias diferentes ocasiona o aparecimento

de picos em kf; — f3 e kf1 + f3, para k = 0,1, 2, conforme pode ser visto na Figura E.9.

Um processo para encontrar a freqiiéncia f,, ou freqiiéncia principal, e as freqiiéncias de

modulagao menores do que %”, pode ser descrito pelos seguintes passos:

Dado o conjunto de picos de um espectro:
- A fregiiéncia principal corresponde ao pico de maior amplitude
- Para cada pico (fj, Pj) tal que %” < f;

- Verifique se existe um pico com freqiéncia fs tal que |2f, — fs — fj| < Ay.

- Se existir entao f, — f; € uma freqiéncia de modulagao.
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Fig. E.8 — (a) Funcdo y5 sobre Tt (f1 = 30Hz, fo = 5Hz e ¢, = 0.2) (b) Espectro de (a).
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