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ABSTRACT

The surface generating method proposed by Coons is very
much used in designing automobile bodies, ship hulls and other complex
forms, which are impossible to be analytically described. In order to
describe the "cages", which basically provide these surfaces, Bezier
or B-Spline methods are traditionally used, but with the disadvantage
that the control points do not belong to the generated curves, making
difficult modifications in the design. The present work proposes, for
generating the "cages", a method known as Weighted Splines, of a great .
computational efficiency and without the restriction regarding the
control points, which belong to the generated curves. This method is
known to be a particular case of Coons' <ideas.
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CAPTTULO 1
INTRODUC§0

Nas industrias aeronautica e automobilistica tem sido co
mum a ut11izac§o de computadores para resolver problemas relacionados
a tensoes em materiais, dinamica, aerod1nam1ca, termod1nam1ca, etc.
Usando a exper1enc1a das fabrlcas de avioes, os fabricantes de automo
veis tambem tentaram, nos Ultimos anos, fazer com que o controle nume
rico fosse introduzido no processo de projetar carrocerias de carro e
de fabricar estampas ou matrizes. Este tipo de aplicacoes requer que
os computadores gerem superficies Tivres, ou seja, superficies de gran
de complexidade, impossiveis de ser descritas analiticamente. Muitos
sistemas foram desenvolvidos para este fim (Bezier, 1971). A geracao
de superficies livres e usada para projetar carenagens ou ate projetar
embalagens sofisticadas como vidros de "shampoo".

0 metodo mais utilizado para gefar tais superficies 1i
vres e o metodo de interpolacdo dé Coons (1967). Este metodo, para ge
rar as superficies, necessita das "gaiolas" (grades) obtidas através
de uma malha de pontos de entrada,'também conhecidos como pontos de
controle.

Existem varias maneiras de interpolar as curvas atraves
dos pontos conhecidos. Uma das mais conhecidas € a de Lagrange
(Hildebrand, 1956 e Forsythe et alii, 1977). O problema deste metodo
- & o grande esforco computacional, o.qual depende do numero de pontos,
pois ajusta um polinomio de grau n para n+! pontos dados. Devido ao
grau muito grande deste polinomio, este metodo apresenta oscilagoes in
desejaveis. Um outro método & o de interpolac¢ao de Hermite (Hildebrand,
1956 e Forsythe et alii, 1977), para o qual devem ser fornecidos,
alem dos valores de abscissas e ordenadas, as inclinagoes. Isto e
uma desvantagem, pois nem sempre se conhecem as derivadaé, ou nao ha
interesse em aplica-las. Um outro metodo ainda e o de “Spline" cubico



(Hildebrand, 1956; Forsythe et alii, 1922) que nao apresenta problemas
relativos ao grau muito grande do polinomic. 0 problema deste metodo €
resolver um sistema de equacdes lineares que pode ser muito grande de

_pendendo do ‘numero de pontos de entrada e apresentar pontos de infle
xao indesejaveis.

Hoje os metdos mais utilizados para gerar as "gajolas"
necessarias a partir dos pontos de controle sao os de Bezijer e
“B-Spline" (Giloi, 1978; Newman and Sproull, 4 1979; Gordon and
Riesenfeld, 19745 Forrest, 1972). Estes métodos requerem umesforco com
putacional muito pequeno, sao extremamente rapidos e faceis de ser im
plementados. 0 grande problema destes metodos & que a curva gerada nao
contem os pontos de controle, como mostra a. Figura 1.1.

——

400
200 |
0,00
l | e
0,00 200 4.00

Fig. 1.1 - Interpolacdo usando método de Bézier.
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Nas aplicacoes de Projetos Auxiliados por Computador e Fa
bricacao Auxiliada por Cbmputador (CAD/CAM), os metodos mencionados di
ficultam o trabalho de um projetista, principalmente quanto a modifica
cao do projeto original, pois ele deve ter muita experiéncia‘para po
der introduzir novos pontos no grafico, imaginando a poés?ve] forma da
nova curva. Isto pode ser muito demorado devido a necessidade de repe
tir este processo ate que se consiga a forma espérada.

0 trabalho proposto trata de um metodo de interpolac¢ao que
gera “gaiolas" a partir dos pontos de controle, os quais pertencem a
curvavgerada.TEste metodo tambem e de grande eficiencia computacional,
facil de ser implementado e tem a grande‘vantagem de garantir que a
curva‘tragada passe pelos pontos de entrada dados. Esta vantagem auxi
1ia muito o projetista, pois ele tem a ideia exata de onde vai passar
a curva, introduzindo ou reposicionando um novo ponto. 0 metodo, ape
sar de ter sido desenvolvido de uma outra maneira (Costa, 1980), e uma
decorrencia muito particular das ideias do Coons quando se reduz  seu
forma]ismo para duas dimensoes. Apresenta tambem, como caracteristica
adicional, a possibilidade de especificar as derivadas da curvanos pqg.
tos de controle (todos ou alguns), permitindo ate mesmo a geracao de
descontinuidades.
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CAPTTULO 2

SUPERFICIES COONS

2.1 - A EQUACRO DA SUPERFICIE

Entre varias maneiras de gerar uma superficie, conhecendo
apenas alguns dos pontos a ela pertencentes, um método bastante sim
ples (Forrest, 1972) & fazer uma interpolacao linear a cada quatro pon
tos adjacentes. Para gerar uma superficie como na Figura 2.1, associam
-se 0s vertices a um trecho plano unitario (U-W).

Z(0,1) Z (u,l) Z(1,1)

Z(0,0) Z(u,0) Z(1,0)

Fig. 2.1 - Retalho de uma superficie.

Esta figura mostra um retalko Z com os quatro pontos
(0, 0), 2(0, 1), Z(1, 0) e Z(1, 1) e as quatro bordas ou curvas, cha
madas Z(u, 0), Z(u, 1), Z(0, w) e Z(1,w). Pelo metodo mencionado aci
ma, pode-se criar uma expressao para interpolar e obter uma superficie
bilinear, que e: '

Z(u, w) = Z(O 0)(1 - u)(1 - w) +
Z(0, 1)(1 - u)w + (2.1)
Z(1, 0)u(1 - w) +
Z(1, 1uw



Este metodo garante a continuidade da superficie entre re
talhos, mas ndo entre suas derivadas. Em muitos casos tem-se alguma in
formacao sobre as bordas do retalho, por exemplo, sua forma analitica,
L ou obtidas por algum tipo de interpolacao. Neste caso, utiliza-se esta
informacao péra gerar a superficie. Por-exemplo, conhecendo as duas
curvas Z(u, 0) e Z(u, 1), pode-se obter uma superficie, como na Figura
2.2, usando uma interpolacao linear entre elas.

Fig. 2.2 - Interpo]agao linear que fixa as.bordas W.

A expressao para o resu1tad6 desta superficie é:
Z(u, w) = Z(u, 0)(1 - w) + Z(u, ‘1w, | (2.2)
Por outro lado, conhecehdo as outras duas curvas Z(0, w)

e Z(1, w), uma outra superficie pode ser construida, como na Figura
2.3, usando uma interpolacao entre elas.

Fig. 2.3 - Interpolacao linear que fixa as bordas U.
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A expressao para o resultado desta superficie e:
Z(u, w) = Z(0, w)(1 - u) + Z(1, wu. (2.3)

_ Estas superficies sao conhecidas como superficies "raspa
das" ("ruled surfaces") e, tanto uma quanto a outra, tem a influéncia
das curvas que as geraram, porem sao exclusivas.

Uma solucao para gerar uma superficie, conhecendo quatro
curvas, foi desenvolvida no Massachusetts Institute of Technology
- MIT - na decada de 60 por Coons (1967). Por este ﬁétodo, a expressao
usada para gerar tal superficie, como mostrado na Figura 2.4, e a se
guinte:

Z(u, w) = Z(u, 0)(1 - w) + Z(u, Nw +

+ 2(0, w)(1 - u) + Z(1, wlu +

- (2(0, 0)(1 - w)(1 - u) +

£ 200, 1)(1 - uw + ' (2.4)
+ 201, 0)(1 - wu +

+ Z(1, 1)uw).

o

Fig. 2.4 - Interpolacao bilinear que fixa as curvas u e w.

Pode-se notar que a expressao acima e a soma das Equacoes
2.2 e 2.3 menos a Equacao 2.1. A subtracao & necessaria pois os cantos



ja estao implicitamente presentes nas Equacoes 2.2 e 2.3 duas  vezes,

ou seja, 0s quatro pontos Z(O, 0), Z(O, 1, 2(1, 0) e Z(1, 1) estao in

CluTdos em Z(u, 0) e 20, ), Z(u, 1) & Z(0, w), Z(u, 0) e Z(1, w) e

Z(u, 1) e Z(1, w), respectivamente. Nota-se tambem que cada curva con
tribui proporcionalmente para sua distancia ao ponto a ser interpola
do, e os cantos s3o subtraidos proporcionalmente a area do quadrildte

ro que 0s contem.

A Equacao 2.4 e satisfeita para u=0 e u=1 e para w=0 e

w=1, da mesma maneira que a Equacao 2.1 garante a continuidade da  su

perficie entre dois retalhos, mas nao garante a de suas derivadas. De
uma maneira mais geral, pode-se substituir as misturas lineares por

funcoes de mistura mais complexas, capazes de garantir estas continui

dades.

Substituindo 1-u por Fo(u), u por Fi(u), 1-w por Fq(w) e
w por F,(w), a Equacao 2.4 toma a seguinte forma mais geral:

Z(u, w) = Z(u, 0)Fo(w) + Z(u, 1)F1(w)
2(0, w)Fo(u) + Z(1, wIFy(u) +
-(2(0, 0)Fo(u)Folw) + (2.5)
+2(0, 1)Fo(u)Fa(w) +
+Z(1, 0)Fy(u)Fo(w) +
+Z(1, 1)F2(u)Fa(w)),

ou

1 1
Z(u, w) = § Z2(i, w)F (u) + 2 Z(u, jIF.(w) +

- 1 Y1z, 3F (u)F 5(w).
i=0 j=0




Demonstra-se que esta equacac representa uma  superficie
que contem as quatro curvas de borda e e definida por elas. Faz-se a
imposicao de que as funcoes de mistura tem como condicoes de contorno:

F0(0> = 1’
Fl(o) = 03
(2.7)
F0(1)‘= 09
Fi(1) =1

para garantir que a superficie contenha as bordas, sendo portanto defi
nida por elas. Isto pode ser conseguido expandindo um dos termos, por
exemplo Z(u, j)Fj(w) da Equacao 2.6, que resulta em:

Z(u, O)Fo(w) + Z(u, DFa(w), (2.8)

o qual representa uma media ponderada das curvas Z(u, 0) e Z(u, 1).
Quando w € igual a 0, os valores das funcoes Fo(0) e F,(0) sdo 1 e O,
respectivamente, reduzindo assim a Expressao 2.8 a Z(u, 0). Quando se
aumenta w, o peso de Fo(w) diminui, enquanto o de F,(w) aumenta para
que a superficie respeite a forma de ambas as curvas de borda. Quando
w esta se aproximando do valor 1, a influéencia de Z(u, 0) na forma da
superficie desaparece gradualmente, e a influencia de Z(u,1) torna-se
gradualmente dominante. Finalmente, quando w e igual a 1, as  funcoes
Fo(1) e Fy(1) assumem, respectivamente, 0 e 1 para que a Expressio 2.8
tome a forma de Z(u, 1). Ent3o, pode-se dizer que a superficie e gera
da por uma transicao gradual.de Z(u, 0) para Z(u, 1), e as formas des
tas duas curvas sio "misturadas” pela influencia das funcoes de mistu
ra Fo e Fy, 0 mesmo valendo para a mistura ao longo de W.

Uma outra imposicao bastante natural e a de que Fo e F,
sejam continuas e monotonicas no intervalo [0,1].
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Dadas as duas fungoes F, e F, continuas, obedecendo as
condicoes 2.7, e quatro curvas de bordas Z(0, w), Z(1, w), Z(u, 0) e
Z(u, 1) continuas, as quais formam um contorno que se fecha nos pontos
z(0, 0), Z(0, 1), Z(1, 0) e Z(1, 1), mas nao necessariamente em outros ;
pontos, a Equacao 2.6 representa uma superficie definidaunicamente por ]
estas bordas, as quais estgo nela contidas, o que se demonstra abaixo.

Fazendo u=a, onde a {0, 1}, tem-se:
1 1 ’
Z(a, w) =..2 Z(i, wF.(a) + _2 2(a; j)Fj(w) +

i=0 Jj=0

1 1
- 120 jéo Z(1, 3)F;(a)F;(w).

Pelas Restricoes 2.7, sabe-se que:

e R e, st 2

1, se i=a,

Fi(a)
F.(a)

0, se i#a.

Para a=0, obtem-se o seguinte:

2(0, w) = Z(0, WIFo(0) + Z(1, W)F,(0) +
+2(0, 0)Fo(w) + Z(0, 1F(w) +
(200, OF4(0)Folw) +
+2(0, 1)Fo(0)F1(w) +
+2(1, 0)F1(0)Fo(w) +
701, DF2(0)F L (W),

2(0, w) = 2(0, w) + Z(0, 0)Fo(w) + Z(0, 1)Fy(w) +
'Z(Oa O)FO(W) - 2(03 1)F1(W)

(0, w).
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E, para a=1, obtem-se o seguinte:

Z(1, w) = Z(0, w)Fo(1) + Z(1, wIF (1) +
Z(1, 0)Fo(w) + Z(1, 1)Fy(w) +
~(Z(0, 0)Fo(1)Fo(w) +
20, 1DFo(1Fy(w) +
¥Z(1, 0)Fy(1)Fo(w) +
sZ(1, DEL(DFL(W)),

Z(1, w) = Z(1, w) + Z(1, 0)Fo(w) + Z(1, 1)Fa(w) +
-Z(1, 0)Fo(w) - Z(1, 1)Fy(w)

Z(1, w),

ou seja, nas bordas ue{0, 1} a superficie reduz-se as curvas que a de
finem.

Analogamente, repetindo o processo anterior para w, con
clui-sé que nas bordas we{0, 1} a superficie reduz-se as curvas que a
definem. '

Deve-se observar que:

1) As bordas tem de se encontrar nos quatro cantos do retalho pa
ra garantir valores unicos dentro dele.

2) A superficie representa uma especie .de media ponderada com os
pesos Fo e F; das quatro bordas, em excecao dos termos dos can
tos Z(i, j)Fi(U)Fj(w). '



3) A equacao da superficie e simetrica em w e u e também em F, e
Fi. Por.este motivo pode-se resumir as provas sobre o comporta
mento das curvas numa unica prova para uma borda tipica qual
quer.

2.2 - CONTINUIDADE DA DERIVADA NA BORDA

A construgcao de grandes superficies e feita Juntando os re
talhos. Considerem-se déis retalhos adjacentes A e B com uma borda co
mum, como mostrado na Figura 2.5. Para o retalho A, a fronteira e
A(1, w) e para o retalho B, a fronteira & B(0, w), e os vetoresde coor
denadas sao iguais, ou seja, na fronteira,

A(1, w). = B(0, w) Ny (2.9)

A0 Alu.l) AllLI)

B(l,1)

AlO,w) Bliw

" AlO,O)

A (u,0) AlLO) 80,0

B(u,t)

Fig. 2.5 - Retalhos adjacentes.

A partir da Expressao 2.9 garante-se que os retalhos sao
continuos na fronteira por tenderem para a mesma curva. Deve-se agora
investigar se as inclinacoes tambem variam continuamente na fronteira
e fazer algumas imposicaeé para garantir a sua continuidade. Como a

e

e

T

i




- 13 -

fronteira € ao longo da curva w, consideram-se as derivadasparciais em

relacao a u, ou seja Z(u, wy-

Derivando a Expressao 2.5 obtem-se:

1
Z(u, wy = § Z(i, wFi(u) +
' i=0 ~
. |
+ 2 Z (u, j)qu(W) +
T .
- L 2 Z(i, §IFF(uIF5(w).

Fazendo u=a, onde a ¢{0, 1}, obtem-se:

Z(i, w)F;(a) +

Il 1

Z(a, w)u=

i=0

o 3 2(a, ; )JF (e
J=0

1 1
-3 220, J)F; (a)F (w),
i=0 j=0

ou

Z(a, w), = 2(0, wIFs(a) + Z(1, wIFi(a) +

+ Z(a, O)UFo(w) + Z(a, 1)uF1(w) +

-(Z(0, 0)F5(a)Fo(w) +
+2(0, 1)Fo (a)Fa(w) +
+ Z(1, 0)Fi(a)Fqo(w) +
+ 2(1, 1Fi(a)Fa(w)).

(2.10)

(2.11)
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Para satisfazer a Equacao 2.11, garantindo assim a conti
nuidade da derivada, as seguintes condicoes podem ser impostas as deri
vadas das funcoes de mistura Fy e Fi:

‘

Fé(O) = 0:
F6(1) = 09
(2.12)
Fi(o) = 03
Fi(1) = 0.

Com isso, a Equacao 2.11 reduz-se a:

Para a=0, 2(0, w), = Z(0, 0) Fo(w) + Z(0, 1) Falw) e

Z(1, 0) Folw) + Z(1, 1) Fa(w),

i}

Para a=1, Z(1, w)u

0 que significa que a derivada em qualquer ponto da fronteira na dire
cao u (cruzando a.fronteira) so depende das derivadas nos cantos da
ffonteira, sendo uma mistura delas, e e inteiramente'1ndependente das
bordas Z(0, w) e Z(1, w).

Consequentemente pa'ra 0s dois retalhos A e B, se
A(1, 0)y = B(0, 0)y e A(1, 1)y = B(0, 1)y, isto &, se as bordassdo con
tinuas em inclinacdo na direcdo u nos cantos da fronteira entre reta
Thos, garante-se que: .

ACL, W), = B(O, W),

u

em qualquer ponto da fronteira, qualquer que seja a forma desta. A de
monstracao aplica-se, por simetria, a qualquer borda tomada como fron
teira.
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2.3 - CONTINUIDADE DA CURVATURA NA BORDA

Garantida a continuidade da primeira derivada, deve-se
investigar a continuidade da segunda derivada (curvatura). Derivando a
Equacao 2.10, obtem-se:

1 1 .
Z(u, W)y, =1i§0 Z(i, w)F§(u) + 520 Z(us 3Dy F 5(0) +
. (2.13)

1
PUROREICH DFLWF ).

Fazendo u=a, onde a {0, 1}, obtem-se:

1 1

z Z(i, w)Fi(a) + Jgo Z(a, 3, F J(W) +

1 1 (2.14)

-3 1 2(i, JF3(a)F (w),
i=0 j=0

Z(a, w),

ou

Z(0, w)F§(a) + Z(1, w)Fi(a) +
+2(a, 0)  Folw) + Z(a, 1)

Z(a, w),,

uuFl(W) +
-(Z(0, 0)Fg(a)Folw) +
+Z(0, 1)Fg(a)Fy(w) +
+Z(1, 0)Fi(a)Fo(w) +

+Z(1, 1)FL(a)F(w)).

Para garantir a continuidade da curvatura, ou seja, sa
tisfazer a Equacao 2.14, impoe-se, analogamente, o0s seguintes valores
as seguintes derivadas das funcoes de mistura Fo e Fi:
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Fo(0) =0,
Fo(1) = 0,
(2.15)
Flll.(O) = 03
Fi(1) = 0.
Com essas imposicﬁes, a Equacao 2.14 assume a  seguinte
forma:

Para a=0, Z(0, w) 2(0, 0), Folw) + Z(0, 1) Fi(w) e
. g - uu : uu

Para a=t, Z(1, w),, = Z(1, 0) Folw) + Z(1,1) Fi(w).

uu

Isto garante a continuidade da curvatura entre retalhos
adjacentes, sendo esta, a exemplo da inclinacdo, dada por uma mistura
das segundas derivadas nos cantos.

2.4 - DETERMINACAO DE UMA FUNCEO DE MISTURA

Uma das formas funcionais mais simples para definir uma
funcao de mistura e a utilizacdo de um polinomio. As restricdes para
uma funcao, por exemplo F,, sao:

Fi(1)
F1(0)
F1(0)
Fi(1)
Fi(1)
F1(0)

1,

°

b

0
0
0,
0

]

0.

1

Como existem seis restricoes, deve-se escolher um poling
mio do 59 grau. Entao, o polinomio, a sua primeira derivada e a sua se
gunda derivada tem a seguinte forma: ' '




-se:
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P(x) = ax® + bx" + cx® + dx? + ex + f,

P'(x) = 5ax* + 4bx* + 3cx? + 2dx + e,
P'(x) = 20ax® + 12bx2 + 6cx  + 2d.

Impondo essas condicoes a funcdo de mistura Fj, obtem
f=0,

a+b+c+d+re+f=1,

I
o
-

5a + 4b + 3c + 2d + e
e =0,

20a + 12b + 6¢c + 2d = 0,
2d = 0.

Resolvendo esse sistema, obtem-se a sequinte solucdo:

Fi(x) = 6x5 - 15x* + 10x3,

e como Fo(x) = 1 - F1(x), j@ que a soma dos pesos devera ser 1, a fun

cao Fy sera:

Fa(x) =1 - 6x% + 15x* - 10x .
A primeira derivada da funcao F,(x) e:

Fi(x)

i

30x* - 60x° + 30x?,

um polinomio de duplas raizes 0 e 1; portanto, a funcao F,(x) & mono

tonica no intervalo [0, 1], uma vez que ndo hi maximos e minimos no in

tervalo mencionado.
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A segunda derivada de F;(x) e:
Fi{x) = 120x® - 180x2 + 60x,

que & uma clbica com raizes 0, 1/2 e 1. Esta funcao- tem um ponto de in
flexao (mudanca do sinal da curvatura) no ponto x=1/2.

0 aspecto destas funcoes de mistura Fo e Fy encontra-se
na Figura 2.6.
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CAPTITULO 3

POLINGMIO A DUAS DIMENSOES

Pode-se pensar em uma solucao analoga as superficies
Coons para duas dimensoes. Uma solucao para a interpoTacéo entre dois
pontos com garantia de continuidade da inclinagcao e da  curvatura, se
polinomial, tem de ser forcosamente, no minimo do quinto grau.

Uma funcao de mistura como a anterior, do quinto grau,
que satisfaz a continuidade exigida, mapeia o intervalo semprecomo uma
reta. A razﬁo disto e clara, pois com -a informacao apenas.dos pontos
nio se tem ideia da tendencia da curva (inclinacdo, curvatura, etc.).

Como um polinomio do quinto grau representa exatamente
as exigencias de continuidade, uma solucao, por exemplo, seria repre
sentar essas tendencias da curva por uma interpolacao por tres pontos,
de ambos os lados do intervalo considerado, como na‘Figura 3.1. Isto
leva a usar arcos de parabola (funcdes de grau dois) e utilizar fun
coes de mistura que seriam funcoes de grau tres. Por exemplo, dado o
intervalo [i, i+1], a ideia & usar tambem os pontos i-1 e i+2 para que
uma parabola interpole os pontos i-1, i e i+1, e outra interpole 0S
pontos i, i+l e i+2.

Fig. 3.1 - Interpolacao no intervalo [1i, i+1] usando arcos de  parabo
la. '

beg
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A seguir, ver-se-a como determinar as funcoes de mistura i

necessarias. i
As seis condicoes de contorno para o intervalo [i, i+1] g

' 530: §
P(Xl) = y-i: ) “
Plxgin) = Vinn ;,

' _ oyt 4

P (X-i) = y-i& ?:

L

] _ [ =

P (Xi“'l) - y.i+1’ r;‘

u _ gh 4

P (Xi) = yi’ ]

1t . - ] ,':.

P (Xi+l) =Yg :

onde a semelhanca das superficies Coons, 1
P(x) = 2o(x)ho(x) + A1x)ha(x), ;
sendo Ao e A, as funcoes de mistura e ho e hy as parabolas interpolado i

ras. Para as condicoes de contorno tem-se:

20(0)ho(0) + x1(0)h(0)
Xo(1)ho(1) + X1(1)h (1)

hO(O)s (301)
h (1). (3.2)

Yo

)

Y

Impoe-se agora as mesmas caracteristicas das fungoes Fj
a0s A, nos extremos do intervalo, obtendo-se assim: s j

xo(0) = 1, (3.3a)
ro(1) = 0, (3.3b)
A1(0) = 0, (3.3c)
(1) = 1. (3.3d)
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Quanto a respeitar as tendencias da curva, e lembrando
que um polinomio do grau trés ndo pode comportar a nulidade dos extre
mos das duas primeiras derivadas e simultaneamente ter as propriedades
mencionadas acima para os extremos, tem-se de escolher entre manter a
inclinacdo ou manter a curvatura das parabolas, sendo a grandeza nhao
-escolhida garantida pelo grau do polinomio resultante.

Un outro conjunto de equagoes auxiliares para manter as
inclinacoes das parabolas e:

x(0) =0, ' (3.4a)
Ag(1) = 0, | (3.4b)
(1) = 0, | (3.4c)
A1(0) = 0. (3.4d)

Para garantir a continuidade das curvaturas, impﬁe—ée

que:

P"(0) = h§(0), - o (3.5)
Pf(1) = hi(1). _ ‘ (3.6)

As segundas derivadas nos extremos sao dados por:

p" = Agho + Agho + Aohb * Aohy +
. . . . (3.7)
Athy + Aihy + ax1hi  aihi.

Substituindo a Equagao 3.7 nas Equacoes 3.5 e 3.6 obtem
-se, para os extremos, as seguintes condicoes:

0, _ (3.8)
0.

AS(0) + A4(0)
Ao (1) +%(1)

fl



As equacoes para A, e para X\, Sao:

>
P
[an}

V e L o N
] ]
o o
- v

A(1) =0,

A (0) =0, (3.10)
r(1) =1,

21(0) = 0,

A (1) =0,

A5(0) + 23(0) =0,

A1) + x_'l'(d) = 0.

Este sistema tem dez equacoes e so se precisa de oito,
pois os dois polinomios em questdo sao do grau trés. Entdo, devem exis
tir equacoes que s30 combinacdes de outras. Sabe-se disto porque as
condi¢oes impostas sobre Ay e X, foram usadas nas Equacoes 3.8 e 3.9.

Entao, as formas dos polinomios A, € A, sdo:

Ao = aoX® + box? + CoX + do,

A = a1x® 4+ byx? 4 ¢3x + d;.

Substituindo esses polinomios nas Equacoes 3.10, obtém
-se:

SRy 5. 2

el NI SRR L

T W o
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do = 1,

ay . bo + Cco = -1,
co =0,

3ap + 2by = 0,

d; =0,

a; + b1 + C1 = 1,

Cy = os

3a; + 2by = 0,

2a + 2b, = 0,

6ao + 2bo + 6ay + 2b; = 0,
ou seja:

ao-l.~bo=-1,
33, + 2by = 0,

aj + b1 =1,

3a; # 2by = 0,
2bo + 2b1 = 0,
630 + 2b0 + 631 + Zbl = 0.

Nota-se que o sistema acima tem seis equacOes equatro in
cognitas. Eliminando por tentativas as duas primeiras equacdes, obtem
~-se 0 seqguinte resultado:

Ao = 2x3 - 3x% + 1,

Al

-2x3 + 3x?
que satisfaz:

Al = 1 - Aoo
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Este mesmo resultado foi derivado a partir de outras con
sideracoes de Costa (1980).

A primeira derivada da funcao ro(x) e: i
ro(x) = 6x2 - 6x, e

que so se anula para os valores de x=0 e x=1, sendo portanto monotdoni
ca no intervalo.

A segunda derivada de ro(x) e:

AIOI(X) = 12X - 63

que se anula para o valor de x=1/2, onde existe um ponto de inflexao.

0 aspecto destas funcoes Ay € X; esta representado na Fi .
gura 3.2. Pode-se notar pela figura que o comportamento das funcoes i,
e X, e semelhante as da mistura do Coons.

~ Um exemplo de utilizacao deste metodo e mostrado na Figu
ra 3.3, onde foram usados cinco pontos de entrada. Em cada  intervalo
foram gerados 19 pontos, ou seja, 20 intervalos.
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8,00 —

6,00 —

4,00

20077

0,00

] I T |
0,00 2,00 4,Q0

Fig. 3.3 - Interpolacao usando "Spline" ponderado.

"*" indica os pontos de entrada 9, 1, 4; 2 e 1.




CAPITULO 4

SUPERFICIE CORRETORA DE INCLINACEO

A equacao da superficie descrita anteriormente &8 muito
geral no sentido de aéomodar qualquer contorno limite para o retalho;
entretanto, e bastante limitada quanto a concordancia de inclinacoes
na fronteira, pois estas sao rigidamente descritas por uma formula sim
ples.

- E frequente a necessidade de ajustar uma dessas frontei
ras com a de outra de um outro retalho gerado de uma maneira  diferen
te, ou ter uma imposicao de natureza fisica a uma particular frontei
ra. Entao, pode-se detérminar uma superficie aditiva corretora que in
troduza esta imposicao fisica externa ao problema.

Seja a superficie abaixo definida como a do Capitulo 2:

1

alu, w) = 12—_-:0 ali, W)uGi(u) +

1 .
320 alu, j)ij(w) + (4.1)
1

10 T oalis )y, 6 (u)6; ().

i=0 j=0 W

Nesse caso, a(i, w), e uma funcdo apenas de w, que des
creve uma variacao arbitraria da derivada na direcdo u quando w varia
ao longo das fronteiras ou bordas. A funcio a(i, J)yy representa a de
rivada cruzada nos quatro cantos.

Do mesmo modo que Fy e Fy (Secgo 2.4), asfuncoes G, e G,

tambem sao funcoes de mistura com propriedades ligeiramente diferen
tes, ou seja:

- 29 -
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Go(0) = Go(1) = G3(0) = Go(1) = 0,
6:(0) | |
Go(1)
61(0)
61(1)

]
—
w

it il
-— (e ] o
.

Pode-se perceber que, com essas condicoes impostas, ne
nhuma caracteristica da continuidade da curvatura foi colocada. Entao,
a adicao dessa nova superficie pode alterar a curvatura, mas esta pode
ser corrigida por uma outra supérf?cie semelhante.

- E necessario garantir que a nova superficie seja identi
camente nula nas fronteiras, e sobre estas a inclinacao seja dada pela
equacao fornecida. Fazendo u=a na Equacdo 4.1, obtém-se o seguinte:

1 1 .
alas ) = T ali, w)y6y(a) + (L (@ 98500 +
11 . (4.2a)
;ZO jZO OL(-'s J)UWG'I (a)GJ(W)a
que resulta em:
l .
u(a: W) = 2 Ol(as j)WGJ‘(W)- . (4.2b)

j=0

A superficie da conexdo deve deixar as fronteiras inalte
‘radas, Togo ela deve ser nula ao longo destas, ou seja:

o (i, w)
83 (us \j)

it
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Em vista da Equacdo 4.2b, as derivadas nessas fronteiras
tem de ser nulas também, ou seja:

ali, w)w= 0,
alu, j)u=0.

Com estas caracteristicas, percebe-se que a(a, w) = 0 co
mo se queria. De maneira semelhante ao procedimento acima obtem-se
a(u, a) = 0.

Para examinar a variacao da inclinacdo ao longo da fron
teira, deriva-se a superficie em relacido a u obtendo:

1 .
alu, W), = 126@(1’, w), 6 (u) +
+§ a(u, J) WOy (W) + (4.3)
J=0

zo 320 s 30,85 (WG (w).

Substituindo a no lugar de u, obtém-se:

1

ala, w)u = '20 ali, W)UG%(a) +
1= :

+E ala, 3),6;(w) + : (4.4)

120 320 a(i, §), 1( )G (w).



Sabe-se que:

G%(a)
G;(a)

0, se i#a,

1, se i=a,

entao a Expressao 4.4 toma a seguinte forma:

1 1

) ala, v 3 ala, )
izo (a, w), + 520 (a, j
1

Tzi

i=0 j=0

uij(w) +

ofa, w)u

Ot(a: j)UWGj (W)

Isso mostra que essa superficie possui aspropriedades im
postas anteriormente.

Para usar essa superficie de correcao deve-se primeiro,
determinar a inclinagao da superficie gerada anteriormente nas bordas,
subtrai-la da desejadé e, entao, achar a inclinacao que a  superficie
de correcao devera ter.

Se €(0, w)y e a inclinacdo desejada e I(0, w), a inclina
cao intrinseca, entao a(0, w)y, a inclinacdo corretora, e C(0, w)y-

I(0, w)y. As funcoes a(i, w)y e alu, j), sao as quatro que fazem parte
da superficie de corregao de inclinagao.

A superficie no retalho e:

Clu, w) = Z(u, w) + alu, w),

onde Z(u, w) & a superficie cuja inclinacdo das fronteiras esta sendo
ajustada. :

TR
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0 mesmo procedimento pode ser estendido a derivadas de
qualquer ordem.

4.1 - ARCO CORRETOR PARA 0 CASO BIDIMENSIONAL

A exemplo da restricao dimensional que foi feita para o
caso da interpolacao dos reta]hos,'pode—se pensar num arco corretor
para as derivadas no caso bidimensional. 0 extenso uso de curvas de
Bezier na geracdo de curvas e superficies deve-se 3 facilidade de espe
cificar as inclinacdes nas pontas (e nas bordas), além de suagrande ra
pidez. '

Ao interpolar a “gaiola“ com inc1ina96es conhecidas, pa
ra depois gerar as superficies, quando sao unidas duas superficies de
mesmas bordas, geradas da mesma forma e com controle sobre sua inclina
¢ao, dispensa-se o uso de superficies corretoras, ji que, pela formula
da derivada na borda da superficie primaria, essa e determinada pelas
derivadas nos cantos do retalho.

No caso bidimensional, a funcao de mistura do arco corre
tor e yi(x), i=0, 1, com as seguintes propriedades:

Yo(0) = Y1(0) = Yo(1) = Y,(1) = 0,

Y'(O) =1,
0
Y'(1) = 09
0
YI(O) = 0:
1
v = 1.

Como existem essas oito equacoes, o polinomio deve ser
do terceiro grau, ou seja:



coes

Para

Para

vo(X) = agx® + box® + cox + do,
vy (x) = ale + blx? + clx‘% die
‘Substituindo as expressoes de vyo(x) e v,(x) nas
acima, tem-se:
Yo(x):
do = 0,

ag + by + Co + dg = 0,
Co =1,

3ap + 2bg + Co + do = 0.

Resolvendo o sistema acima, obtem-se:

v, (x) = x* - 2x2 + x.

vy, (x):

dl = 03
a; + bl + Cqy = 0,
331 + 2b1 + Cp = 1,

Cy = 0.

Resolvendo o sistema acima, obtem-se:

condi




Entao, o arco corretor obtido & vo(x)hg(0)+ Yi(x)hi(1),
onde hy(0) e h (1) sdo as inclinagoes desejadas nos pontos 0 e 1 do ar
co, respectivamente. 0 aspecto destas funcoes esta representado na Fi
gura 4.1. '

Um exemplo da utilizacdo desse arco corretor & mostrado
na Figura 4.2, que € a mesma curva qﬁe foi mostrada no capitulo ante
rior na Figura 3.3, Jjuntamente com suas novas formas depois de corrigi
das para as derivadas impostas. A Figura 4.3 mostra a mesma figura,
mas com a ampliacao da regiao onde foram impostas novas derivadas.
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8,00 —
x - ORIGINAL
6,00 @ - DERIVADA DESEJADA -2
A - DERIVADA DESEJADA 2
® - DERIVADA DESEJADA 4
4,0Q_]
2,00
0,00 §
| I I ] L
0,00 2,00 4,00

Fig. 4.2 - Curva original interpolada com correc§es de inc]inacao.

“*" indica o ponto onde foram impostas as derivadas desejadas.
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2,004 x - ORIGINAL
) m - DERIVADA DESEJADA -2
a4 - DERIVADA DESEJADA 2
¢ - DERIVADA DESEJADA 4
0,00
| I I I I 1
L3S0 1,90 2,30 2,70

Fig. 4.3 - Ampliacao da regiao
: das desejadas. )

do ponto onde foram impostas as deriva
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Uma utilizacao muito importante desse arco corretor & ge
racio de descontinuidade nas derivadas. A Figura 4.4 mostra esta carac
ter?stica. Uma superf?cie completa foi gerada usando a correcao da de
rivada (Figura 4.5). '

L

Fig. 4.4 - Curva interpolada que forca‘uma descontinuidade.
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Fig. 4.5 - Uma superficie completa usando o ihterpo]ador.
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Um cuidado deve ser tomado ao impor uma descontinuidade,
pois pode ocorrer Umé osci]a;éo do tipd mostrado pela Figura 4.6, devi
do a grande amplitude do.arco~corretor, intoleravel dentro da precisao
reqﬁerida. .

Fig. 4.6 - Ocorrencia de uma oscilagao.

Uma maneira de contornar este problema e incluir mais
dois pontos novos, como mostra a Figura 4.7. Como as curvas interpola
das primeiramente sao parabolas, e facil determinar a posicao dos pon
tos auxiliares de modo a produzir as derivadas desejadas no'pontov de -
descontinuidade.

Q
9

Fig. 4.7 - Eliminacao da oscilagdo com a inclusdo de pontos auxilia
res. ‘ )

0 metodo de gerar superficies de Coons ndo sofrera nenhu
ma alteracao, pois a geracdo da superficie & feita dentro do retalho
usando tio somente as suas bordas. As Figuras de 4.8 ate 4.13 mostram
exemp1os'que utilizam o sistema completo.
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Fig. 4.8 - Interpolacdo em um retalho onde as bordas sao as
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Fig. 4.9 - Interpolacao em um retalho onde as bordas sdo a funcio x2.
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Fig. 4.10 - Inter
x2+1.

polacao em um retalho onde as bordas sao a

funcao

G TR

g




- 45 -

Fig. 4.11 - Interpolacao em quatro retalhos onde as bordas sao a fun
cao x%-4. - '
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Fig. 4.13 - Exemplo de cabine de aviao.
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CAPTTULO 5
CONCLUSOES

A extensao do caso bidimensional do metodo de Coons aqui
proposta apresenta reais vantagens sobre interpolacoes tradicionais,
quais sejam: 1) o pequeno esforco computacional, que e Tinearmente
crescente com o numero de pontos; 2) a garantia da suavidade dos seg
mentos interpolados; 3) a passagem por todos os pontos de controle;
4) a manutencao da continuidade das derivadas de qualquer ordem (desde
que se pague o devido custo computacional); 5) a possibilidade do con
trole completo das derivadas nos pontos, o que permite especifica-las,
como podem fazer os metodos mais complexos, e ate mesmo gerar desconti
nuidade das curvas nos referidos pontos sem que o numero deles seja au
mentado; 6) a existencia de um modo alternativo de geracdo de desconti
nuidades na primeiré derivada, caso a possibilidade mencionada no item
anterior gere alguma rugosidade inadmissivel.

A geYach das “"gaiolas", tal como aqui implementada, ba
seia-se em coordenadas cartesianas. Para a geracao de superficies in
teiramente fechadas, deve-se utilizar a parametrizacao; as modifica
coes a serem introduzidas no programa sao de pequeno porte e quase nao
réquerem esforco de programagao. ‘

A parametrizacao acima mencinada, bem como uma considera
vel melhoria na capacidade de interacao programa-usuario, no sentido
de torna-To totalmente conversacional e auto-explicativo, sio os proxi
mos passos propostos para o prosseguimento do trabalho.
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