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RESUMO

Resolugoes numéricas de equagoes diferenciais parciais (EDPs) evolutivas que apre-
sentam estruturas singulares localizadas em suas solugoes tém ampla aplicagao nas
areas das Ciéncias Espaciais, como em hidrodinamica e magneto-hidrodinamica. Os
métodos tradicionais para resolver essas EDPs, tais como diferencas finitas ou vo-
lumes finitos, podem tornar a simulacao de tais EDPs muito dispendiosa. Por essa
razao, muitos estudos desenvolvem técnicas numéricas adaptativas capazes de tornar
as resolucoes numéricas dessas EDPs mais viaveis computacionalmente. Neste traba-
lho utiliza-se o método de volumes finitos auxiliado por técnicas de multirresolugao
adaptativa para o dominio espacial. O propésito é medir a regularidade local da
solugao a fim de gerar uma malha computacional adaptada espacialmente a solucao,
ou seja, produzir um maior refinamento nas regioes de comportamento menos suaves
da solucao. A evolucao temporal é feita por meio de uma técnica em que o passo de
tempo é ajustado localmente a malha espacial adaptativa. Dessa forma, cada célula
é evoluida no tempo individualmente, com um passo de evolucao temporal propor-
cional ao seu tamanho e de acordo com a condicao de estabilidade respeitada pela
malha mais refinada. Tal procedimento ja foi aplicado com sucesso para métodos de
baixa ordem. Entretanto, para ordens superiores existe o problema de sincronizagao
da solucao no tempo entre células adjacentes com niveis diferentes de resolucao. Este
trabalho resolve este problema ao propor uma abordagem inovadora para lidar com
esse problema, a utilizacao de métodos de Runge-Kutta continuos.
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HIGH ORDER METHOD FOR LOCAL TIME STEP ADJUSTMENT
IN THE NUMERICAL RESOLUTION OF EVOLUTIVE
DIFFERENTIAL EQUATIONS USING ADAPTIVE
MULTIRESOLUTION ANALYSIS.

ABSTRACT

Numerical solutions of evolutionary partial differential equations (PDEs) that have
unique structures located in their solutions have wide applications in the areas of
Space Science, as in hydrodynamics and magnetohydrodynamics. Traditional meth-
ods for solving those PDEs, such as finite differences or finite volumes, make the
computations very expensive. For this reason, many studies have developed numer-
ical techniques to make these PDEs resolution computationally feasible. Here, the
efforts use the finite volume method aided by adaptive multiresolution techniques.
The purpose is to measure the local regularity of the solution in order to generate
a computational mesh spatially adapted to the solution, i.e, to produce a greater
refinement in less smooth behavior regions of the solution. The time evolution is per-
formed by a technique which the time step is locally adjusted to the adaptive mesh.
In it, each cell is individually evolved in time with a step size proportional to its
size, and in accordance to the stability condition observed by the finer mesh. Such a
technique has already been applied to low orders methods. In case of higher orders,
however, there is the problem of synchronizing the time between the solution of adja-
cent cells with different levels of resolution. This work solves this problem proposing
a new approach to deal with it by applying the Natural Continous Extensions for
Runge-Kutta Methods.
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1 INTRODUCAO

Atualmente, as pesquisas em Ciéncias Espaciais e da Atmosfera tém disposto de
uma quantidade muito maior de sistemas de aquisicao de dados e de uma maior
qualidade na resolucao dos dados. Para exemplo de um desafio consideravelmente
recente, as pesquisas espaciais tém contado com um maior nimero de satélites ou
sondas espaciais que monitoram, com melhores resolucoes temporais e ja apresen-
tam uma simultaneidade de coleta em pontos espalhados desde a proximidade do
Sol a regides das atmosferas planetarias (KIVELSON; RUSSELL, 1996; BOTHMER; DA-
GLIS, 2007). No entanto, muitas vezes essas situa¢oes de monitoramento nao sao
suficientes para a compreensao adequada dos fenomenos. As simulacoes numérico-
computacionais firmam-se como instrumentos indispensaveis para completar estudos
sobre os processos de cenarios conhecidos e, nao raras vezes, desvendar aspectos iné-
ditos relacionados as complexidades inerentes a essas vastas fenomenologias, sejam
dos plasmas espaciais ou dos fluidos planetarios (JARDIN, 2010; BUCHNER et al.,
2003; CHOUDHURI, 2004). O INPE investe arduos esfor¢os no uso, participagao e
desenvolvimento de cédigos de simulacao para atender as suas pesquisas na area
de modelagens, inclusive visando areas de vanguarda como a do Clima Espacial

(http://www2.inpe.br/climaespacial/), que motivam este tipo de trabalho.

A base dos modelos de hidrodinamica e magnetohidrodinamica espacial sao as Equa-
¢oes Diferenciais Parciais (EDPs) evolutivas, cujas resolugbes numéricas podem ser
realizadas utilizando intimeros métodos. O método dos Volumes Finitos (VF) é um
método amplamente utilizado devido a sua facilidade de implementacao e sua boa
precisao no caso de solugoes com descontinuidades (TORO, 1999). Ao aplicar esse
método em casos de EDPs evolutivas que possuem estruturas localizadas em suas
solucoes, o método de VF pode necessitar de um refinamento na malha que repre-
senta a solucao apenas em algumas regioes do dominio. Entretanto, nesse método,
toda a malha é igualmente refinada. Isso torna a evolucao temporal computacio-
nalmente dispendiosa. Uma alternativa eficaz para resolver esse tipo de desafio é o
uso de métodos com malha computacional adaptavel (DOMINGUES et al., 2011; DEI-
TERDING, 2011). Nesse caso, a malha se torna mais refinada onde existem variagoes
mais bruscas na solugao e menos refinada em regioes suaves. Métodos adaptativos
necessitam de uma ferramenta capaz de avaliar a suavidade da solugao. Uma ferra-
menta utilizada para este fim é a andlise multirresolugao (MR), proposta por Mallat
(1989), no contexto adaptativo descrito por Harten (1993), como é explicado nos

proximos paragrafos.



A andlise multirresolucao faz decomposicoes multinivel de um sinal utilizando uma
transformada wavelet. Com essa transformada, o sinal passa a ser representado pelos
coeficientes wavelet. A amplitude desses coeficientes tem a propriedade de indicar a
regularidade local (MALLAT, 1998). Dessa forma, Harten (1993) propés um método
combinando o método de VF com MR de forma a se obter um método adaptativo es-
pacial para resolucao de EDPs evolutivas com estruturas localizadas. Nesse método,

a evolucao temporal é feita em malhas adaptadas espacialmente para a solucao.

A inexisténcia de coeficientes significativos nos niveis mais altos indica regularidade
na regiao referente ao coeficiente, o que permite que a regiao seja representada em
um nivel menor de refinamento sem que ocorram perdas. Neste contexto, Harten
(1994) propde uma abordagem em que, para cada iteracao, é criada uma nova ma-
lha adaptada espacialmente a solugao de acordo com a regularidade local dessa.
Nessa malha, o grau de refinamento local depende de onde se encontram os coefici-
entes wavelet de maior amplitude, denominados significativos. Com isso, tem-se uma
malha localmente refinada de forma automaética e ajustada a solugao. Esta técnica é
estendida para o caso bidimensional em Miiller (2003), e para o caso tridimensional
em Roussel et al. (2003).

A evolugao temporal também pode ser construida de acordo com a malha adaptada
(DOMINGUES et al., 2008). A técnica de tempo local (local time, LT) permite realizar
a evolucao temporal localmente com um passo proporcional ao tamanho da célula.
Porém, para realizar a evolucao temporal em uma célula, é necessario o valor do
fluxo numérico em todos os instantes da evolucao temporal. Isso faz com que, no
caso de duas células adjacentes e tamanhos diferentes, a evolucao no tempo da célula
menor dependa do valor da célula maior em um instante de tempo intermediario, o
que a principio impediria o uso do LT. Em Domingues et al. (2008), utilizou-se um
método de Runge-Kutta (RK) explicito de ordem 2 para realizar o MR/LT. Nesse
At™

caso, o tempo intermediario "™ + =5~ usado para o cdlculo do fluxo numérico pode

ser obtido a partir do préprio método de Runge-Kutta 2.

O caso de métodos de Runge-Kutta de ordem superior (> 3) é um desafio, pois os
passos intermediarios da evolucao temporal das células maiores nao sincronizam com
a evolugao temporal das células menores (DOMINGUES et al., 2008). A abordagem
proposta neste trabalho para lidar com o problema da sincronizacao é o uso de
métodos de Runge-Kutta continuos, desenvolvidos por Zennaro (1986), de modo
que a solucao continua forneca, de forma barata, os valores intermediarios para a

realizacao da evolugao temporal nas células menores.



Para a realizacao deste trabalho, um conteido embasador é apresentado, envol-
vendo os aspectos considerados para a plena realizagao, como também situagoes de
aplicagoes e, como consequéncia das implementagoes, os resultados, para a obten-
¢ao das conclusoes sobre o desafio estudado. No Capitulo 2, sao apresentados os
métodos de discretizagao espacial para criar a malha nao-uniforme que sera usada
conforme um método proposto. No Capitulo 3, a analise multirresolucao ¢é explicada.
No Capitulo 4, procede-se com a explicacao da construcao da malha adaptativa. No
Capitulo 5, sao apresentadas métodos de evolugao temporal de interesse. No Capi-
tulo 6, a técnica de tempo local, conforme se pretende implementar, é apresentada.
No Capitulo 7, situacgoes de aplicacoes sao consideradas e tratadas. No Capitulo 8, os
resultados de todo o estudo realizado sao apresentados e discutidos. No Capitulo 9,

por fim, as conclusoes sao estabelecidas.

A justificativa e a importancia deste trabalho podem ser aqui ressaltados. A pro-
cura de uma maneira para realizar a sincronizacao dos passos temporais é o desafio
significativo para a utilizacao de métodos RK de ordem superior no contexto do
MR/LT. A falta de uma abordagem para este problema limitou, até agora, o uso
do MR/LT a métodos de ordem 1 e 2. Este trabalho propoe uma abordagem para
estender a técnica do MR/LT para métodos de ordem superior, de modo a obter

melhores soluc¢oes para os problemas estudados. O que foi feito com sucesso.






2 METODOS DE DISCRETIZACAO ESPACIAL

Neste capitulo, é tratado o método dos volumes finitos, em que se expoe a técnica
de discretizacao espacial utilizada no método proposto neste trabalho. Isto serve de
base para técnica de analise multirresolucao adaptativa, explicada com mais detalhes

no Capitulo 3.
2.1 Método dos volumes finitos

O método dos Volumes Finitos (VF) é um método adequado para resolver problemas
de leis de conservagao, como de transmissao de energia, massa, calor, etc (LEVEQUE,
2004). Em um espa¢o N-dimensional, com N € N, a discretizacdo do método dos
VF ¢ feita dividindo o dominio em intervalos de N dimensoes espaciais, estes inter-
valos sdo denominados células de grade ou volumes finitos. As equacoes de leis de

conservacao tém a forma:

ou  0F(U) OFN(U)

+ +...+——=5U 2.1
ot o0xq oxn () (2.1)
Em que U(zy,...,xN,t) representa a grandeza conservativa estudada, as fungoes
F,,(U) sao denominadas fluxos fisicos de U e as variaveis z,, sdo varidveis espaciais,
e S(U) é um termo fonte. O método VF trabalha com a ideia de um “escoamento”
entre células de grade adjacentes. Esse “escoamento” ocorre em funcao dos fluxos

fisicos.

A discretizacao de um Problema de Valor Inicial (PVI) utilizando o método VF
é realizada particionando o dominio de interesse em células N-dimensionais C de
dimensoes Az, na direcao do respectivo eixo x,, em que o conjunto de todas as
células C é denominado malha computacional. Para facilitar a notagao, considera-
se que todas as células na malha computacional possuem as mesmas dimensoes
Ax,, desta forma é possivel indexar as células do dominio utilizando uma sequéncia
(e1,...,en) em que cada valor e, € N associa a localizacao da célula na diregao x,,
a partir de uma origem. Para cada célula, atribui-se um valor médio dado a partir
da condicao inicial do problema. Esta média é estimada de forma que represente a

condicao inicial no dominio de interesse, utilizando do teorema do valor médio:

1

N
Z...e el v U(.Tl,...,Q?N,tm) d.Tn (22)
T ngl Ay, /C ,H



A resolucao de um problema de valor inicial utilizando um método numérico consiste
em representar a condicao inicial no dominio discretizado e evoluir sucessivamente
esta solugao no tempo até atingir o instante desejado. O processo de evolugao tempo-
ral é detalhado no Capitulo 5. Além dessa parte temporal, utiliza-se uma discretiza-
¢ao espacial sobre as fungoes F),, o tipo de discretizagao utilizado para estas fungoes
caracteriza o método numérico utilizado. Para o método VF, esta discretizacao é
realizada conforme dado no Teorema 1.

Teorema 1. A discretizacao espacial de uma funcdo a ser integrada em uma ma-

lha quadricular, utilizando o método dos volumes finitos, € realizada conforme a

eTpPressao:
Q" _ N~ (Fu = F)
=y = "+ 5(Q), (2.3)
dt Az,
n=1
em que F, € o fluro numérico entre as células Ce,, e, 1. en € Cei . en, €nquanto
JF 7z Yo Ve
F € o fluro numérico entre as células Ce, ... cp € Ceienirren-

Demonstracdao. A equacao para a evolucao temporal do método VF pode ser obtida

modificando a Equacao 2.1 para:

- Z 20 sw) (2.4)

Integrando-a em relacao as variaveis espaciais e no intervalo de uma célula arbitraria,

obtém-se:

U N N OF, (U N N
— Hd%:—Z/# dequ/S(U) 1 dx, (2.5)
n=1 n=1 ¢ Ln q=1 ¢ q=1

Aplicando a regra de Leibniz na integral a esquerda obtém-se:

CU l_lldxn = —Zl /CS(U) 1_[1da:q (2.6)

Modificando a Equacao 2.2, tem-se que:

N N
/U(xl,...,xN,tm) Hdwn:QmHqu (2.7)
¢ n=1 q=1



Substituindo o valor da integral na Equacgao 2.6, obtém-se:

d il N oR,(U al
d (ngqu> | [sw) [Ln @9

Aplicando a propriedade de linearidade do operador diferencial:

qu Z/ l]_:[ldxq—ir/cS(U) f:[ldxq (2.9)

s N
Dividindo ambos os termos por ] =1 Az,

dQm 1 N
I 1qu2/ 8xn 1 ﬁm—%/cS(U)gdxq (2.10)

q=1

Seja S(Q) o valor médio da integral sobre S(U), obtido de acordo com o Teorema
do Valor Médio:

aQm al
= H A%Z/ . q];[ldxq+S(Q) (2.11)

Aplicando a propriedade de soma de integrais em relacao as mesmas variaveis, tem-se

que:

aQm
T Mq/z . qu .+ 3@ (2.12)

Utilizando a notagao de divergéncia para o termo ij 8Fa— e definindo o diferen-

cial de volume dV := Hévzl dz, da célula C:
aQm 1
R
dt Hq:l A‘Tq

/v CFdV + S(Q) (2.13)
C

Aplicando o Teorema de Gauss, obtém-se:

Q™ 1
- TN
dt qul Az,

9][5 F.5dS+ S(Q) (2.14)
C



em que dS é o diferencial e v é o vetor normal em relagao a superficie de C. Dividindo

a integral sobre a superficie da célula em integrais sobre as faces, obtém-se:

N Faces

dQm™ 1
dt H(];V:1 Az, ;

# F.5dS+5(Q), (2.15)
Facey,

em que NFaces é o numero de faces de uma célula da malha. Considerando a
geometria da malha quadrangular criada, para cada direcao x,, existem duas faces
paralelas cujo o vetor normal aponta para a direcao x,. Reescrevendo o somatdrio,

obtém-se:

N

Q™ 1 (# . # . >
= — F-vdS+ F-vdS)+S , (2.16
dt Hé\le A"Eq ; Face) Faces (Q) ( )

n

em que Face! é a face mais a direita com vetor normal na dire¢ao x,, enquanto
Face, é a face mais a esquerda na mesma dire¢ao. E importante observar que
apesar dos vetores normais possuirem a mesma direcao, seus sentidos sao opostos.

Resolvendo o produto interno para cada integral, tem-se:

N

e (B e, ss)
® 1 F, dS — F, dS) +S(Q 2.17
dt Hévzl Afqu ; Face}l Face,, ( ) ( )

Segundo o Teorema do Valor Médio, a igualdade:

N
%_Wﬂw:ﬁFHmh (2.18)
acen q=1

a#n

T +/— , -
¢ valida para algum ponto F, /~ na face correspondente da célula. Estes valores sao
denominados fluxos numéricos. Substituindo estes valores na Equacao 2.17, tem-se

que:

N

Q™ 1 N N
_ + o
i a2 | LA A A e s@ 2a0)

n=1 q=1 q=1
q#n qF#n

Reordenando os termos, obtém-se:
dom QL (Fy = FD T A,
v _ ~
dt Hq:l Az,

n=1

+5(Q) (2.20)

Eliminando os termos Az, que se repetem no numerador e no denominador, obtém-
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se a formulagao para malhas quadriculares do método VF, conforme apresentada na

Equagao 2.3.

A Equacao 2.3, que descreve a evolugao temporal do método VF, depende do cél-
culo dos fluxos numéricos F," e F,, que dependem dos fluxos fisicos. O cdlculo do
fluxo numérico é o responsavel pela maior parte da complexidade computacional do

método proposto.

A Equacao 2.3 é uma equacao do tipo % = f(t,Q), que pode ser resolvida nume-
ricamente utilizando métodos de Runge-Kutta, tratados no Capitulo 5. Os valores
Ax, usados em cada célula serao determinados com a técnica da multirresolucao
adaptativa, em que essa determinard o tamanho de cada célula a cada passo tempo-
ral com base nos coeficientes wavelet da solu¢ao no tempo anterior. Os coeficientes
wavelet sao calculados de maneira eficiente utilizando-se a analise multirresolugao,

apresentada no Capitulo 3.
2.2 Forma primitiva e conservativa

A representacao das equacoes do problema estudado na forma da Equacao 2.1, deno-
minada forma conservativa, permite calcular os valores dos fluxos de forma simples.
Porém, tal representacao nao permite uma anélise da estabilidade numérica do pro-
blema. Para isso é necessario converter as equacoes do problema estudado para a
sua forma primitiva, representada como:

ow ow ow

S TPV 4 Py (1)

2.21
B 0 (2.21)

(91:]\;

em que W é denominado vetor de variaveis primitivas e os valores P, sao matrizes.

Utilizando as matrizes P,, calcula-se os autovalores do sistema. Tais valores serao
usados para calcular o passo temporal At"™ adequado ao sistema. Em alguns casos,
os autovalores sao utilizados para resolver o problema de Riemann associado ao fluxo

de cada par de células.

O passo temporal At™ é calculado a partir da condicao de CFL do problema
(MOURA; KUBRUSLY, 2012):

YTV S Vi
N A$1 AfN

< OMAX , (222)



em que o é denominado nimero de CFL do problema. Reescrevendo a Equacao 2.22,

obtém-se:

Axy JAVAN:

em que os valores ), sao os maiores autovalores, em médulo, das respectivas matrizes

—1
A — <L+.._+ AN) , (2.23)

P,. Caso o valor de CFL ¢ supere o valor oj;4x, 0 método numérico utilizado para
resolver as equacgoes ¢ considerado instavel, com isso nao se obtera uma solugao
satisfatéria. O valor o é definido pelo usuario; enquanto o valor o 4x possui um

valor distinto para cada problema a ser resolvido.

De forma geral, a representacao nas formas primitiva e conservativa sao utilizadas

para:

e Forma conservativa:

— (Calculo dos fluxos;

— Evolucao temporal;
e Forma primitiva:

— Obtencao dos autovalores;

— Calculo do passo temporal;

2.3 Calculo dos fluxos numéricos

Como definidos na demonstracao do Teorema 1, os valores numéricos F,f e F,,

n?

sdo os valores médios das fungoes F, nas faces Facel e Face, , respectivamente.
Estes valores nas faces podem ser aproximados por diversas técnicas (TORO, 1999).
De forma geral, estas técnicas consistem em aproximar a solu¢ao Q™ nas faces das
células, essa aproximacao é denotada por Q7'. O préximo passo é calcular os valores
F,, nas faces de cada célula a partir dos valores (J¢'; porém, verifica-se que para cada
par de células adjacentes C; e Cy, devido suas faces estarem coincidindo, o célculo

dos valores F), possui uma condigao inicial do tipo:

Q¢, ser, <0

Qzn,t=0) = (2.24)

Q¢,, sex, >0

Um problema caracterizado por este tipo de condicao inicial ¢ denominado problema

de Riemann. Neste contexto, o problema de Riemann pode ser interpretado como:
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dado duas células adjacentes, como se comporta a transferéncia de informacao entre estas células ac

A solugao deste problema ¢é o fluxo numérico entre as células C; e Csy, denotado por

F.I para a célula C; e F,, para a célula Cs.

O método para encontrar a solucao do problema de Riemann é descrito em Toro
(1999). Para aplicar tal método, é necessaria uma decomposi¢ao em termos de auto-

vetores dos valores Q¢ e Q..

Resolvendo o problema de Riemann obtém-se uma solucao denotada por Q,,. Com

iss0, o fluxo numérico F,, entre as células C; e Cy é calculado como (TORO, 1999):

Fn=F,(Qn). (2.25)

As computagoes para se obter esses valores podem ser muito dispendiosas. Afim de
reduzir este custo, o calculo da solucao do problema de Riemann, dado na Equa-
¢ao 2.25 pode ser calculada utilizando métodos numéricos denominados Riemann
solvers. Alguns Riemann solvers amplamente discutidos sao: Harten-Lax-van Leer
(HLL), HLLC, Gudonov (TORO, 1999) e HLL Descontinuidades (HLLD) (MIYOSHI;
KUSANO, 2005).
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3 ANALISE MULTIRRESOLUCAO

O préximo passo da construgao do método proposto é o uso de uma malha que se
adapte espacialmente a solugao. Para construir esta malha, é necessaria uma ferra-
menta matematica que seja capaz de avaliar a suavidade da solucao em cada intervalo
do dominio. Dessa forma, é possivel construir uma malha que é mais refinada nas
regioes do dominio que apresentam estruturas localizadas e mais grosseira nas re-
gides mais suaves. O uso desse tipo de malha computacional visa minimizar o custo
computacional na simulagao de equacoes que apresentam estruturas localizadas em
sua solugao, pois a parte mais dispendiosa do método VF é o célculo dos fluxos
numeéricos. Com isso, o uso da malha adaptada reduz o nimero de fluxos numéricos

a serem calculados, pois esta malha apresenta menos células do que a malha regular.

Considerando a solugao atual do Problema de Valor Inicial (PVI) como um sinal,
uma andalise deste sinal no dominio das frequéncias pode indicar a existéncia de es-
truturas localizadas, que aparecem como componentes de alta frequéncia. Porém,
esta analise, utilizando a transformada de Fourier nao indica a localizacao da estru-
tura localizada no dominio discretizado. Portanto, é necessaria uma ferramenta que
seja capaz de analisar tanto as frequéncias quanto a localizacao dessas no dominio

discretizado.

Uma ferramenta matematica criada para esse proposito é a andalise wavelet. A anélise
wavelet surgiu das aplicacoes na area de geofisica com o intuito de auxiliar no proces-
samento de sinais nao estacionarios. Posteriormente esta ferramenta foi formalizada

por matematicos.

Tais técnicas wavelet foram aprimoradas por Mallat, que apresenta seus resultados
em Mallat (1998), surgindo entao a andlise multirresolugao. Tal abordagem permitiu
uma anélise de um sinal nao estacionério utilizando fungoes mais simples e algoritmos

mais eficientes.

A andlise multirresolu¢ao divide um sinal em diversos niveis de resolugao ¢. Cada
nivel de resolucao estd associado ao nimero de pontos r‘, igualmente espacados,
usados na representacao do sinal. Em que r é a razao do nimero de pontos entre dois
niveis de refinamento adjacentes. Em geral utiliza-se o valor r = 2 devido a menor
complexidade dos algoritmos de decomposi¢cao. Com isso, um nivel de refinamento
superior possui 2V pontos para cada ponto de um nivel inferior, sendo N o nimero

de dimensoes espaciais do problema.
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Os valores do maior nivel de resolucao do sinal, denotado por L, sao os obtidos
pela amostragem do mesmo, enquanto os valores dos demais niveis de resolucao sao
calculados utilizando operacoes de andlise a partir do nivel mais refinado.

Definigao 1. Andlise multirresolucio constitui-se de uma sequéncia {V*, ¢}z de
subespacos lineares fechados V' de L2(R) e uma funcdo associada ¢, denominada

funcao escala, que satisfaz as sequintes condigoes:

a) Q) e VP« Q(z—2°) e VL, V(U k) € 22 ;
b) VLD VE U EZ

¢) Q) eV - Q (%) eV, Ve ;

d) limgoo VE=N2_ VE={0} ;

¢) limg, oo V! = (U2 VE) = L*(R);

f) Existe uma fungdo ¢ tal que {¢(x — n)}nez € uma base de Riesz de V.

A analise multirresolucao de uma funcao () é a representacao da decomposicao desta
funcao a partir de seu nivel mais refinado L em uma estrutura multi-escala, conforme
a equacao:

Q" = Qi = Q"' UD", (3.1)

em que QF~! é a representacao de Q em um nivel menos refinado, enquanto D! é
a diferenca de informacao entre os niveis consecutivos L e L — 1. O conjunto D* é

denominado o conjunto de coeficientes wavelet do nivel /.

Neste contexto, constréi-se uma estrutura de malhas aninhadas de forma que, a
cada espaco V* representa o dominio discretizado do problema em um nivel de
refinamento com 2V¢ elementos, em que N é o nimero de dimensdes espaciais do
problema. Essa estrutura de malhas aninhadas deve respeitar as propriedades da

analise multirresolugao descritas.

A representacao da funcao () nos niveis inferiores da estrutura multi-escala é re-
alizada utilizando as operacoes de analise adequadas. Posteriormente, é possivel
reconstruir a malha em seu nivel mais refinado utilizando as operacoes de sintese
adequadas e o conjunto de coeficientes wavelet D’ referente a cada nivel ¢ a ser

reconstruido.
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3.1 Operadores de analise

Os operadores de andlise, responsaveis pela representacao da malha em um nivel
de resolucao inferior, sao definidos de acordo com o tipo de estrutura multi-escala
utilizado. Ao construir uma estrutura multi-escala, existem duas abordagens, que
possuem operacoes de andlise e sintese distintas. A primeira abordagem lida com

valores pontuais e a segunda, utilizada neste trabalho, lida com médias celulares.
3.1.1 MR no contexto de valores pontuais

O primeiro contexto é no sentido de uma malha de valores pontuais, ou seja, cada

elemento de uma malha de nivel ¢ é o valor de um ponto do dominio discretizado.

r ra u unidi i iderando u unifor
Desta forma, para um caso dimensional, considerando uma malha uniforme de
pontos z¢ de dimensao Ax?, define-se uma hierarquia de malhas aninhadas de forma

que 2¢ = 25 com Azt~ = 2'Axt, 0 € 7.

A Figura 3.1 ilustra uma estrutura multi-escala gerada a partir de uma malha de
8 pontos, em que cada linha representa um nivel de refinamento, a primeira repre-
senta o nivel mais refinado e a ultima representa o nivel mais grosseiro, no qual a
funcao é representada por um nimero minimo de pontos. As colunas da estrutura

multi-escala indicam a regiao do espago em que os pontos estao localizados. A Equa-

[=3| & e & & & & &

]
z5 zi z3 z3
I=1| ®»
1 1
Iy I

r

Figura 3.1 - Exemplo de estrutura multi-escala de valores pontuais com 3 niveis.

¢ao 3.2 representa a operacao de andlise para uma estrutura multi-escala em que os

elementos sao valores pontuais:

Q?il, i Q?L 2i (3-2)

15



Tal abordagem, que utiliza valores pontuais, é utilizada em malhas cujos elementos
sao valores pontuais. Este tipo de representacao é adequado para utilizar técnicas

como a de diferencas finitas.
3.1.2 MR no contexto de médias celulares

A outra abordagem de estrutura multi-escala, é interpretd-la como um conjunto de

células com valores médios referentes ao intervalo que cada célula representa.

Desta forma, para um caso unidimensional, considerando uma malha uniforme de

células Qf = [2f,2f,,] de dimensdo Az’ define-se uma hierarquia de malhas ani-

nhadas de forma que Qf = Q5" U QS com Axf~' = 2!Azf, | € Z.

A Figura 3.2 ilustra uma estrutura multi-escala gerada a partir de uma malha de 8
células, em que cada linha representa um nivel de refinamento. A primeira representa
o nivel mais refinado e a ltima representa o nivel mais grosseiro, em que a fungao é
representada por um ntimero minimo de células. As colunas da estrutura multi-escala

indicam a regiao do espaco em que as células estao representadas.

Figura 3.2 - Exemplo de estrutura multi-escala de médias celulares com 4 niveis.

As Equacoes 3.3, a seguir, representam as operacoes de analise usadas no contexto
de médias celulares. Estas operagoes sao interpretadas como a média dos valores das
células do nivel superior. As Equagoes 3.3a, 3.3b e 3.3c sao utilizadas para os casos

unidimensional, bidimensional e tridimensional, respectivamente.

m 1 m m
QUL ;= 5 (Qe, 0 T QF 2i+1> (3.3a)

m 1 m m m m
Qeq, i,j 1 <Qz, 2, 2j T Qz, 241, 2 T Qz, 2, 2j+1 T Qe, 2i+1, 2j+1) (3.3b)
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1

m o m m m
QU1 i jn =3 (Qz, 2. 25, on T Q1 2i41, 25, 2n T QU 2, 2541, 2n

+ an 2i+1, 2j+1, 20 T Q?l 2, 2j, 2h 1 T Q?L 2i+1, 25, 2h+1 (3.3¢)

m m
+ Qz, 2, 2j+1, 2h+1 T Qe, 2i+1, 2j+1, 2h+1)

Como este trabalho lida com método dos volumes finitos, a abordagem de uma
estrutura multi-escala por médias celulares é a mais adequada, pois os elementos de

cada célula do dominio discretizado sao justamente médias celulares.

Definidas as operacoes de andlise, resta definir as operacoes de sintese, que sao res-
ponsaveis pela obtencao dos coeficientes wavelet, usados para medir a regularidade

local da malha.
3.2 Operadores de sintese — Contexto da médias celulares

As operacoes de sintese, utilizadas para reconstruir a malha em um nivel mais re-
finado, dependem, além dos valores da malha em um nivel menos refinado, dos

coeficientes wavelet referentes a cada célula do nivel a ser reconstruido.

Os coeficientes wavelet sdo calculados a partir de operacoes de predicao. Seja db
o coeficiente wavelet de uma célula €2 pertencente ao nivel ¢, este valor pode ser

calculado como:

¢ m Am
d — QQ[ - QQ[ B (3.4)
em que Qg ¢ o resultado da operagao de predigao sobre o valor da célula. O co-
eficiente wavelet é interpretado como o erro cometido pela predicao em relagao ao
valor exato da célula, por isso este valor ¢ usado para medir a regularidade local da
solugao, pois um coeficiente alto significa um alto erro de predicao, isso indica uma

nao suavidade local da solugao.

Desta forma, os valores dos niveis mais refinados podem ser reconstruidos, sem

perdas, como:

Qi = d + Qi (3.5)

O Algoritmo 1, a seguir, representa o processo de obtencao dos coeficientes wavelet,
enquanto o Algoritmo 2 representa a reconstrugao da malha a partir dos coeficientes

wavelet.

Ambos os processos discutidos dependem dos valores Qm calculados a partir das ope-
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Algoritmo 1 Obtencao de coeficientes wavelet.

Require: Seja Qf o valor da média celular de uma célula €2 no nivel de refinamento
L.
Require: Seja L o nivel mais refinado da malha.
Require: Entrada: Todas as médias celulares no nivel mais refinado L.
for/=L—-1—1do
for toda célula €2 pertencente ao nivel ¢ do
Calcular @’& usando a Sub-equacao 3.3 adequada ao nimero de dimensoes;
Calcular os coeficientes wavelet d“! referentes as células do nivel mais refi-
nado da célula €2 utilizando a Equacao 3.4;
end for
end for

Algoritmo 2 Reconstrugao dos valores no nivel mais refinado.

Require: Seja Qf o valor da média celular de uma célula €2 no nivel de refinamento
‘.
Require: Seja L o nivel mais refinado da malha.
Require: Entrada: Todas as médias celulares no nivel mais refinado L.
for /=1— L do
for toda célula €2 pertencente ao nivel ¢ do
Reconstruir os valores referentes as células do nivel mais refinado da célula 2
utilizando a Equacao 3.5 e os coeficientes wavelet obtidos com o Algoritmo 1;
end for
end for

ragoes de predi¢ao. Em Roussel (2003) sao apresentados os operadores de predigao

utilizados neste trabalho.

No contexto da analise multirresolucao com uso de médias celulares, os operadores
de predicao consistem em operagoes de interpolacao, utilizando as médias celulares

de um nivel inferior, afim de estimar o valor das médias celulares do nivel superior.

Essas interpolacgoes sao realizadas, independente do niimero de dimensoes, utilizando
constantes v € R que dependem do nimero de células adjacentes z € N usadas em
cada sentido na interpolacao, ou seja, caso sejam utilizadas, além da célula central,

uma célula anterior e uma posterior para o calculo da interpolagao, utiliza-se z = 1.

Neste trabalho, as operacgoes de predicao sao realizadas utilizando z = 1, pois
pretende-se minimizar a complexidade computacional do processo de obtencao dos
coeficientes wavelet. Em Roussel (2003), é apresentado o valor v, = %, associado ao

valor z = 1, conforme o Teorema 2.
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Teorema 2. Interpolacio de médias celulares em niveis mais refinados: Seja uma

célula Qf, que representa um intervalo [an; o] do dominio, cuja média celular Q€
. /+1 /+1 m m ;

decomposta em células 2y~ € Q577 de valores Qo € Q7 9,41, TESPECtivamente.

Estes valores sao aprozimados pelos valores () definidos como:

Am m 1 m m
Qe+1, 2 = Qe, i g(Qe, i+l Qe, i1) (3.6a)

Am m 1 m m
Qi1 2001 = Qi+ g(@e, i1 — Qi) (3.6b)

Demonstragao. Utilizando o Teorema do Valor Médio, os valores Q7" ; , Q7L o €

Q741 9i41 Podem ser escritos como:
K

1 a2
Qi = M/ U dx (3.7a)
1 Oé1+%
Qi 2 = &z U dx (3.7b)
o
Qi1 21 = &F R U dx (3.7¢)
2 Jat+F*

Somando as Equacgoes 3.7, obtém-se:
1 [e%} 1 a1+% 1 [e%}

Q Qs o+ Qo = 5 | Vb [ Udobgy [ Ude (39)
L J oy 2 Ja o Jout+ia2

Reordenando os termos:

m m m 3 o
Q1,20 = — Q1 2041 — Qi + A_x/ Udzx (3.9)

o

Substituindo Aix f:“f Udzx, conforme a Equacao 3.7a:

Q1,20 = — Qi1 201 T 207, (3.10)
Substituindo o termo Q7 9;44:

1 [

2 Jon+5E
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A integral pode ser aproximada como:

a2 A 1A
e 2 22
Substituindo na Equagao 3.11:

1 Ax

QZ—L 9 R 5 |:U (Oél + 7) + U(ag)] + QQZZ (3.13)

O valor U(az) pode ser interpolado linearmente como:

U(@Q)zU(alJr&) + (U(QQJF%)_U(O”_%)) % (3.14)

2 2Ax

Substituindo na Equagao 3.13:

“ty

+2Q7";  (3.15)

QZI, 2 ~° )

Considerando o valor central das células como uma aproximacao de sua média,

obtém-se:
U <a1 + %) ~ Q, (3.16a)
U (ozl — %) ~ Qi (3.16b)
U <042 + %) ~ Qi (3.16¢)

Substituindo na Equagao 3.15:

Reordenando os termos, obtém-se:
m m 1 m m
Qz+1, 2 ™~ Qe, iT3 (Qé, i1 Qz, i—l) (3.18)

Desta forma, define-se o operador de predicao Q7% ,;, que aproxima o valor de
Q741 9;- Substituindo esta aproximacao na Equacgao 3.10, obtém-se a aproximagao
utilizada para a predigao de @7\, 5. Desta forma, é possivel verificar o valor

712%- u
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3.2.1 Operadores de predigcao — caso unidimensional

Para o caso unidimensional (HARTEN, 1993) propde um operador de predi¢ao base-
ado em uma interpolacao linear das médias celulares utilizando os valores das células

adjacentes.

Seja )", a média celular da célula de posigao 7 do nivel ¢ da estrutura multi-escala.
A predigao dos valores médios Qf}; o; € QF}, 4, referentes ao nivel superior da
célula @)}",; na estrutura multi-escala de uma andlise multirresolugao com r = 2, é

calculada como:

Qﬁl, 2w = Qi —A (3.19a)
QZL oiv1 = Q@+ A (3.19b)
em que:
A= 70 (QF ion = QP i) (3.20)
n=1

Utilizando os valores z = 1 e 13 = % propostos, reescreve-se o valor A da Equa-

¢ao 3.20 como: .
A= g(Q? i+1 Qzlz'q) (3‘21)

3.2.2 Operadores de predigcao — caso bidimensional

Para o caso bidimensional, (BIHARI; HARTEN, 1997) obtiveram os seguintes valores

ao aplicar uma abordagem com produtos tensoriais.

Seja Q"; ; amédia celular da célula de posi¢ao ¢ na dire¢ao z; e posicao j na diregao
29 do nivel ¢ da estrutura multi-escala, a predicao dos valores médios referentes as
células do nivel superior da célula Qj"; ; na estrutura multi-escala de uma anélise

multirresolugao, com r = 2, é calculada como:

@ZLH, 9% 0 = Qi j—A—B+D (3.22a)
QZLH, it op = Qi ;+A—B-D (3.22b)
QZLH, o, 2pt1 = @'y, —A+B—-D (3.22¢)

QZ—I, 9it1, 9p1 = Qi jTA+B+D (3.22d)
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em que:

A = Z% (QF iin, j — Q1 i, 5) (3.23a)
n=1

B o= Y %@ i Qi o) (3.23b)
q=1

2 z (an i+n, j4+q Q?l i+n, j—q
D= %S (3.23c)
n=1

a=1 - QZL i—n, j+q + Q?? i—n, j11>

Utilizando os valores z =1 e 7, = % propostos, reescrevem-se os valores A, B e D

das Equacoes 3.23 como:

1, . "

A = g(@z, i1, — QUi ) (3.24a)
1 . "

B = g(Qe, i1 — QU 1) (3.24Db)
1 m m m m

D = @(Q& i1, g1 — QO 1, jo1 — Q1 o, 1 T QR iy, j71> (3.24c)

3.2.3 Operadores de predigao — caso tridimensional

Para o caso tridimensional, (ROUSSEL, 2003) aplicou a mesma metodologia usada

no caso bidimensional.

Seja Q7" ;. ; » a média celular da célula de posigao i na diregao x1, posi¢ao j na dire-
¢ao T9 € posicao h na direcao x3 do nivel £ da estrutura multi-escala, a predicao dos

valores médios referentes as células do nivel superior da célula Q7" ; ; j, na estrutura
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multi-escala de uma andlise multirresolucao, com r = 2, é calculada como®:

Qm
(+1, 2i, 2p, 2h
Qm
(41, 2i+1, 2p, 2h
Qm
(+1, 2i, 2p+1, 2h
Qm
0+1, 2i, 2p, 2h+1
Qm
041, 241, 2p+1, 2h
Qm
041, 2i+1, 2p, 2h+1
Qm
0+1, 26, 2p+1, 2h+1

Am
QUi1, 2041, 2p+1, 2041

Qri i n—A—B-—C+D+E+G—H (3.25)
Ql'y ,ntA—B-C—-D+E—G+H (3.25b)
Qliin—A+B-C-D-E+G+H (3.25)
Qli i n—A-B+C+D—-E—G+H (3.25d)
Qri i ntA+B—C+D—E—G—H (3.25¢)
Qp. i ntA-B+C-D-E+G-H (3.25)
Qliin—A+B+C—-D+E—G—H (3.25g)
Qli i ntA+B+C—D—E—G+H (3.25h)

em que:
A = i’Yn (an itn, g h — QU in, j, n) (3.26a)
n=1
B = i% (QF 4, j+a, n = @24, j—, 1) (3.26D)
q=1
C = i%u (QZLz, g, h+w QZL'L', j, h, h7w> (3-26C>
w=1

D =
n=1

E = Z’Yq Z%"
g=1 =1

2

g=1

(3.26d)
Qs+ Qs )

(3.26¢)
- QZL i, j—q, h+w + QZL i, j—q, h—w)
(QF o= QW s

(3.26f)

1Tais valores foram obtidos ao corrigir as formulagdes apresentadas em (ROUSSEL, 2003)
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Q' —Qy
4, i+n, j+q, h+w 4, i+n, j+q, h—w

NG = Qi g b — Qi g, b
H=3 % D % ) % o o (3.268)
n=1 q=1

m m
w=1 + Qf, i+n, j—q, h—w + Qﬁ, i—n, j+q, h—w

m m
+ Q€7 7;—71, ]_Q7 h+w B Q£7 i—TL7 ]_q7 h_w>

Utilizando os valores z = 1 e 7, = % propostos, reescrevem-se os valores A, B, C,
D, FE, G e H das Equacoes 3.26 como:

A = %(Q;ﬂ i+1, 4, h — szi—l, 7, h) (3.27a)

B = é(@?l j+1, h QZI i, j—1, h) (3'27b)

C = é(@?l ionir — QUi g b he1) (3.27c)
(@i = @

D = o (3.27d)

— Q' i1, ji1, n T Qi1 o, h)

1 (an i, 41, htl anz j+1, h—1
E = — (3.27e)

64 _or LQn
¢, i, j—1, h+1 ¢, 4, j—1, h—1

(@i s = @ e
G = — (3.271)

64 _on Lon
¢, i—1, j, h+1 ¢, i—1, j, h—1

Th19 \ L L L bt £, i+1, j+1, h—1 ¢, i+1, j—1, h+1

= Q7 o1, 1, n T QU i1, o1, e T QU i1, 1, hea (3.27g)

m m
+ Q0 i1, o1, n — Q0 i1, o1, h—l)
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4 CONSTRUCAO DA MALHA ADAPTATIVA

Tradicionalmente, a malha computacional utilizada na implementacao de um mé-
todo numérico tem a mesma forma e tamanho em todas as células. Isso faz com
que a qualidade da solu¢cao numeérica obtida dependa de seu refinamento, além das
condicoes de consisténcia e estabilidade. Uma malha pouco refinada faz com que
algumas informacoes da solucao passem despercebidas. Por outro lado, uma ma-
lha excessivamente refinada acarreta em um custo computacional muito grande. O
uso de uma malha adaptativa visa mesclar a qualidade de uma solugao com grande

refinamento com o baixo custo computacional de uma malha pouco refinada.

A malha adaptativa é uma representacao da malha computacional em diversos niveis
de resolucao ¢ = 0,..., L, com ¢ € N. Cada nivel de resolucao representa a mesma

malha regular com diferentes niimeros de células, conforme a Figura 4.1.

1=2
1=1
1=0

Figura 4.1 - Hierarquia de malhas bidimensionais em diversos niveis de resolugao.

N/{

O numero de células da malha do nivel ¢ é dado por r**, em que N é o nimero

de dimensoes espaciais do problema e » € N, com r > 2. ou seja uma malha em

N vezes mais refinada do que uma malha em um nivel inferior.

um nivel superior é r
O valor r depende da estratégia de multirresolucao adotada. Neste trabalho, sao
utilizadas decomposi¢coes em dois elementos, portanto tem-se r = 2. Seja Az, ¢ o
tamanho de uma célula do nivel ¢ e na diregao x,,, como as malhas propostas neste

trabalho sao regulares em todos os niveis, tem-se que:

Ay p=Ax9y=...=Axpyy Ve € [0; L] (4.1)
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Entao, define-se Az, como o valor das arestas das células do nivel de resolugao ¢.

Uma malha adaptada, Figura 4.2, é construida a partir das células dos diversos

niveis de resolucao da malha de forma que:

e As células ocupem todo o dominio, sem sobreposi¢ao;

e Seja tao refinada quanto o necessario para representar a solucao sem per-
das;

e Duas células adjacentes devem estar ou no mesmo nivel ou com diferenca

de apenas um nivel de refinamento. (Graded-tree) (COHEN, 2003)

0.5

0.4 t

03 t

i
HH

0.2

HHH
gE5s

01 t+

0.1

02 L

03 L

0.4 . . . . . . . .
05 04 03 02 01 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 4.2 - Exemplo de malha adaptada.

Na pratica, considerando o segundo item, uma regiao suave da solucao pode ser re-
presentada por poucas células sem haver perdas, enquanto uma regiao menos suave
precisa ser representada por mais células. Isto torna a escolha dos niveis de refina-
mento das células que representarao as diferentes regioes da solugao dependente de
uma ferramenta capaz de avaliar a sua suavidade em todas as regides do seu domi-
nio. A analise multirresolucao, discutida na Capitulo 3, é uma ferramenta adequada

para a avaliacdo da suavidade da solugao (HARTEN, 1993).

A exigéncia do terceiro item da lista estd relacionada a Cohen (2003), que obteve
resultados comprovando a maior eficiéncia de malhas com esta caracteristica, além
de ser importante para a construcao de algoritmos para a execucao da técnica de

tempo local, proposta no Capitulo 6.
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Em problemas evolutivos com estruturas localizadas na solucao, o uso de uma ma-
lha adaptada a solugao permite minimizar o custo computacional de sua resolugao
numérica, pois representa a solu¢ao com uma quantidade minima de células, dimi-
nuindo o nimero de fluxos intercelulares que devem ser cédlculos para a evolucao

temporal.

O método proposto garante que a solucao no instante t™ estara bem representada
na malha adaptada, mas nao garante que a malha estara adequada para receber a
solugao apds a evolucao temporal. Entao, como precaugao, apés a malha adaptada
ser criada para a solugao no instante ¢, refinam-se todas as células pertencentes
a niveis de resolucao inferiores a L. Os seguintes passos descrevem o procedimento
usado em cada iteragao do método proposto. Para toda iteracao do método numérico

faca:

a) Usar a andlise multirresolu¢ao para decompor a solugdo em vérios niveis

de resolugao e obter os coeficientes wavelet (Algoritmo 1).

b) Conforme a técnica apresentada na Sec¢ao 4.2, construir a malha adaptada

a partir dos coeficientes wavelet obtidos (Algoritmo 3).

c¢) Refinar todas as células que estdo em um nivel de refinamento inferior a
L.

d) Realizar a evolugao temporal.

e) Reconstruir a malha no nivel L (Algoritmo 2).

Nos Capitulos 5 e 6 sao discutidas as técnicas de evolugao temporal utilizadas neste
trabalho.

4.1 Implementacao da malha adaptativa

A implementacao computacional das malha adaptativa é realizada sobre a hierarquia
de malhas discutida no inicio do capitulo. A hierarquia de malhas proposta pode ser
implementada como uma estrutura de arvore.

Definicao 2. Arvore: drvore € uma estrutura de dados caracterizada por:

e Ou nao tem elemento algum (drvore vazia);

27



o Ou possui um elemento e rN ponteiros para outras drvores que nao perten-
cem a hierarquia. Estas novas drvores sao denominadas filhos da drvore

que contém os ponteiros para elas.

As seguintes defini¢oes sao importantes para o desenvolvimento da malha adaptativa:
Definicao 3. No¢ de uma drvore: Toda drvore que possui filhos e € filho de outra
arvore.

Definicao 4. Folha de uma drvore: Toda darvore que nao possui filhos e € filho de
outra drvore.

Definicao 5. Raiz de uma drvore: Toda drvore que nao € filho de outra drvore.
Definicao 6. Profundidade de um no: E o nimero de nds que Se percorre para ir
da raiz até o no.

Definicao 7. Nivel de uma drvore: O conjunto de nds com a mesma profundidade.

A estrutura de uma arvore pode ser implementada para representar os diferentes
niveis da malha, de forma que os nds de cada nivel da arvore representam as células
da malha neste nivel e a raiz da arvore é a malha menos refinada. O refinamento de

uma célula é representado pelos filhos desta célula.

Como um exemplo, para uma malha bidimensional (N = 2) e utilizando uma estra-
tégia de multirresolugdo com decomposigdes de dois niveis (r = 2), a arvore proposta
para representar esta malha deve possuir 7V = 4 filhos. A Figura 4.3 ilustra a relacao
entre esta arvore e a hierarquia de malhas bidimensionais. A Figura 4.3a representa
as diversas malhas da hierarquia, cada célula é representada por uma estrutura de
dados (circulos vermelhos). A Figura 4.3b ilustra uma arvore quartendria em que
cada né tem 4 tipos diferentes de filhos, cada nivel de refinamento da malha computa-
cional representa um nivel na arvore. Neste exemplo, as células podem ser divididas
em 4 grupos: verde, marrom, azul e laranja. Cada um destes grupos apresenta uma

maneira distinta para procurar seus vizinhos para calcular os fluxos numéricos.

A Figura 4.3c ilustra a relagdo entre o refinamento da malha e os filhos do né que
representa a célula refinada, é importante observar que o padrao da posicao das cores

permanece o mesmo em todos os refinamentos realizados.

Devido a esta implementacao, que é muito similar a estrutura formada na anélise
multirresolucao, as células, além de conter a solucao no espaco que ela representa,
podem conter o coeficiente wavelet referente a aquela regiao, tornando o processo de

multirresolucao integrado a malha.
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a) b)

Figura 4.3 - Implementagao da hierarquia de malhas como uma arvore.

4.2 Multirresolugao adaptativa

Criada a estrutura computacional para representar a malha adaptativa nos diversos
niveis de refinamento, resta definir as condigoes em que determinada regiao da malha

serd representada em um nivel de resolugao inferior.

A Multirresolucao adaptativa é uma técnica capaz de determinar a suavidade de
diferentes intervalos de uma funcao utilizando seus coeficientes wavelet, e a partir
dai determinar o nivel de refinamento adequado para aquele intervalo. Conforme
apresentado na Secao 3.2, um coeficiente wavelet baixo indica suavidade na regiao
referente a esse coeficiente; enquanto um coeficiente alto indica o contrario (HARTEN,
1993; MALLAT, 1998; DOMINGUES et al., 2011).

Para a construcao de uma malha adaptada para o instante ¢ e que seja capaz de
representar o instante ™1 inicialmente deve-se representar a solucao em t™ no nivel
mais refinado. Entao verificar, para cada conjunto de células implementadas como
irmas, se todas estao presentes na malha atual. Caso estejam, essas células podem
ser mescladas em uma célula menos refinada, representada em um nivel inferior, caso

sejam satisfeitas as condigoes:

a) Os valores absolutos dos coeficientes wavelet d;? das células irmas devem ser
menores do que um valor € escolhido previamente. Este valor € é chamado
de valor de limiar(threshold), ele indica se o coeficiente wavelet tem um
valor significativo ou nao. Caso o coeficiente wavelet nao seja significativo,

a regiao referente a este é suave e pode ser representada em um nivel menos
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refinado sem perdas;

b) Nenhuma célula adjacente ao conjunto de células a serem mescladas deve
estar em um nivel de resolugao superior ao das células do conjunto antes
do refinamento. Esta condicao faz com que a malha atenda as condigoes

do Graded-tree citado anteriormente.

Este processo de verificacao da malha e mescla de conjuntos de células irmas é

repetido até que nenhuma célula possa mais ser mesclada.

Montada a malha adaptada, aplica-se o refinamento de um nivel em todas as células
da malha com o intuito de adapté-la também & solucdo no instante t™+!. Este

processo deve ser repetido para todos os niveis de resolucao, conforme o Algoritmo 3.

Algoritmo 3 Construcao da malha adaptativa.
Require: Considere a malha adaptada com todas as células no nivel mais refinado
L.
Require: O valor de threshold € escolhido previamente.
Obter os conjunto de coeficientes wavelet D referentes a todos os niveis ¢, obtidos
através do Algoritmo 1;
for{=L—-1:0>/V,:¢{=¢{—1do
for Para toda célula C pertencente ao nivel ¢ do
if Todas as célula filhas de C pertencem a malha adaptada. then
if O maior coeficiente wavelet pertencente a célula C for menor que € then
if O nivel de refinamento de todas as células adjacentes ao conjunto a
ser mesclado for maior do que ¢ then
Remover as células filhas de C da malha adaptada;
Inserir célula C na malha adaptada;
end if
end if
end if
end for
end for
Refinar todas as células que estao em um nivel de refinamento menor do que L;

Construida a malha adaptada, a evolucao dos valores da solucao depende do célculos
dos fluxos numéricos, discutidos na Secao 2.3. Porém, as técnicas discutidas sao
validas para células do mesmo nivel de refinamento. Para a malha proposta, em que

as células adjacentes podem possuir diferenca de até 1 nivel de refinamento, precisa-
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se do valor das células adjacentes no mesmo nivel de refinamento da célula cujos
fluxos serao calculados. Estes valores podem obtidos utilizando as Equagoes 3.3 e

3.5.

No préximo capitulo sao apresentados os métodos de discretizacao temporal utiliza-

dos para realizar a evolucao temporal do método proposto.
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5 METODOS DE EVOLUCAO TEMPORAL

Neste capitulo sao apresentados métodos de Runge-Kutta explicitos tradicionais, e
continuo, e a versao compacta desses métodos. Estes métodos sao utilizados para rea-
lizar a evolugao temporal do método VF com multirresolucao adaptativa e utilizando
técnicas de tempo local. Inicialmente sao apresentados os métodos de Runge-Kutta
(RK) de ordem 1, 2 e 3, e, em seguida, métodos RK continuos (RKC). Os métodos
RKC sao a nova estratégia temporal de tempo local proposta nesta dissertacao para

ordens de aproximacao superiores a 2.

Métodos numéricos para resolugao de equagoes diferenciais ordinarias (EDO) apro-
ximam a solugdo no dominio discretizado. Seja uma fungdo Q(t) € Clt;;ts] , a
discretizacao de @ é o conjunto de pontos denotados por t™ de forma que t = ¢;,
tm o= tmt+ At e t™ < £y, O valor At™ é denominado passo temporal. Um

método numérico aproxima o valor de Q™ := Q(#™) por um valor Q™.

Os métodos de Runge-Kutta (RK) sdo uma familia de métodos numéricos usados na
aproximacao da solugao de uma EDO na forma % = f(t,Q), em que f é uma fungao
continua no intervalo estudado. Essa EDO deve atender uma condicao inicial Q(t;) =
a previamente conhecida. Os métodos de RK se diferenciam por nao precisarem do
calculo do valor de varias derivadas em diversos pontos; mas sim por precisar do
valor do ponto anterior da solugao (que ja foi calculado) e de célculos da fungao f
(BURDEN; FAIRES, 2008).

No contexto das EDOs resultantes da discretizacao espacial de EDPs evolutivas, a
formulacao tradicional dos métodos de Runge-Kutta requer um custo de memoria
muito alto. Nesta formulagao deve-se armazenar valores que serao usados para a
evolugao temporal, considerando que cada célula tem seus préprios valores que devem
ser armazenados. Isso faz com que seja necessario mais memoria a medida em que a

malha se torna mais refinada ou adicionam-se mais dimensoes ao problema.

Devido a interesses praticos, em simulacoes de EDPs evolutivas multidimensionais,
faz-se necessaria uma formulagao alternativa desses métodos, que seja capaz de efe-
tuar a evolugao temporal utilizando uma menor area de memoria. Em ordens su-
periores (p > 3), o uso da formulagdo compacta reduz, em rela¢ao a formulagao
tradicional, a area de memoria para armazenamentos auxiliares a medida em que

sao usadas malhas mais refinadas.
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5.1 Meétodos de Runge—Kutta tradicionais explicitos

A complexidade de um método RK esta associada, além do ntimero de pontos da
discretizacao espacial e temporal, ao seu ntimero de estdgios. O nimero de estagios
determina quantas vezes a funcao f deve ser calculada por iteragao. De forma geral,

a evolucao temporal utilizando um método RK de s estdgios é definida como:

QM =Q" + Z biki , (5.1)
=1
em que
i—1
j=1

O método RK depende dos valores das constantes a; j, b; e ¢;. Para calcular estes
valores, é necessario definir previamente o nimero de estdgios (s) do método RK,
que ¢ associado ao nimero de constantes k; que devem ser calculadas; e a ordem de
convergéncia (p) desejada para o método. A ordem de convergéncia que um método
RK pode atingir é limitada pelo seu niimero de estdgios (BURDEN; FAIRES, 2008), A
Tabela 5.1 define a maior ordem de convergéncia que se pode obter usando métodos

RK com diferentes ntimeros de estagios.

Tabela 5.1 - Ordem de convergéncia maxima para um método RK de s estagios.

Nuimero de estdgios (s) [|[1/2|3[4]5<s<7|8<s<9[10<s
Melhor ordem (p) possivel |[|[1[2(3|4| s—1 s—2 s—3

A ordem de convergéncia do método RK é melhor explicada na Segao A.2, de forma
geral, um método dito de ordem de convergéncia p ao ser aplicado em uma solugao

Q™, deve produzir uma solucao no instante t™*!, denotada por Q™+, que satisfaca:
Q™! — Q™| = Oo((At™)y) (5.3)

em que Q™! ¢é a solucao exata do problema no instante t™*1. A técnica usada
para obter os coeficientes a; ;, b; e ¢; para o método RK desejado ¢ apresentada na
Secao A.3.
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Representacao dos parametros de um método RK explicito

Os parametros a;;, b; e ¢; de um método RK de s estagios podem ser organizados

como mostrado na Tabela 5.2. Este tipo de tabela é conhecido como tabela de

Butcher (BURDEN; FAIRES, 2008).

Tabela 5.2 - Tabela de Butcher para um método RK explicito.

0

C2 | Q21

C3 | 31 a32

Cg as1 Ag2 cee Agg
b1 by bs

Os coeficientes para métodos RK de ordens 1, 2 e 3 sao dados, respectivamente, pelas

Tabelas 5.3, 5.4 e 5.5. Estes coeficientes serao os utilizados na evolugao temporal das

equacoes deste trabalho.

Tabela 5.3 - Tabela de Butcher: Método de Runge-Kutta de ordem 1.

Mﬁ

Tabela 5.4 - Tabela de Butcher: Método de Runge-Kutta de ordem 2.

Tabela 5.5 - Tabela de Butcher: Método de Runge-Kutta de ordem 3.

0
111
L1 1
2 |4 4
‘122
6 6 3
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5.2 Formulagao compacta

A estratégia para reduzir o custo de meméria de um método RK usada neste trabalho
. L = i—1 .. .

consiste em substituir os valores Qm—i—Z;:l a; jk; por varidveis auxiliares e reordenar

a equacao de evolucao do método RK, de forma que dependa apenas da ultima

variavel auxiliar computada.

A seguir serd realizada a formulacao compacta dos métodos RK apresentados na
Secao anterior. Os métodos descritos aqui sao justamente os utilizados no software
carmen desenvolvido por (ROUSSEL, 2003).

5.2.1 Formulacao compacta: método RK de ordem 2

Teorema 3. Considerando a Equagao 5.1 com os coeficientes do método RK de
sequnda ordem e dois estdgios, utilizando os coeficientes dados na Tabela 5.4. A

evolugcao temporal pode ser executada utilizando os dois passos:

1. Q* — Qm _|_Atmf(tm7Qm>

Demonstracao. Dada a equacao de evolugao temporal:

_ ok k
QU =Q S+ (5.4)

Substituindo ky e ko conforme a Equacao 5.2:

At F(E™, Q™) N At f (™ + AL Q™ + AT F(E™, Q™)) |

Om+l — m 4 ; 5 (5.5)
Definindo a varidvel auxiliar Q*:

Q= QM+ At f(t™, Q™) (5.6)
e isolando o termo At™ f(t™, Q™), obtém-se:

AT, QM) = Q" — Q™. (5.7)
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Substituindo as Equacgoes 5.6 e 5.7 na Equagao 5.5:

Am-+1 Am
_ 5.8
Q Q"+ —— 5 (5.8)
Reordenando os termos, obtém-se:
3 Am Yk At™ tm—l-Atm, Yk
QM = —QZ + % LA 5 ) (5.9)

Assim, o método RK de segunda ordem e dois estagios pode ser calculado em duas

etapas, dadas pelas Equagoes 5.6 e 5.9. O

Apesar de nao haver um ganho em meméria ao utilizar a formulacao proposta para
um método de dois estagios, sua implementacao em um software com diferentes
esquemas de evolugao temporal torna-se mais simples considerando que o método
de trés estagios tera uma implementacao semelhante. Pois neste caso havera um

ganho significativo.
5.2.2 Formulacao compacta: método RK de ordem 3

De maneira semelhante a realizada anteriormente, o método RK de ordem 3, que
utiliza os coeficientes dados na Tabela 5.5, tem uma formulacao compacta como a
proposta no Teorema 4.

Teorema 4. Considerando a Equagao 5.1 com os coeficientes do método RK de
terceira ordem e trés estagios, utilizando os coeficientes dados na Tabela 5.5. A

evolucao temporal pode ser executada utilizando os trés passos:

1. Q= QM+ Atf(t™, Q™)
2. Q7 =3Qm + 1Q" + TALf (I + At, Q%)

Am+1 _ 1 ym 2 N)kx 2 m 1 Ak k
g QU =3Qm+3Q +§Atf<t + 544, Q )
Demonstracao. Dada a equacao de evolugao temporal:

_ - k k 2k
m+1 m 1 2 3
Q =Q"+ =+ =+ — 1
6 6 3 (5.10)

Substituindo ky e ko conforme a Equacao 5.2, e utilizando as constantes obtidas na
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Tabela 5.5:

AT Q™)AL (U AL QT+ AL F(E, Q™)) 2k
QT =" 6 i 6 T
(5.11)

Definindo a varidvel auxiliar Q*:

Q =Qm + At"f(t™, Q™) (5.12)
e isolando o termo At™ f(t™, Q™), obtém-se:

AL (" QM) = Q- Q. (5.13)
Substituindo as Equagoes 5.12 e 5.13 na Equagao 5.11:

Definindo a segunda variavel auxiliar:

~ ~ 1 1

O termo k3 = At f (tm + %Atm, Q™ + }lk;l + lek2> pode ser reescrito como:

ks = A" f(tm + %Atm, Q) (5.16)

Substituindo k3 na Equacao 5.14:

gt _ g @ -Qn AL+ AmQ) 28 (v 4 g)
6 ’ (5.17)

Como k; = At"f(t™, Q™) e ky = At™f (tm + Atm,Q*), ao substituir a Equa-

¢do 5.13 na Equacdo 5.15, o termo Q** pode ser reescrito como:

Q" =2Q+ 3@+ AT (7 4 AL Q) (5.15)

NIt
] =

Isolando o termo At™f (tm + At™, Q*), obtém-se:

AL F (™ 4+ A", QF) =4Q™ —3Q™ — Q° (5.19)
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Substituindo na Equagao 5.17:

Am—+1 Am
_ 5.20
Q Q"+~ G + 3 (5.20)
Rearranjando os termos, obtém-se:
_ 2 ;
Q= % - Q3 + ; : (5.21)

Desta forma, o método RK de terceira ordem e trés estagios, cujos coeficientes
sao dados na Tabela 5.5, pode ser executado utilizando os trés passos dados pelas
Equacgoes 5.12, 5.6 e 5.21. [

Para efeito de simplificacao, os passos da formulacao compacta do método de Runge-

Kutta serdo expressos pela operacio:
Q™ = TimeEvolution(Q™, At™) (5.22)

Corolario 1. O uso da formulagcao compacta do método RKS3 proposto reduz o

numero de varidveis a serem armazenadas pela metade.

Demonstracao. A formulacao compacta nao necessita que os valores k; sejam ar-
mazenados; mas sim o valor das varidveis auxiliares Q* e Q**, que podem ser ar-
mazenadas no mesmo endereco de memoria sem causar perdas, pois estes valores
apenas serao necessarios para calcular o proximo passo, podendo ser descartados
em seguida. Neste caso, o numero de valores armazenados por célula para realizar a
evolugao temporal é reduzido de 2 (ky, ko) para 1 (Q* e barQ**, que podem ocupar o
mesmo enderego de memoria), gerando uma economia de memoria de 50%. O valor
ks nao precisa ser armazenado, pois ao ser calculado, a evolucao temporal pode ser

realizada imediatamente. O

5.3 Meétodos de Runge—Kutta Continuos

O uso dos métodos de Runge-Kutta Continuos (RKC) foi proposto por Zennaro

(1986). Os métodos RKC geram uma aproximagao polinomial para cada intervalo

39



entre dois pontos calculados por um método RK. Os métodos de RKC tém a forma:

Q™ + 0AL™) = Q™ + > Bi(0)k;: (5.23)
=1

Em que 6 € (0, 1] e os pesos (;(6) sao polinomios. Os valores de k; sao obtidos da
mesma maneira como os RKs tradicionais. Os polinémios (3;(#) sdao obtidos para
métodos de segunda e terceira ordem conforme os Teoremas 5 e 6, respectivamente.
Estes polinomios sao calculados em funcao dos parametros a;j, b; e ¢; usados no
método RK escolhido para evoluir a solucao do instante t™ para t™+!. E importante
observar que, como o método RKC depende dos valores k;, ele s6 pode ser executado

apos a evolugao temporal.

Assim como os métodos RK tradicionais, os métodos RKC possuem uma ordem de
convergéncia maxima que depende do ntiimero de estagios do método RK usado para
criar a aproximagao polinomial. Em Zennaro (1991) é calculado o nimero minimo
de estagios necessarios para criar uma aproximacao polinomial de diversas ordens

de convergeéncia. Estes resultados sao apresentados na Tabela 5.6.

Tabela 5.6 - Ordem de convergéncia maxima para um método RKC de s estagios.

Numero de estdgios (s) ||1/2|3[4]5(6|7|8
Melhor ordem (p) possivel ||1[2|2|3|3|4|4|5

Teorema 5. Os sequintes polinomios podem ser utilizados como pesos (;(0), i =

1, 2, para o método de RKC de sequnda ordem e dois estdgios:
Bi(0) = (by —1) 6° + 6 (5.24a)

Ba(0) = by 6% . (5.24b)

Demonstragao. A construgao dos polinomios 3;(6) é realizada de maneira anédloga
a obtencao dos coeficientes b; de um método RK tradicional. Considere a expansao
em série de Taylor do termo Q(t" + 6 At™) na Equagao 5.25a e a equagdo da forma
geral do método RKC de segunda ordem na Equacgao 5.25b.

QU™+ 6 At™) = Q™+ 6 At E(t HTF@ )+ O((At™)?) . (5.25a)
QU™ + 0 At™) = Q™ + £1(0) k1 + Ba(0) ks . (5.25D)
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Para que a aproximacio Q(t™ + 6 At™) tenha segunda ordem de convergéncia, ela

deve satisfazer a condicao:
Q™ + 60 At™) — Q(t™ + 0 At™)|| = O( (At™)? ) . (5.26)

Realizando um processo andlogo ao realizado no Apéndice A, obtém-se o sistema de

equagoes sobre os polinomios 3;(6) que tornam a Equagao 5.26 vélida:

Bi(0) + B(0) =0, (5.27a)
92
62(0) Co = ? > (527b)
02
Ba(0) azy = 5 (5.27¢)
Do sistema usado para calcular os coeficientes de um método RK de segunda or-

dem no Apéndice A, obtém-se que ¢y = %2 e by + by = 1. Substituindo ¢ na

2
Equacao 5.27b, obtem-se a Equacao 5.24b.

Utilizando o polinémio f(f) na Equacao 5.27a:
Bi(0) =6 —by 6. (5.28)

Como by + by = 1, obtém-se a Equacao 5.24a. O

Teorema 6. Seja 0 método RKC' de trés estdgios utilizando os coeficientes do mé-
todo RK de terceira ordem apresentados na Se¢ao 5.1, Os polinémios 5;(0) utilizados

como como pesos sao dados como:
Bi(0) = w; 0% + (by — w;) 0, i=1,2,3. (5.29)

Os wvalores w; sao dados em funcao de um parametro o € R:

—a(ez3 — ) — ¢

wy = Sents , (5.30a)
«Q
= — 5.30b
Wa 202 ) ( )
l—«
— . 5.30
s 203 ( C)

Esta aproximacgao, em que se utiliza o método RKC, gera uwma aprorimacdo de se-

gunda ordem de convergéncia.
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Demonstragao. A construgao dos polinomios ;(#) é realizada de maneira semelhante
ao realizado no Teorema 5. Considere a expansao em série de Taylor do termo
Q(t"™ +0At™) na Equagao 5.31a e a equagao da forma geral do método RKC de trés
estagios na Equacao 5.31b.

aQ
dt

(™) + Mc12—62@’”) +O0((At™)3)  (5.31a)

QU™ + OAE™) = Q™ + OAL T

QU™ + OAL™) = Q™ + 1(0) ki + B2(0) Ky + B3(0) ks (5.31b)

A expansao em séries de Taylor é realizada até o termo de segunda ordem, pois o
método RK3 usado neste trabalho possui trés estagios e, conforme a Tabela 5.6, a
maior ordem de convergéncia possivel para a extensao continua do método RK de
trés estagios é dois. Para que a aproximacao Q(t™ + 6At™) tenha segunda ordem de

convergéncia, ela deve satisfazer a condicao:
Q™ + OAL™) — Q(t™ + OAL™)|| = O( (At™)*) (5.32)

Realizando um processo andlogo ao realizado no Apéndice A, obtém-se o sistema de

equagdes sobre os polinomios 3;(6) que tornam a Equagao 5.32 vélida:

B1(0) + Ba2(0) + B3(0) = 0 (5.33a)
Ba(0) ca + B3(0) c3 = ; (5.33b)
Ba(0) az1 + B3(0) as1 + B3(0) az2 = %2 (5.33¢)

em que os coeficientes a;; e ¢; sao os mesmos do método RK de trés estagios. As
Equacgoes 5.33 possuem infinitas solugoes, que podem ser escritas, de forma geral,

conforme a Equagao 5.29. O

Para o caso do RKC de terceira ordem, foi construida uma aproximacao de segunda
ordem pois o sistema obtido ao aplicar a técnica usada para obter o sistema das
Equacoes 5.33 nao possui solugoes que satisfacam a terceira ordem de convergéncia.
Corolario 2. O método RKC de sequnda ordem com os coeficientes do método RK
proposto tem a forma:

5,(0) = —%92 40, (5.34a)

B2(0) = %92 : (5.34b)
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Corolario 3. O método RKC' de terceira ordem com os coeficientes do método RK

proposto e a = 0, tem a forma:

Bi(0) = 6% + 29 (5.35a)
By(6) = %9 (5.35b)
By (0) = 6% — %9 : (5.35¢)

Assim, para obter a aproximacao da solucao em um instante dentro do intervalo
(t™ ™ + At™), utilizam-se os valores k; calculados para realizar a evolucao de ™
para t™ + At™ utilizando um método de Runge-Kutta e os polinémios 3;(6) corres-

pondentes ao método RK.
5.3.1 RKC: Formulacao compacta

A aplicacao dos métodos RKC neste trabalho é a de calcular o valor da evolugao
. m . . ~ ~ , .

temporal nos instantes ™ + %. Para realizar esta aproximacgao, sao necessarios

os valores dos polindmios (3;(f) com 6 = 3 e os valores k;. Os valores 3; para um

método RK2 podem ser obtidos substituindo o valor § = % nas Equacoes 5.34:

b (%) = g Ba <%> = é : (5.36)

Entao, a formulacao do método RKC de segunda ordem para o instante ¢t + A%m

tem a forma:

AT _ 3 1
Q <t + T) =Q"+ gkl + gl@ : (5.37)

Para o método RK3 é realizado um processo analogo, utilizando a Equacao 5.35:

1 1 1 1 1 1
B <§) =3 , B2 <§> D) ;B3 (§> =173 (5.38)

Portanto, a formulacao do método RKC de terceira ordem para o instante ¢t + A%m
tem a forma: Agm . . .
Dt 4+ — ) =Q™ + —k1 + —ko + —k3 . .
Q( + 2) Q +31+122+123 (539)

Entretanto, devido a formulacao compacta dos métodos RK usados neste trabalho,

os valores k; nao sao armazenados, entao é necessario realizar o método em etapas
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que sao executadas simultaneamente com a formulagao compacta.

e Método RK2:
1. Qhgxe = Q™+ At f(t™, Q™)
2. Q" = Qhpo + %At”{f (t™ + At, Q)
e Método RK3:
L. Qpre = Q™+ 3At"f (1™, Q)
2. Qiixe = Qrie + SAf (I + At, Q%)
( %) = Q¥ke + 12Atmf<tm A QM)

@ \

O Algoritmo 4 descreve a evolugao temporal utilizando os métodos de Runge—Kutta

compactos.

Algoritmo 4 Evolugao temporal com métodos compactos.
Require: Seja s o nimero de estdgios do método RK compacto utilizado.
forg=1:qg<=s:q=q+1do
for Para todas as células da malha adaptada do
Calculo dos fluxos numéricos;
Realizar a etapa ¢ do método RK compacto escolhido;
end for
end for

As varidveis Qp o, Qe e @ (1™ + 4L) podem ser armazenadas no mesmo enderego

At

de memoria. Esta evolugao para o instante ¢ + =— sera importante para a execugao

da técnica de tempo local, descrita no préoximo capltulo.
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6 TECNICA DE TEMPO LOCAL

As técnicas adaptativas espaciais obtém um grande ganho em desempenho em rela-
¢ao as abordagens tradicionais. Visando melhorar ainda mais o desempenho destes
métodos, sao propostos os métodos adaptativos temporais, que adequam o passo
temporal de forma que minimize o niimero de evolugoes temporais para o problema.
Neste trabalho é proposto o uso do método de tempo local para este propésito. Este
tipo de técnica é relevante devido a necessidade de simulacoes cada vez mais rapidas

e mais complexas, como em aplicagoes na area espacial e em engenharia.

A técnica de tempo local (LT) s6 tem sentido em métodos adaptativos. Ela consiste
em realizar a evolugao temporal de cada célula do dominio discretizado de forma
independente, utilizando, em cada célula, um passo At , := 2L=YAt™ em que L
é o nivel mais refinado da malha e ¢ € N é o nivel de refinamento da célula. Este
passo temporal é escolhido de modo que possa manter a estabilidade numérica do

problema.

Supondo que o nivel mais refinado da malha atende a condicao de CFL, a Equa-

¢ao 2.22 pode ser reescrita como:

JANAS
= )\—*L 6.1
v (6.1)
em que:
N
\ — Z M\, (6.2)
n=1

Seja | um nivel mais grosseiro da malha, substituindo os valores At}' e Axj, pelos

valores correspondentes a um nivel [ qualquer, obtém-se:

Atp )\2L‘1At? AR

A = =
A.Z‘L_l 2L_IAJ,’L AIL

(6.3)
Portanto, se o esquema numérico é estavel no nivel mais refinado, entao ele é estavel

em todos os demais niveis.

Usando a técnica de tempo local, a evolucao temporal da Equagao 5.22 pode ser
reescrita como:

2L7l

Qmt

Desta forma, uma célula cuja resolucao estd um nivel mais grosseira do que o nivel

= TimeEvolution(Q™, At} ) (6.4)

mais refinado, evolui do instante t” para o instante "2, enquanto uma célula
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no nivel mais refinado evolui do instante t™ para o instante t™*!. Para realizar a
evolucao temporal das células no nivel mais refinado do instante ™! para o instante
t™+2 ¢ preciso realizar uma segunda evolucao temporal, para isso sao necessarios os
valores de todas as células adjacentes no instante t™*!, porém caso alguma célula
adjacente seja um nivel mais grosseira, o valor da mesma no instante t™*! nao
estd disponivel, pois esta evolui do instante ¢™ para t™+2. Este problema ocorre
para todos os niveis da malha, exceto para o nivel menos refinado da malha, pois
nenhuma célula realizara um passo temporal maior do que o da mesma. A Figura 6.1
ilustra este problema. Para realizar a segunda evolugao temporal das Células 1 e 2,
que estao em um nivel mais refinado, é necessario uma aproximacao do valor da
Célula 3 no instante ™+ = ¢t™ 4 %At’ln. Com esta aproximagao, é possivel calcular
todos os fluxos neste instante e enfim, realizar a segunda evolucao temporal das
Células 1 e 2.

Figura 6.1 - Dessincronizacao da evolucao temporal ao aplicar a técnica do LT.

A execucao do LT, quando duas células adjacentes estao em niveis de refinamento
diferentes, pode ser ilustrada conforme a Figura 6.2. Inicialmente, a evolucao tempo-
ral deve ser feita nas células mais refinadas, no caso, as Célula 1 e 2 da Figura 6.2a,
para isso deve ser calculado os fluxos numéricos entre estas células e a Célula 3 e
o fluxo numérico entre as Células 1 e 2. Calculados estes fluxos, é feita a evolucao
temporal das Células 1 e 2 com um passo de tempo AtT" , (Figura 6.2b) conforme a
técnica representada pela Equacao 6.4. Depois deve ser feito o mesmo processo com
as células no nivel menos refinado, no exemplo, a Célula 3. Os fluxos entre esta célula
e as Células 1 e 2 ja foram calculados, sendo necessario apenas trocar o sinal destes

valores (Figura 6.2c). Feito isso, realiza-se a evolugao temporal da Célula 3 com um
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passo de tempo At} ,., = 2AtT" , (Figura 6.2d). Com isso, as Células 1 e 2 preci-
sam realizar outra evolucao temporal para alcancar o mesmo instante que a Célula
3, para isso, é necessario uma estimativa do valor da Célula 3 no instante ™! para
que sejam calculados os fluxos numéricos para a segunda evolugao (Figura 6.2e). O
proximo passo € calcular os fluxos entre as Células 1 e 2, além dos fluxos entre cada
uma destas e a Célula 3 no instante intermedidrio (Figura 6.2f). O dltimo passo
¢ a segunda evolucao das células mais refinadas, conforme a Figura 6.2g. Entao,

obtém-se o valor da malha em todas as células no instante "% (Figura 6.2h).
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Figura 6.2 -

Passos para a execucao do LT. a) Inicio da evolugao das Células 1 e 2 (em
laranja) é necessério calcular os fluxos (em azul) entre as células a serem evo-
luida e suas células adjacentes; b) Evolucao temporal (em verde) das Células
1 e 2 para o instante t™*!; ¢) Inicio da evolucio da Célula 3, menos refinada.
Os fluxos (em marrom) entre a Célula 3 e as Células 1 e 2 ja foram calculados
em a); d) Evolucdo temporal da Célula 3 para o instante t™+2; ¢) Célculo
de uma aproximacao da Célula 3 para o instante t™*!; f) Inicio da segunda
evolugao das Células 1 e 2, é necessario o calculo do fluxo entre as Células 1
e 2, também é necessario o calculo dos fluxos entre a aproximacao da Célula
3 e as Células 1 e 2; g) Evolucao temporal das Células 1 e 2 para o instante
t™+2: h) Fim da evolugdo para o instante t™"2.
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6.1 Abordagem tradicional

Tradicionalmente, a aproximacao nos instantes intermediarios da evolucao temporal,
necessaria para a execucao da técnica de tempo local é obtida utilizando os calculos
intermedidrios do método RK. Em Domingues et al. (2008), esta aproximagao é feita

para o caso de uma evolucao temporal com um método RK2 conforme a expressao:

_ 1 - 1

A Figura 6.3 ilustra a sincronizacao obtida ao utilizar a Equagao 6.5 para calcular o
valor da célula menos refinada no instante ¢t + %Atm. Esta aproximacao é baseada
em uma série de Taylor truncada no termo de primeira ordem, o que produz uma

aproximacao de primeira ordem de convergéncia.

m+2

m+1

FE—-+t--+
-

F-]-|-+ -] |-

Yl

X

Figura 6.3 - Evolugao temporal de duas células adjacentes utilizando o RK2.

6.2 Abordagem proposta

A abordagem tradicional para o calculo dos valores intermediarios nao satisfaz ordens
superiores, para isso, este trabalho propoe como alternativa, o uso dos métodos
de Runge-Kutta continuos, discutidos na Secao 5.3, para gerar a aproximagao no
instante t™ + 1At7", de todas as células em que este valor for necessério. Este
trabalho é pioneiro ao apresentar o uso de métodos RK de ordens superiores no

contexto das técnicas de tempo local.

A vantagem do método proposto neste trabalho, para a obtengao dos valores da

solugao em instantes intermediarios em relacao ao até entao utilizado para métodos
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de ordem 2, é que nao ocorre uma perda na ordem de convergéncia no valor aproxi-
mado. Enquanto para métodos de terceira ordem, o uso do RKC diminui a ordem
da aproximagcao em 1, conforme discutido na Se¢ao 5.3, apesar disso o uso do RKC
de trés estagios ainda gera uma aproximacao superior a feita na Equacao 6.5.

Definicao 8. Ciclo da evolugdo temporal € a sequéncia de niveis em que o algoritmo
de evolugao temporal deve percorrer para realizar a evolucao de todas as células de

tm-i,-QL*[min

um nstante t™ até t™ + , em que £ € 0 nivel menos refinado da malha.

De forma geral, o Algoritmo 5 descreve o processo proposto para realizar um ciclo de
evolugao temporal em malhas com diversos niveis. Para este algoritmo, é necessario
o uso de aproximacoes de primeira ordem para instantes futuros das células. Tais

aproximacoes sao realizadas como:

Ll

~maoL—t—1 ~m g
Q +2 :Q +2L /-1 2

(6.6)

Algoritmo 5 Execucao do LT - Ciclo da evolucao temporal.

Require: Seja l,;, € N o nivel mais grosseiro da malha adaptada.
Execute a Subrotina 1, descrita no Algoritmo 6, com um parametro de entrada
j = gmin;

Conforme apresentado na Secao 4.2, tanto a malha adaptativa quanto o passo tem-
poral At™ podem ser atualizados a cada iteracdo do método numérico, mas para o
caso do LT, estas atualizagoes devem ser feitas apenas no inicio de um ciclo da evo-
lugao temporal, pois corre-se o risco das células nao terminarem o ciclo da evolugao

temporal no mesmo instante da discretizagao temporal.
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Algoritmo 6 Execucao do LT - Subrotina 1.
Require: Seja j € N um parametro de entrada do algoritmo.
for{=L:0>75:/=/—1do
Etapa 1 do método RK compacto para as células do nivel /;
end for
if j # (i then
Aproximacao das células do nivel j no instante intermediario, conforme a Equa-
¢ao 6.6;
Etapa 2 do método RK compacto para as células do nivel j — 1;
Etapa 3 do método RK compacto para as células do nivel j — 1;
Obter aproximacao do RKC para as células no nivel j — 1 com 6 = 0, 5;
end if
Etapa 1 do método RK compacto para as células do nivel j;

if 7 # L then
forp=L:p>j+1:p=p—1do
if p =L then

Aproximacao das células do nivel p—1 no instante intermedidrio, conforme
a Equagao 6.6;
Etapa 2 do método RK compacto para as células do nivel p;
Etapa 3 do método RK compacto para as células do nivel p;
end if
Subrotina 1, descrita no Algoritmo 6, com um parametro de entrada p;
end for
else
Etapa 2 do método RK compacto para as células do nivel L;
Etapa 3 do método RK compacto para as células do nivel L;
end if

Nota: No caso de uma execugao com método RK2, apenas ignore os passos da Etapa 3.
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6.3 Varredura da malha computacional

O procedimento para a realizacao de técnicas de tempo local requer que se faca
uma varredura por niveis da malha computacional, o que no caso dos tipos malha
utilizadas neste trabalho, arvore binaria para 1D ou arvore quartendria para 2D,
acarreta em um procedimento de busca em largura na arvore. Este procedimento
possui uma complexidade computacional maior do que um procedimento de busca
em profundidade, que é utilizado nos métodos adaptativos espaciais sem técnicas de

tempo local.
6.3.1 Busca em profundidade

A busca em profundidade é um algoritmo usado para percorrer uma estrutura de
arvore a partir de sua raiz. Este tipo de busca é considerado o mais eficiente para
percorrer todos os nés de uma arvore. Porém, para a aplicacao no contexto de uma
arvore representando uma estrutura multi-nivel, a busca em profundidade nao faz
buscas por niveis, ou seja, esta busca percorre células de diferentes niveis. O Algo-
ritmo 7 descreve o processo de busca em profundidade, enquanto a Figura 6.4 ilustra
a ordem de células percorridas pelo algoritmo. Esta busca é ideal para a execucao
do método MR/VF tradicional pois este método nao exige nenhuma ordenagao nas

células a serem evoluidas.

Algoritmo 7 Busca em profundidade sobre a arvore de armazenamento das células.
Realize os célculos referentes a célula (nd) atual, se necessario;
while O no possui algum filho nao percorrido do
Execute recursivamente o Algoritmo 7 utilizando este filho como raiz;
end while

OBNOIOENOL

Figura 6.4 - Busca em profundidade: percorrimento das células de uma arvore.
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6.3.2 Busca em largura

A busca em largura é um algoritmo usado para percorrer uma estrutura de arvore
a partir de sua raiz. Este tipo de busca é considerado pouco eficiente para percorrer
todos os nés de uma arvore. Para a aplicagao no contexto de uma arvore represen-
tando uma estrutura multi-nivel, ao contrario da busca em profundidade, a busca em
largura faz buscas por niveis, ou seja, esta busca percorre células do mesmo nivel. O
Algoritmo 8 descreve o processo de busca em largura, enquanto a Figura 6.5 ilustra
a ordem de células percorridas pelo algoritmo. Esta busca ¢é ideal para a execugao
do método MR/LT /VF proposto pois este método exige uma ordenagao nas células

a serem evoluidas.

Algoritmo 8 Busca em largura sobre a arvore de armazenamento das células.
Require: Seja ¢ um parametro de entrada que representa o nivel a ser percorrido e
7 o nivel da célula percorrida.
if /> j then
while O n6 possui algum filho nao percorrido do
Execute recursivamente o Algoritmo 8 utilizando este filho como raiz;
end while
end if
if ¢ =j then
Realize os célculos referentes a célula (nd) atual;
end if

Figura 6.5 - Busca em largura: percorrimento das células de uma arvore.

Do ponto de vista da complexidade computacional, a busca em largura apresenta
uma grande desvantagem em relacao a busca em profundidade. Enquanto uma var-
redura com uma busca em profundidade percorre todas as células em um tnico

procedimento, a busca em largura é executada uma vez para cada nivel da malha
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que deve ser evoluido.

O uso de uma malha implementada como uma arvore causa dois problemas que

aumentam a complexidade do algoritmo do método MR /LT

a) O método LT requer uma busca em largura na arvore para cada célula a

ser evoluida;

b) A busca pelas células adjacentes pode ser complicada, exigindo o uso de

varios condicionais.

Para estes problemas sao propostas duas solugoes:

a) Indexar as células de cada nivel em uma Tabela Hash, esta estrutura per-
mite organizar ponteiros para as células da malha na forma de listas en-
cadeadas, em que cada lista contém ponteiros para as células do mesmo
nivel de refinamento. Entretanto, tal estrutura consome uma quantidade
significativa de memoria computacional, pois para cada célula da malha

computacional, é necessario um ponteiro que aponte para esta.

b) Utilizar uma arvore em que cada filho possui dois ponteiros que apontam
para os dois vizinhos que nao sao seus irmaos, simplificando a busca por

células adjacentes.

Ambas as solugoes propostas resolvem o problema da alta complexidade com o uso
de mais memoéria computacional, o que nem sempre é desejavel no contexto das

simulagoes numéricas. Tais propostas serao analisadas em trabalhos posteriores.
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Algoritmo 9 Execucao do método proposto.

Require: Condicao inicial Q° e condices de contorno.
Require: Tempo final: t;.
Require: Condicao de CFL o.
Require: Valor de threshold e.
for t™ = 0: t" <=t; do
Conversao para variaveis primitivas;
Obtencao dos autovalores;
Calculo do passo temporal, conforme a Equacao 2.23;
Conversao para variaveis conservativas;
Construcao da malha adaptativa, conforme o Algoritmo 3;
if O método usa a técnica de tempo local then
Evolugao temporal, conforme o Algoritmo 5, utilizando a busca em arvore do
Algoritmo §;
tm = ™ 4 2L bmin A
else
Evolucao temporal, conforme o Algoritmo 4, utilizando a busca em arvore do
Algoritmo 7;
o =t" 4+ At™;
end if
Reconstrucao da malha, conforme o Algoritmo 2
end for
Imprimir solucao;
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7 APLICACOES

Neste capitulo é apresentado uma introdugao aos modelos fisicos simulados com a

técnica proposta neste trabalho.
7.1 Equacao de Burgers

A Equacao de Burgers é uma EDP nao linear que representa um modelo simples de
turbuléncia, esta equacao ¢ dada por:
U (z,t) N 0 (3U(z,1)) 0?U (x,t)

ot oxr K ox? (7.1)

em que t > 0 e p = 0,003183099 ¢é o coeficiente de viscosidade. Comparando a
Equagao de Burgers com a Equagao 2.1 obtém-se o valor do fluxo fisico F; = %U 2

na direcao x.

Para o caso unidimensional, este modelo é resolvido numericamente utilizando as

seguintes condicoes iniciais e de contorno:
U,t)=U(1,t) =0 (7.2a)

U(x,0) = sin(2mx) (7.2b)

A Figura 7.1 ilustra a condigao inicial usada para este caso. A solu¢ao numérica
obtida é comparada com a soluc¢do exata do problema, descrita em (HOLMSTROM,
1997) como:

/00 sin (27r(q: — y)) exp {ﬁ [M — y;]} dy

Ul t) = 22— (7.3)

/ exp {ﬁ [Cos (27;(96*74)) _ y;}} dy

—0o0

Para este caso, a simulagao ¢ realizada até o instante 0,4, utilizando a constante
CFL: 0 = 0,5.

Para o caso bidimensional estudado, a condicao inicial é:
U(z,y,0) = sin(27z) sin(27y), 0<z<1,0<y<l1 (7.4)

em que p = 0. A Figura 7.2 ilustra a condigao inicial usada para este caso. Para
este caso, a simulacao é realizada até o instante 0,9, utilizando a constante CFL:
o=0,5.
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Figura 7.1 - Condicao inicial do problema proposto da Equacao de Burgers 1D.
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Figura 7.2 - Condigao inicial do problema proposto da Equacao de Burgers 2D.

7.2 Problema de chamas

O segundo problema abordado neste trabalho consiste na simulagao da formacao
de uma bola de fogo a partir de uma faisca em um ambiente com gas inflaméavel.
Considerando que ocorram tanto para gas queimado, quanto para gas nao queimado
temperaturas iguais para particulas na mesma situacao, além de uma igual difusao
de massa (ROUSSEL, 2003; DOMINGUES et al., 2008).

7.2.1 Caso unidimensional

Para o caso unidimensional, este problema pode ser modelado utilizando a equagao:

or or  9*T
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em que a fungado T'(z,t) é a temperatura adimensional normalizada entre 0 (gés
ainda nao queimado) e 1 (gds queimado) e vy = [w dz. O termo w(T), denominado

taxa de reacao quimica, ¢ dado pela equagao:

Ze? c(1-T)
W(T) = 7‘3(1 _ T)eraem (7.6)

sendo Ze é um nimero adimensional de energia de ativagao, conhecido como niimero

de Zeldovich, e 7 é uma taxa de conversao de gas nao queimado para gas queimado.
Nas simulagoes do caso unidimensional, sao utilizadas as seguintes condigoes iniciais:
T(xz,0) =1, |z <1 (7.7a)

T(x,0) = e, 2] > 1 (7.7b)

as condigoes de contorno sao:

oT
oo (-15,1) =0 (7.8a)
T(15,£) = 0 (7.8b)

Sao utilizados os parametros Ze = 10, 7 = 0,8 e 0 = 0, 5. Neste caso as simulagoes
sao realizadas até o instante ¢ = 0, 5. Para o caso unidimensional, a concentracao de

gas nao queimado Y é definida como Y =1 —T.
7.2.2 Caso tridimensional

Para casos multidimensionais, a equagao do problema de chamas pode ser escrita

CcCOomao:
E] 2
_ V<1 — .
; + w S (7 93)
)4 1 2
— = —V°Y — .
; . w (7 9b)

em que a taxa de reacao w é dada por:

Ze%  zer-
T,V) = 2% yeieon 1
U.)( Y ) 2Le € (7 0)

De acordo com a lei de Stefan-Boltzmann, a perda de calor s causada pela radiagao
¢ dada por:
s(T)=r[(T+7'=1)*'= (77" = 1)*] (7.11)
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em que k € um coeficiente de radiacao adimensional. Para estas simulagoes, é usado

o valor k =0, 1.

Neste problema sao usada as seguintes condigoes iniciais descritas utilizando coor-

denadas esféricas:
T(r,0) =1, ser <1

r

T(r,0)=¢" 70, ser >y
Y(r,0) =0, ser <mg
Y(r,0)=1— "7, ser > rg

em que 1o = 1 é o raio inicial da bola de fogo.

O valor r é dado como:

e Para o caso bidimensional:

[ X2 Y?
r = ?—f—b—Q, a:2,b:1

X = zcos(f) — ysin()

em que:

Y = —xsin(0) + y cos(6)

e Para o caso tridimensional:

a:1,5, b:1,5, c=3
em que:
X =z cos(f) — ysin(6)
Y = [zsin(f) + y cos(8)] cos(¢) — zsin(¢)

Z = [xsin(f) + y cos(#)] sin(¢) + z cos(9)

(7.12a)
(7.12Db)
(7.12¢)

(7.12d)

(7.13)

(7.14a)

(7.14b)

(7.15)

(7.16a)
(7.16b)

(7.16¢)

As condigoes de contorno adotadas sao as de Neumann. Nestas simulacoes sao uti-
lizados os parametros Ze = 10, 7 = 0,64, Le = 0,3, 0 = 3, ¢ = T e 0 = 0,5.
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7.3 Equacoes de Euler

As Equagoes de Euler modelam a dinamica de um gas nao ionizado, este modelo é

representado pelas equagoes:

ap L
opu o
o + V- (p0)t+Vp=0 (7.17Db)
oF
9t +V- (U(E +p)) =0 (7.17¢)

em que p é a pressao, v é a velocidade e p é a densidade do fluido. A energia por

unidade de massa F é dada por:
-112
E = pe 4 ALAE (7.18)
Este sistema é completado pela equacao de estado de um gés ideal:
ol

P= i (7.19)

em que v é a taxa de calor especifico, T' é a temperatura e Ma é o nimero de Mach.

Para o caso bidimensional, as Equacoes 7.17 podem ser expressas na forma da Equa-

¢ao 2.1 utilizando os valores:

U=|"" (7.20a)

F = (7.20b)

F (7.20c)




em que a velocidade é dada pelo vetor v = (v, Uy, ).

Este problema ¢ simulado até o instante ¢ = 0,5, utilizando a condicao de fronteira

de Neumann, nimero de CFL ¢ = 0,5 e os parametros fisicos Ma =1 e v = 1,4,

dentro de um dominio [—1;1] x [—1;1].

A condigao inicial usada neste trabalho é conhecida como configuracao #6 de Lax-

Liu. O dominio é dividido em quatro quadrantes cujos valores inicias estao contidos

na Tabela 7.1.

Tabela 7.1 - Configuracao da condicao inicial utilizada para a Equacao de Euler.

Variaveis Quadrante
1° 2° 3° 4°
Densidade — p 1,0 2,0 1,0 3,0
Pressao — p 1,0 1,0 1,0 1,0
Velocidade no eixo 7 —v,, | 0,75 0,75 —0,75 —0,75
Velocidade no eixo 9 — v, | —0,5 0,5 0,5 —0,5

Nota: 1° quadrante — superior direito; 2° quadrante — superior esquerdo;
3¢ quadrante — inferior esquerdo; 4° quadrante — inferior direito.
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8 RESULTADOS

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos com a técnica de tempo local
proposta (MR/LT/RK3), a abordagem adaptativa espacial dada em Harten (1993),
Roussel (2003), Domingues et al. (2008) (MR/RK3) e o método VF tradicional. Os
detalhes de cada simulacao sao dados no Capitulo 7. A avaliagao do método MR /LT

proposto em relagao ao método MR ¢ realizada utilizando a equagao:

erroypr/Lr  L€MPONR/LT
erroyR tempoyrr

gain =1 — (8.1)
em que os valores erro e tempo sao os erros médios e tempo de CPU dos respectivos
métodos. O valor gain indica, em %, o ganho do método proposto em relacao ao
MR.

8.1 Equacao de Burgers

Nesta secao sao apresentados os resultados obtidos para a Equacao de Burgers, cujos

parametros foram apresentados na Secao 7.1, para os casos 1D e 2D.
8.1.1 Caso unidimensional

A Figura 8.1 apresenta a soluc¢ao obtida ao aplicar o método VF/RK3 para o pro-
blema da Equacao de Burgers unidimensional apresentado na Secao 7.1 e a solugao
exata do problema conforme apresentada na mesma secao. As simulacgoes da Equa-
¢ao de Burgers para o caso unidimensional foram realizadas utilizando o netbook

Chameleon, especificado no Apéndice B.

Ao usar malhas adaptativas com valor de threshold ¢ = 1073 com o mesmo nimero
de niveis de refinamento, aplicando os métodos MR/RK3 e MR/LT/RK3, obtém-se

os erros absolutos e as malhas adaptadas conforme apresentados na Figura 8.2.

A distribuicao de células por nivel de refinamento das malhas adaptadas obti-
das para a Equacdo de Burgers unidimensional, utilizando os métodos MR/RK3
e LT/MR/RKS3 é apresentada na Figura 8.3. Analisando as Figuras 8.2 e 8.3, é pos-
sivel verificar uma maior concentragao de células em niveis menos refinados, o que

indica uma possivel suavizacao da solugao ao aplicar o método proposto.

Os resultados comparativos de tempo computacional, meméria utilizada e erro médio
obtido sao apresentados na Tabela 8.1, estes resultados sao obtidos para malhas com

diversos ntimeros de niveis de refinamento. Para o melhor caso, L = 13, o método
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proposto apresentou um valor de gain de 44%. O método se mostrou mais eficiente

a medida em que sao utilizadas malhas com mais niveis de refinamento

Conforme apresentado na Tabela 8.1, o método proposto apresentou o mesmo custo
em memoria e um menor tempo computacional em relagao ao método MR/RK3,
enquanto nao houve alteracao na ordem do erro obtido. A ordem deste erro nao é
alterada pois o erro é controlado utilizando o valor € pré-determinado, esta constante

limita o erro maximo que é aceitavel para todas as células do dominio.
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Figura 8.1 - Solucao obtida para a Equacao de Burgers unidimensional utilizando o mé-
todo VF e erro em relagao a solugao exata, com uma malha de 11 niveis de
refinamento (2048 células). Tempo final: ty = 0,4.
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Figura 8.2 - Erro absoluto das solucoes obtidas para a Equacao de Burgers unidimensional
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Tabela 8.1 - Comparativo dos erros, tempos de processamento e economia de memoria
para a Equagao de Burgers unidimensional, obtidas utilizando os métodos
VF/RK3, MR/RK3 e a técnica MR/LT/RK3 proposta. ¢ = 1073. Tempo

final: ty = 0, 4.
Método Erro médio CPU (%)
(x107')  Tempo Memdria
VF/RK3 100 100
L=11 MR/RK3 0,56 35 23
MR/LT/RK3 0,68 30 23
VF/RK3 100 100
L=12 MR/RK3 1,00 18 12
MR/LT/RK3 1,10 12 12
VF/RK3 100 100
L=13 MR/RK3 1,50 10 6
MR/LT/RK3 1,70 5 6

Nota: Computador utilizado: Netbook Chameleon. Tempos computacionais obtidos pelo método
VF/RK3: 6,4 min (L = 11); 53,1 min (L = 12); 398,8 min (L = 13).
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8.1.2 Caso bidimensional

A Figura 8.4 apresenta a solugao obtida ao aplicar o método VF/RK3 para o pro-
blema da Equacao de Burgers bidimensional. As simulacoes da Equacao de Burgers
para este caso foram realizadas utilizando o servidor Jacaranda para as evolugoes
com RK2 e o desktop Gladshein para as evolucoes com RK3, essas maquinas sao

especificadas no Apéndice B.

Ao usar malhas adaptativas com valor de threshold € = 1072 e 0 mesmo ntimero de
niveis de refinamento, ao aplicar os métodos MR/RK3 e MR /LT /RK3, obtém-se os

erros absolutos e as malhas adaptadas conforme apresentados na Figura 8.5.

A distribuicao de células por nivel de refinamento das malhas adaptadas obti-
das para a Equagao de Burgers unidimensional, utilizando os métodos MR/RK3
e LT/MR/RK3 é apresentada na Figura 8.6. Analisando as Figuras 8.5 e 8.6, é pos-
sivel verificar uma leve diferenciacao das malhas adaptadas e que os erros cometidos

em relacao ao método FV sao bastante similares.

Os resultados comparativos de tempo computacional, meméria utilizada e erro médio
obtido sao apresentados nas Tabelas 8.2 e 8.3. A Tabela 8.2 apresenta resultados
utilizando as abordagens de tempo local para o método RK2 (MR/LT/RK2 dada
em (DOMINGUES et al., 2008) e MR/LT/RKC2 proposta neste trabalho). A Tabela
8.3 compara os resultados obtidos pelos métodos de multirresolucao adaptativa com

e sem o uso de tempo local utilizando RK3 para evolugao temporal.

Estes resultados sao obtidos para malhas com diversos nimeros de niveis de refina-
mento. Para o caso L = 11, o método proposto apresentou um valor de gain de 8%
no caso do RK2 e 17% no caso do RK3, isso indica que método se mostrou mais
eficiente a medida em que sao utilizadas malhas com mais niveis de refinamento.
O ganho obtido no caso RK2 foi calculado sobre a técnica de tempo local dada em
(DOMINGUES et al., 2008).

Conforme apresentado na Tabela 8.3, o método proposto apresentou o mesmo custo
em memoria e um menor tempo computacional em relagdo ao método MR/RK3,

enquanto nao houve alteracao na ordem do erro obtido.
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Figura 8.4 - Solucao obtidas para a Equacao de Burgers bidimensional utilizando o método
VF com uma malha de 10 niveis de refinamento (1024 x 1024 células). Tempo
final: £y =0, 9.

Tabela 8.2 - Comparativo dos erros, tempos de processamento e economia de memo-
ria para a Equagdo de Burgers bidimensional, obtidas utilizando os mé-
todos MR/LT/RK2, proposta em Domingues et al. (2008) e a técnica
MR/LT/RKC2 proposta. € = 1073. Tempo final: t; = 0,9.

Método Erro médio CPU (%)
(x1073)  Tempo Memdria
L=10 MR/LT/RK2 4,17 39 17
MR/LT/RKC2 4,14 36 17
L=11 MR/LT/RK2 4,78 13 7
MR/LT/RKC2 4,65 13 7

Nota: Computador utilizado: Servidor Jacaranda. Tempos computacionais obtidos pelo método
VF/RK2: 5,7h (L = 10); 25,8h (L = 11).
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Tabela 8.3 - Comparativo dos erros, tempos de processamento e economia de memoria
para a Equacao de Burgers bidimensional, obtidas utilizando os métodos
MR/RK3 e a técnica MR/LT /RK3 proposta. € = 1073, Tempo final: tf = 0, 9.

Método Erro médio CPU (%)
(x1073)  Tempo Meméria
L =10 MR/RK3 4,12 62 17
MR/LT/RK3 4,05 61 18
L=11  MR/RK3 4,51 27 7
MR/LT/RK3 4,55 22 7

Nota: Computador utilizado: Desktop Gladshein. O método VF foi executado utilizando outra
méquina (servidor Jacaranda). As porcentagens do tempo computacional foram obtidas a partir

de projecoes realizadas pelo software carmen. Tempos computacionais projetados para o método
VF/RK3: 8,4h (L = 10); 66,7h (L = 11).
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8.2 Problema de chamas

Nesta secao sao apresentados os resultados obtidos para a o problema de chamas,

cujos parametros foram apresentados na Secao 7.2, para os casos 1D e 3D.
8.2.1 Caso unidimensional

A solugao obtida para o caso unidimensional ao utilizar o método VF/RK3 ¢ apre-
sentada na Figura 8.7. A simulagoes do problema de chamas unidimensional foram

realizadas utilizando o netbook Chameleon, especificado no Apéndice B.

Ao usar malhas adaptativas com valor de threshold ¢ = 1072 ¢ 0o mesmo nimero
de niveis de refinamento, ao aplicar os métodos MR/RK3 e MR/LT/RK3, obtém-
se os erros absolutos para as variaveis T, Y e w, apresentados na Figura 8.9. As
respectivas malhas adaptadas e distribuicao de células por nivel de refinamento sao
apresentadas na Figura 8.8. Analisando a Figura 8.8, é possivel verificar que para

este caso as malhas permaneceram iguais ao aplicar ambos os métodos.

Os resultados comparativos de tempo computacional, memoria utilizada e erro médio
obtido sao apresentados na Tabela 8.4, estes resultados sao obtidos para malhas com
diversos nimeros de niveis de refinamento. Para o caso L = 13, o método proposto
apresentou valores de gain de 85% em relacdo a varidavel w, que foi o pior caso, e
87% em relacao a variavel T, que foi o melhor caso. Isso indica que para o problema
de chamas unidimensional, o método com MR/LT/RK3 apresentou uma melhora a
medida em que se usa malhas mais refinadas, tanto na qualidade da solugao, a ponto

de superar o método MR, quanto em tempo computacional.

Conforme apresentado na Tabela 8.4, o método proposto apresentou o mesmo custo
em memoria e um menor tempo computacional em relagdo ao método MR/RK3,
enquanto nao houve alteracao na ordem do erro obtido. A precisao da solucao nu-
mérica pode ser associada a constante €. Isto ocorre devido ao fato do erro cometido

ao representar as células em niveis menos refinados ser controlado por esta constante.
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Figura 8.7 - Solugao para o problema de chamas unidimensional utilizando o método
VF/RK3 em uma malha de 11 niveis de resolucao. Tempo final: t; = 0, 5.

Tabela 8.4 - Comparativo dos erros, tempos de processamento e economia de memoria,
para o problema de chamas unidimensional, obtidas utilizando os métodos
VF/RK3, MR/RK3 e a técnica MR/LT/RK3 proposta. ¢ = 1073. Tempo

final: ¢y = 0, 5.
Método Erro médio(x1073) CPU (%)
T Y w Tempo Memoria
VF/RK3 100 100
L=11 MR/RK3 0,30 0,30 1,80 46 21
MR/LT/RK3 1,60 1,60 9,50 27 21
VF/RK3 100 100
L=12 MR/RK3 0,32 0,32 1,90 23 10
MR/LT/RK3 0,63 0,63 3,80 9 10
VF/RK3 100 100
L=13 MR/RK3 0,32 0,32 1,90 11 5)
MR/LT/RK3 0,15 0,15 1,00 3 5

Nota: Computador utilizado: Netbook Chameleon. Tempos computacionais obtidos pelo método
VF/RK3: 9,4min (L = 11); 1,2h (L = 12); 9,9h (L = 13).
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8.2.2 Caso tridimensional

A simulagoes do problema de chamas tridimensional foram realizadas utilizando o

servidor Walkjrjas , especificado no Apéndice B.

Ao usar malhas adaptativas com valor de threshold € = 1072 e 0 mesmo ntimero de
niveis de refinamento, ao aplicar os métodos MR/RK3 e MR /LT/RK3, obtém-se os
erros absolutos para as variaveis T, Y e w, apresentados na Figura 8.9. A distribuicao
de células por nivel de refinamento ao aplicar os métodos MR/RK3 ¢ MR/LT/RK3
é apresentada na Figura 8.10. As simulagoes foram realizadas até o tempo final:
t; =15.

Os resultados comparativos de tempo computacional, memoria utilizada e erro médio
obtido sao apresentados na Tabela 8.5, estes resultados sao obtidos para malhas com
diversos ntimeros de niveis de refinamento. Para o caso L = 7, o método proposto
apresentou valores de gain de 9% em relacao a variavel w, que foi o pior caso, e 43%
para a variavel Y, o melhor caso. Espera-se obter melhores resultados ao aplicar
em casos com malhas com mais niveis de refinamento, pois a malha com L =7 ¢

considerada pouco refinada.

Conforme apresentado na Tabela 8.5, o método proposto apresentou o mesmo custo
em memoria e um menor tempo computacional em relagao ao método MR/RK3,

enquanto nao houve alteracao na ordem do erro obtido.

O comportamento da solucao do problema de chamas tridimensional ¢ ilustrado
nas Figuras 8.11. Essas figuras mostram a evolugao do problema, uma estrutura de

chamas que se replica e expande ao longo do tempo.
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Figura 8.10 - Problema de chamas 3D — Distribuicao do ntimero de células por nivel de
refinamento utilizando os métodos MR/RK3 e MR /LT /RK3.

Tabela 8.5 - Comparativo dos erros, tempos de processamento e economia de memoria,
para o problema de chamas tridimensional, obtidas utilizando os métodos
VF/RK3, MR/RK3 e a técnica MR/LT/RK3 proposta. ¢ = 1072. Tempo

final: ¢ = 15.
Método Erro médio(x10~%) CPU (%)
T Y w Tempo Memoria
VF/RK3 100 100
L=6 MR/RK3 0,67 2,22 1,23 x 1077 64 26
MR/LT/RK3 1,41 4,61 3,07 x 1077 52 26
VF/RK3 100 100
L=T7 MR/RK3 0,72 2,63 1,27 x 1077 14 6
MR/LT/RK3 0,98 2,33 1,79 x 1077 9 6

Nota: Computador utilizado: Servidor Walkjrjas. Tempos computacionais obtidos pelo método
VF/RK3: 33,7min ( L =6); 20,7h ( L =7).
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Figura 8.11 - Solugdo do problema de chamas 3D em trés instantes distintos.
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8.3 Equacgoes de Euler bidimensionais

A solucao do problema das equacoes de Euler, com os parametros apresentados na
Secao 7.3 e uma malha de L = 9 niveis, é apresentada na Figura 8.12. A simulagoes
do problema das equacoes de Euler foram realizadas utilizando o Desktop Gladshein,

especificado no Apéndice B.

Ao usar malhas adaptativas com valor de threshold ¢ = 1073 e 0 mesmo ntimero de
niveis de refinamento, ao aplicar os métodos MR/RK3 e MR/LT /RK3, obtém-se os
erros absolutos para as variaveis p, p e T', exibidos na Figura 8.14,e para as variaveis
E, v, e vy, exibidos na Figura 8.15. As respectivas malhas adaptadas e distribuicao
de células por nivel de refinamento sao apresentadas na Figura 8.13. Analisando as
Figuras 8.9 e 8.8, é possivel verificar que a malha referente ao método MR/LT/RK3
¢ levemente menos refinada do que a obtida pelo método MR/RK3. Quanto aos
erros, o método MR /LT /RK3 apresentou pequenas estruturas extras em relagao ao

método MR/RK3 nas variaveis p, E, v, e v,.

Os resultados comparativos de tempo computacional, memoria utilizada e erro médio
obtido sao apresentados na Tabela 8.6, estes resultados sao obtidos para malhas com
diversos nimeros de niveis de refinamento. Para o caso L = 11, o método proposto
apresentou valores de gain de —12% em relagao a varidvel v, que foi o pior caso,
e —1% para a varidvel p, o melhor caso. Espera-se melhores resultados ao aplicar o

método em malhas com mais niveis de refinamento.

Conforme apresentado na Tabela 8.6, o método proposto apresentou o mesmo custo
em memoria e um menor tempo computacional em relagao ao método MR/RK3,

enquanto nao houve alteracao na ordem do erro obtido.
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Tabela 8.6 - Comparativo dos erros, tempos de processamento e economia de memoria,
para as Equacgoes de Euler bidimensionais, obtidas utilizando os métodos
VF/RK3, MR/RK3 e a técnica MR/LT/RK3 proposta. ¢ = 1073. Tempo

final: £y = 0, 25.
Método Erro médio(x107?) CPU (%)
P P T E Vg vy,  Tempo Memdria

VF/RK3 100 100
L=9 MR/RK3 0,77 0,78 0,27 1,80 0,38 0,29 71 40
MR/LT/RK3 1,00 1,00 0,33 2,50 0,53 0,44 68 40
VF/RK3 100 100
L =10 MR/RK3 0,96 0,94 0,32 2,10 0,41 0,37 38 21
MR/LT/RK3 1,20 1,20 0,40 2,80 0,60 0,55 36 21
VF/RK3 100 100
L=11 MR/RK3 1,96 1,60 0,68 3,30 0,89 0,73 20 10
MR/LT/RK3 2,20 1,90 0,76 4,00 1,10 0,91 18 10

Nota: Computador utilizado: Desktop Gladshein. Tempos computacionais obtidos pelo método
VF/RK3: 51,4min (L = 9); 6,9h (L = 10); 54,6h (L = 11).
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Figura 8.12 - Solugao obtida para o problema das Equagoes de Fuler bidimensionais uti-
lizando o método VF/RK3 utilizando uma malha com L = 9 niveis de reso-
lugdo, ou seja, uma malha de 512 x 512 células. Variaveis: a) densidade (p);
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Figura 8.13 - Malhas adaptadas a solucao e distribuicao de células por nivel de refina-
mento, para o problema das Equagoes de Euler bidimensional, obtidas ao
aplicar, em uma malha com L = 9 niveis de resolugao, os métodos MR/RK3
e MR/LT/RK3.
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8.14 - Erro absoluto cometido em relagdo a solugdo obtida utilizando o método
VF /RK3 para o problema das Equagoes de Euler bidimensionais ao aplicar os
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Figura 8.15 - Erro absoluto cometido em relacdo a solucdo obtida utilizando o método
VF/RK3 para o problema das Equagoes de Euler bidimensionais ao aplicar os
método MR/RK3 e MR/LT/RKS3, utilizando uma malha de L = 9 niveis de
resolugao, ou seja, com 512 x 512 células. Varidveis: Energia (E); velocidade
no eixo x (v); ¢) velocidade no eixo y (vy). Tempo final: t; = 0, 25.
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9 CONCLUSOES

As pesquisas em ciéncias espaciais e da atmosfera demandam, na atualidade, cada
vez mais o auxilio de modelagens numérico-computacionais, que propiciam ferra-
mentas para completar a compreensao dos fendomenos ou mesmo propor aspectos
inéditos desses. O INPE tem esforcos importantes de estudos e desenvolvimentos
nessas areas de atuacao cientifica. Motivado por essas necessidades, este trabalho
de mestrado ocupou-se do desenvolvimento de métodos para resolu¢ao numérica de
equacoes diferenciais evolutivas, que sao base das modelagens em hidrodinamica e

magneto-hidrodinamica.

A abordagem diferencial desenvolvida é a utilizacao da andalise multirresolucao adap-
tativa em que se propoe uma técnica para ajuste do passo de tempo considerando a

analise da regularidade espacial da solugao.

Dessa forma, como maneira de conducao a resolucao, propos-se e desenvolveu-se
uma nova abordagem, com a aplica¢ao do método de Runge—Kutta continuo (RKC)
de ordens superiores no contexto de uma evolucao temporal utilizando técnicas de
tempo local para métodos de multirresolucao adaptativa. Explora-se a propriedade
de que a multirresolugao (MR) gera uma malha ajustada espacialmente a solugao
do problema estudado. Este trabalho, assim, contribui efetivamente para uma abor-

dagem adaptativa tanto espacial quanto temporal.

Como resultados, para problemas com estruturas bem localizadas, o método pro-
posto apresentou vantagens em termos de tempo computacional quando comparado
com o método de volumes finitos (VF) tradicional e também o método com adapta-
tividade espacial (MR) sem o uso da técnica de tempo local. Conclui-se, assim, que a
técnica de MR utilizando a técnica de tempo local (MR/LT) mostrou-se como uma
alternativa competitiva para a simulacao desses problemas. Entretanto, para proble-
mas sem estruturas localizadas, o método proposto apresenta menos desempenho,

apesar do ganho em tempo computacional.

Com o sucesso obtido neste trabalho, a técnica sera aplicada em trabalhos futuros
para problemas de magnetohidrodinamica com aplicagoes em plasma espacial em que
existam estruturas localizadas. Também pretende-se estudar novas abordagens para
a implementagao da malha computacional, visando aprimorar as buscas realizadas

e reduzir a quantidade de memoria computacional alocada nas simulagoes.

Além disto, pretende-se estudar técnicas para a paralelizacao dos processos envol-
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vidos nas simulacoes, novamente visando melhorar o desempenho das resolucoes

numéricas para problemas evolutivos com estruturas localizadas.
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APENDICE A — COEFICIENTES PARA METODOS RK

Neste apéndice ¢ apresentada uma técnica para o obtencao dos coeficientes a; ;, b; e ¢;
usados nos métodos de Runge—Kutta tradicionais e explicitos. A técnica apresentada
para a obtencao de um método RK de ordem p e s estagios consiste em comparar
a equagao do método RK de s estdgios (Equagao A.6b) com uma série de Taylor

truncada no termo de ordem O( (At™) )P*L.
A.1 Série de Taylor

A série de Taylor aproxima a vizinhanca, ao redor de um ponto de valor conhecido,
de uma funcao utilizando a soma de infinitos termos que dependem das derivadas
da funcao e da distancia entre o ponto a ser aproximado e o ponto conhecido. A

expansao em série de Taylor para uma fungao f(¢, Q) na diregao de t é escrita como:

k k
FlE+ALQ +AQ) = f(1Q) +2Atd (1,Q+A0) (A1)

ditk

d* F(t,Q+AQ)
dtk

expansao em série de Taylor para uma funcao de duas variaveis:

Expandindo os termos em séries de Taylor na direcao ) obtém-se a

ft+ At Q + AQ) = Z . Z CPAPIAQ" atpf fag?z (A.2)
em que
CP = p—' (A 3)
0 dip—q) '

A.2 Ordem de convergéncia

A ordem de um método numeérico esta associada a grandeza do erro esperado em cada
iteragao. O método RK ¢ dito de ordem de convergéncia p se o erro de discretizagao
do método RK for da ordem de AtP*!. O erro de discretizacao é definido como o erro
cometido em uma evolugiao do método numérico (Q™*1)em relacio ao valor exato

da fungao no ponto estudado (Q™*1), ou seja:

Q™ =0 = 3 S aart-ragrZ LD oy ()

Otk—a94
k=p+1 q=0 Q

em que os valores €, sao constantes arbitrarias. Segundo o teorema de equivaléncia

de Lax (BURDEN; FAIRES, 2008), a convergéncia de um método numérico depende
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de duas condigoes:

e Consisténcia: O erro cometido em cada aproximacao se aproxima de zero
a medida que o passo temporal tende a zero;

lim {|Q™* — Q™| =0 (A.5)

Aty —0

e Estabilidade: Os erros cometidos durante o processo nao sao amplificados.
Dependendo da escolha do esquema numérico, podem ocorrer trés casos:
O método ser absolutamente estavel, o que implica que independente dos
parametros At e Az, o método nao propagara erros de forma que estes
sobreponham a solucao; O método ser instavel, isto é, a solucao nao ira
convergir para a solucao exata do problema; O método ser condicional-
mente estavel, o que implica que os erros cometidos pelas aproximacoes
nao serao propagados de forma a dominar o sistema desde que a razao ﬁ—;
seja menor do que uma constante CFL ¢ que depende do problema a ser

analisado.

Ou seja, se estas condigoes nao forem satisfeitas, o resultado obtido com o método

numérico nao sera coerente com a solu¢ao do modelo.

O uso de métodos explicitos estd associado a esquemas numéricos condicionalmente
estaveis, isso serd utilizado para determinar o valor At™ de cada evolugao temporal

em funcao dos ja pré-determinados Az e o.
A.3 Obtencao dos coeficientes de um método RK

Os coeficientes do método RK de ordem p sao obtidos ao realizar a expansao dos dois
termos da Equacgao A.4, de forma que a igualdade continue valida. Na prética, este
método consiste em encontrar os coeficientes que tornam o método de Runge-Kutta
de s estagios da Equagao A.6b idéntico a expansao em série de Taylor até o termo

de derivada de ordem p.

. = At dRQ
Q = Q + Z F_dtk (A6a)
Q= Q™+ Z bik; (A.6Db)
i=1
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Além das duas condicoes que garantam a convergéncia do método, sao necessarias
mais duas condigoes de existéncia e unicidade da solugao a ser obtida (BURDEN;
FAIRES, 2008):

e f(t,Q) deve ser continua;

e f(t,Q) deve atender a condigdo de Lipschitz na varidvel ) para alguma

constante L:

1f(t, Q1) — f(t, Q)] < LIQ1 — Q2|, LER (A.7)

A.4 Métodos RK de primeira ordem

Para construir um método RK de primeira ordem, utilizam-se as seguintes expansoes:

Q" =Qm+ At%(tm) + O(At?) (A.8a)

Q" = Q™ + bk, (A.8b)

A expansao em série de Taylor é realizada até o termo de ordem At pois deseja-se
um método de primeira ordem. O método terda um estagio pois é, conforme a Tabela
5.1, o menor nimero de estagios necessarios para se construir um método RK de

primeira ordem. Substituindo as Equagoes A.8b e A.8a na Equacao A.4, obtém-se:

dQ

HQm + At% + O(A?) — Q™ — bik1|| = O(A?) . (A.9)
Por hipétese |Q™ — Q™| = O(At?), entdo:
HAt% —bik; + O(AP)|| = O(AF) . (A.10)
Como %2 = f(t™ Q™) e ky = Atf (™, Q™):
HAtf(tm, Q™) — biAtf (1", Q™) + O(AL?)|| = O(A) (A.11)

Por hipdtese, a funcao f deve atender a condicao de Lipschitz.
F(E™, Q™) — f(t™, Q™) < LIQ™ — Q™| = LO(At*) = O(A#?) (A.12)
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Portanto f pode ser reescrita como:
f@E™Q™) = f(t™, Q™) + O(AF) . (A.13)
Substituindo f(#™, Q™) na Equacao A.11:

HAtf(tm, Q™) — biAL[f(t", Q™) + O(A)] + O(AL?)|| = O(AF) . (A.14)

Distribuindo o termo by At:

HAtf(tm, Q™) — hiALf(t™, Q™) + O(At?’) + O(AtQ) = O(AtQ) : (A.15)
Reordenando os termos obtém-se:
HAtf(tm, Q™) (1 —by) + O(AP)|| = O(AF) . (A.16)

Para que a igualdade da Equagao A.16 seja valida, o termo At f(¢™, Q™)(1—by) deve
ser nulo para todos os valores de f(t™, Q™). Com isso obtém-se o valor do coeficiente
by = 1 . Com isso o método de Runge-Kutta de 1* ordem e um estagio pode ser

escrito de forma Unica como:
QMM = Q™+ Atf(t™, Q™) . (A.17)

Este método é conhecido como método de Euler, sua representacao em uma tabela
de Butcher é dada na Tabela 5.3.

A.5 Métodos RK de segunda ordem

Para construir um método RK de segunda ordem, utilizam-se as seguintes expansoes:

mil  m aq , .. A d*Q, .
Q" =Q + At () + [ )+ O(A?) (A.18a)

Q™ = Q™ + biky + bk, (A.18D)

Substituindo as Equacoes A.18b e A.18a em A.4, obtém-se:

dQ AL d2Q
m Af—Z (™ =" 2 ym A3
|+ aurem + S-Eam + o) (A.19)
—Qm—blkl—bgkg :O(Atg)
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Como por hipétese |Q™ — Q™| = O(A#®):

HAt@(tm) + A—t2d2—Q(tm) — bik; — boky + O(AL?)

dt 2 de? = O(Ar%) . (A.20)

Como ‘fi—?(tm)_ = f{tm,Q™) ki = Atf (tm,Qm) e utilizando as notacoes [ :=
fE™,Qm) e fi= f(t™,Q™):

AP df " ) )
Atf + > a biAtf — boko + O(AL) || = O(AL”) . (A.21)
Seja o valor kg, obtido conforme a Equagao 5.2:
ky = ALf (tm + AL, Q™ + ag, At f) (A.22)

Expandindo o termo f (tm + coAt, Q™ + ag 1 At f) em séries de Taylor:

- 0 ~Of
/{ZQ = At [f + CzAta—;}: + CLQJAf % + O(At2>i| (A23)

- 0 ~Of
kQ = Atf + CQAtZa—JI: -+ a2’1At2f£ + O(At3> . (A24)

Substituindo a Equacao A.24 na Equagao A.21:

) i}
Atf+ 20Ty AF o, [Atf+ a2t
2 dt ot (A 25)

+ ag,IAthg—é 1 O(At3)] + O(A)|| = O(AF) .

Distribuindo o termo by, obtém-se:

—— — £ p— £ p— 2_

Atf + 5 dt blAtf bQAtf bQCQAt ot
o (A.26)

- bgag’lAtzf% + O(At?)) = O(At3) .

H AL df of

De forma andloga ao que foi desenvolvido na Equacao A.12, realiza-se a substituicao:

FE™.Qm) = f(t™, Q™) + O(AL) . (A.27)
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of

Expandindo o termo 3

>’
e "

or _or,

Como por hipétese |Q™ — Q™| = O(A?):

of of
pri E+O<At3)

Realizando um procedimento analogo para an obtém-se:

of of
% % + O(Atg)

Substituindo as Equacoes A.27, A.29 e A.30 na Equacao A.26:
At*d
HAtf LAEA A [f + 0(At3)] — byAt [f + O(At?’)}

2 dt
of

- a9 4 0(a8)| ~ baas,2 1 + 0009 |

+ O(AP)|| = O(At?) .

Reordenando os termos obtém-se:

HAtf(l — by — by) + Af? {—% e,

9 dt ot baay 1f

+O(AT)|| = O(AP) .

Aplicando a regra da cadeia no termo df

df 3f af da
@t "ot Tog dt

Como por defini¢ao dQ = f:

Substituindo na Equagao A.32:

H(]_—bl—bg)Atf‘f‘At2|: (—f+f f)

oQ
of of

ot - bza2 1f Q

— byco——

] + O(A?)
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em série de Taylor em torno do ponto (™, Q™):

O(At3)]

of
3@]

= 0(A%) .

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)



Reordenando os termos obtém-se:

5 [ (1 (9f of
H(l — b —b)Atf + At [(5 - 5202) E ( - b2G2,1) f@}

+ O(A)|| = O(AF) .

A Equagao A.36 s6 é valida se os coeficientes by, by, c2 € ag satisfazem o sistema:

by +by=1
bocy = % (A.37)
beag1 = %
O sistema de Equagoes A.37 tem varias solugoes. Uma destas é:
by = %, by = %, ey =1, a1 = 1. (A.38)

Assim, um método de Runge-Kutta de 2 ordem e dois estagios pode ser escrito

CO1mo:

Q" = Q" + %f(tm, Q™) + %f(tm +ALQ™ + f(t™, Q"”)) (A.39)

Este método é conhecido como método de Heun ou método de Euler aprimorado,
sua representacao em uma tabela de Butcher é dada na Tabela 5.4.

A.6 Métodos RK de terceira ordem

Para construir um método RK de terceira ordem, utilizam-se as seguintes expansoes:

m m o 0Q AP dPQ AP dQ
Q" =Q + A (1) + o () + = T —2 (™) + O(At")  (A.40a)
Qerl - Qm + blkl + kaQ + bgkg (A40b)

Substituindo as Equacoes A.40b e A.40a em A.4, obtém-se:

dQ A2 d2Q A BQ A
HQ FALTE(E™) + ST () + S TR () + oAt o
- Qm - blkl - kaQ - bgkg‘ = O(At4)
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Como por hipétese |Q™ — Q™| = O(At*):

dQ A2 2Q A d3Q
At—(t") + —— (") + — —=(t"™)
H dt 2 di? 6 di? (A42)
— biky — boks — bsks + O(At) || = O(AY)
Substituindo k; = f(#™, Q™) e Z2 = f(t™, Q™):
momy  ACdf L CAB B
|atrem, @+ S Q) + =25 Q) s

— AL (7, Q™) — boks — bsks + O(AtY)

)| = o

Para efeito de simplificacdo, sera usada a notacao f := f(t™, Q™) e f := f(t™, Q™):

At? df At d? &Zf

5o g g — AL = baky — baks + O(AF)

HAt fo= = O(AtY)  (A44)

&f.

Decompondo o termo

cf df
ar dt(dt) (A.45)

dar
dt’

Ef d (of 9fdQ
da? _(_+@W>

Aplicando a regra da cadeia em conforme realizado na Equacao A.34:

(A.46)
Aplicando a propriedade de linearidade do operador diferencial:
d*f d (Of af d@
-4 - Z(ZL A.47
a2 dt(@t)+ (aQ dt) (A.47)

Aplicando a regra da cadeia no primeiro termo e a propriedade de derivada do

produto no segundo termo, obtém-se:

Pf(Pf PF dQ o\ dQ  of d (dQ
i = (ot amaa) la(0) @ roow (@) 4w

Por definicao % = f:

2 rf | f+i<3f)f+ﬁdf (A.49)

w2 - e T ag 90 90 dt
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Utilizando a regra da cadeia em < <—C’;> e ﬁ

_ OF 49\ .
a2 o2 9100 + oo \ar T 50)

Pf Pf . Pf 02f  0%f dQ of (0f Of dQ
+ f+<8t8@ aQZE)f+ ( 20 dt

Substituindo % = f e rearranjando os termos, obtém-se:

|
a2 Ot2

+2f (A.51)

00 " a2 Tag\ar T ag

*f | Pf s f( [, of )
Q

Substituindo as derivadas
coes A.34 e A.51:

dt2 L da Equacao A.44 pelos valores obtidos nas Equa-

10f 1,0f A3 [O2f 02 f o0 f
A At | === 2 2
s+ a (2&5 2faQ) 6 [at2+ Tama T a0 As2)
+ % ( of + f é;) ] — b At — byky — bsks + O(At4)H = O(AtY)
Seja o valor k3, obtido conforme a Equagao 5.2:
k’g = Atf (tm + CgAt, Qm + ag’lAt‘f + a372k:2) (A53)

Expandindo o termo f <tm + e3At, Q™ + az At f + a3,2k2> em séries de Taylor:

Al 7 of of | AAP O f
k3 =At |:f + CSAtE + <G3 1Atf + as 2]{32) aQ -+ 5 W
o*f
+ CgAt (a3 1Atf + as 2]€2> 8758@ (A54)
1 - 2 2f
+ 3 <a3,1Atf + a3,2k2> 202 + O(Atg)}

Seja o valor ky, obtido conforme a Equagao 5.2:
]{32 = Atf (tm + CgAt, Qm -+ a2’1Atf_> (A55)
Expandindo f (tm + oA, Q™ + ag At f ) em série de Taylor:

+ as 1Atfa—f + O(AtQ)] (A.56)

ky = At [f+c2m8f 50

0
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Distribuindo o termo At:

0
ky = (Atf + chtQa—J; + as 1At2f% + O(At3)) (A.57)
Substituindo a Equacao A.57 na Equagao A.54:
of
k’3 At{f + CgAtE
+ [agJAtf_
- of of
+ azs (Atf + c2At28—{ + azlAt?f—f + O(At?’))] %
SAL 9]
2 Ot?
*f
-+ as, 163At fata@ (A58)
; of af *f
20 2791 3
+ (13,203At (Atf + CgAt ot + a2’1At faQ + O(At )> (‘)tE)Q
1 _
+ 5 |:CL3’1Atf
of of Co°f
+ asg )2 (Atf + CgAtza + as 1At2f—Q -+ O(At3)):| 8_Q2
+ O(At3)}
Rearranjando os termos, obtém-se:
=Atf
0 of
—+ At2 |:C38—LI]: + (CL3 1+ as 2) faé;:|
282f CL2 fQ aQ f? afaf
3 Y J ,1 2 3,2
+ At {—i- 5 D2 + — 5 +az azafe+ 5 + azaCa—o; En (9@
oF 5 o (A.59)
+ asqazaf (8@) (a31+a32)63fataQ
0 0
+a31a3202f—{ +a21a31a32f28g +a3202f of +a21 32f2(9£;

+ O(Ath

Realizando uma andlise analoga a realizada da Equacao A.27 até a Equacao A.31 e
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reordenando os termos, obtém-se:

ks =Atf
of of 0*f a5 f’

+ At [035 + (az1 + asz) f_Q + EW + 5

a2 . f2
+ azazaf’ + %]

of of 9F\2 5 (A.60)
+ At [a3202 5 0Q+ 92,1032 f (0@) (a3,1+a3,2)03fm
50
+ a3,1a3,202f8—{ + a2,1a3,1a3,2f é; + a3 202f of + a2,103, gf é;}
+0(AtY)
Seja o valor ko, obtido conforme a Equagao 5.2:
]{?2 = Atf (tm + CQAt7 Qm + (ngAth) (AG].)

Expandindo f (tm + o At, Q™ + ag At f) em série de Taylor, porém com um termo

a mais do que a expansao da Equacao A.56:

*f
90

0 cAAL? 9
+ as 1Atf f f

of
ks _At[ercQAt 50t 3

ot
@B AS O F
2 0

+ as, e AL f
(A.62)
+ O(At3)]

Distribuindo o termo At:

of | aAr0f
00" T2 e

o°f

0
Atf+02At2—f+ QlAth 5190

ot
a2,1 t?’f2 82_f
2 00)?

+ Qg 102At f

(A.63)
+ O(AtY)

Realizando uma analise analoga a realizada da Equacao A.27 até a Equagao A.31 e

reordenando os termos, obtém-se:

,Of 2, 0f | GAB S 9% f
Atf -+ CgAt ot “+a 2, 1At fa@ + — 9 dt2 -+ Az, 1C2At f&t&@
2 A43£2 (A.64)
ATt s O(AtY)
2 0Q)?

Substituindo as Equagoes A.60 e A.64 na Equagao A.52:
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HAtf+At2 (lﬁJr 1fa—f) +A—tg{82—f+2f o1 +f282f

20t 27 0Q 6 | Ot? otoQ) 00Q)?
of (of af -
—i—aQ(at-l-faQ)} biAtf
af of A I*f o0 f
_ 20 2,91 2 o J 3
bg [Atf + CQAt ot + CLQJAt faQ + 9 8t2 + a2’102At f@t@@
2 302 92
aQ’lAt ffo f "
TTQZ + O(At )
- bg{Atf (A.65)
a 8 2 82 (12 f2 a2 f2
+ At? {Csa—{ + (as1 + asp) f% + 6_230_75{ + 3’; + 03,1a3,2f2 + 3’; }
af o af\’ d?
+ Ats |:a3’2628_{£ -+ a271a372f <%) + (a371 + G372) Cgfﬁ
0 0 0 0
+ a3,1a3,202f8—{ + a2,1a3,1a3,2f2% + a§’262f8_{ + a2,1a§,2f2%}
+ O(At4)} +O(AtY|| = O(AY)
Reordenando os termos, obtém-se:
At {f(l — by — by — bg):|
0 1
+ Atg [a—{ (5 — b202 - b363>
0 1
+ %f (5 — byagy — bzas; — 5303,2) }
cap|EL (L g b
ot? \ 6 2 2
9 (A.66)
+f o7 (L_ byc — bsasc3 — b
9t00 \ 3 2C2021 303,1C3 303,2C3
0’ f 1 b3, bsaj, b3a3 o
+a—QQf2 (6 ~ T3 T 5 — bsaz a3 2 — 5 )
of of (1
T 5Q o (6 - bi”a?”?@)
af\* . /1
+ (%) f (6 - b3a372a271) :| + O(At4) = O(At4)
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Para que a igualdade seja vélida, seus coeficientes devem satisfazer o sistema:

;

b1 + bg + b3 =1
bQCQ -+ bgCg = %
baag1 + bzas 1 + bsazp = %

1
bQCg + bgCg =3

(A.67)
bacaag 1 + bzasics 4 bzazacs = %
bga%’l + b3a§71 + 2bsas as 2 + b3a§’2 = %
bzazacy = %
\53(13,202,1 = %
O sistema de Equagoes A.67 tem varias solucoes. Uma destas solugoes é:
h=g h=g b=
ey =1, c3 = %, (A.68)
1 1
as; =1, 31 = 7 g2 = 7.

Assim, um método de Runge-Kutta de terceira ordem com trés estdgios pode ser
escrito como:

Qm—l—l :Qm 4 éf(tma Qm)

+ éf(tm + A Q™ + f(t™, Qm)>

4 gf[tm + %At,()m + 1f(tm,Qm) - if(tm + At, Q™ + f(tmaé_?m)ﬂ

3 1
(A.69)
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APENDICE B - COMPUTADORES UTILIZADOS

Tabela B.1 - Computadores utilizados para as simulacoes.

Nome Tipo Processador Proprietério
Walkjrjas  Servidor Quad-Core AMD Opteron(tm) Processor 8378 DGE/INPE
Jacaranda  Servidor Intel(R) Xeon(R) CPU E5620 2.40GHz LAC/INPE
Gladshein  Desktop AMD Athlon(tm) 64 X2 Dual Core Processor 5000+ CPU 2,6GHz. DGE/INPE
Chameleon Netbook Intel (R) Atom CPU 1,6GHz. Autor
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PUBLICACOES TECNICO-CIENTIFICAS EDITADAS PELO INPE

Teses e Dissertagoes (TDI)

Teses e Dissertacoes apresentadas nos
Cursos de Poés-Graduacao do INPE.

Notas Técnico-Cientificas (NTC)

Incluem resultados preliminares de pes-
quisa, descricao de equipamentos, des-
cricao e ou documentacgao de programas
de computador, descricao de sistemas
e experimentos, apresentacao de testes,
dados, atlas, e documentagao de proje-
tos de engenharia.

Propostas e Relatorios de Projetos
(PRP)

Sao propostas de projetos técnico-
cientificos e relatérios de acompanha-
mento de projetos, atividades e conve-
nios.

Publicacgoes Seriadas

Sao os seriados técnico-cientificos: bo-
letins, periddicos, anuarios e anais de
eventos (simpdésios e congressos). Cons-
tam destas publicagoes o Internacional
Standard Serial Number (ISSN), que é
um cédigo tnico e definitivo para iden-
tificacao de titulos de seriados.

Pré-publicagoes (PRE)

Todos os artigos publicados em periodi-
cos, anais e como capitulos de livros.

Manuais Técnicos (MAN)

Sao publicacoes de carater técnico que
incluem normas, procedimentos, instru-
¢oes e orientacoes.

Relatérios de Pesquisa (RPQ)

Reportam resultados ou progressos de
pesquisas tanto de natureza técnica
quanto cientifica, cujo nivel seja compa-
tivel com o de uma publicacao em pe-
riédico nacional ou internacional.

Publicagoes Didaticas (PUD)

Incluem apostilas, notas de aula e ma-
nuais didaticos.

Programas de Computador (PDC)

Sao a seqiiéncia de instrucoes ou cé-
digos, expressos em uma linguagem
de programacao compilada ou interpre-
tada, a ser executada por um computa-
dor para alcancar um determinado obje-
tivo. Aceitam-se tanto programas fonte
quanto os executaveis.
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