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“*Knowing a great deal is not the same as being smart; intelligence is not
information alone but also judgment, the manner in which information is

coordinated and used.”
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RESUMO

Este trabalho prop&e uma técnica para o controle de sistemas néo lineares que
realiza uma extensdo da metodologia LQG/LTR através da utilizacdo dos
conceitos da teoria SDRE. Sao apresentadas as condi¢des para a aplicagao da
técnica e provas de estabilidade local para uma classe de sistemas nao
lineares. A técnica é, em primeiro lugar, apresentada com base na literatura
disponivel, onde se mostra que podem existir solucbes otimas e subotimas.
Deriva-se uma prova da existéncia de solugdes para o uso do modelo de
compensacao LQG/LTR aplicado a sistemas de controle néo lineares, onde se
apresenta que as condicdes de existéncia desse tipo de solugdo exigem
apenas que o sistema seja Estabilizavel e Detectavel, permitindo que se possa
aplicar o método iterativamente em uma malha de controle. Sao realizadas
analises para verificacdo da preservacdo das propriedades da metodologia
LQG/LTR quando aplicada ao caso nao linear. Realizam-se comparagdes com
a literatura, onde se mostra que melhores resultados podem ser conseguidos
através do emprego desta técnica. Finalmente, apresentam-se os resultados de
seu emprego para o controle de um sistema nado linear que representa a
dindmica de um satélite artificial.
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STUDY OF THE FUSION OF THE METHODS LQG/LTR AND
SDRE FOR THE CONTROL OF A CLASS OF NONLINEAR
SYSTEM

ABSTRACT

This work proposes a technique for the control of nonlinear systems that is an
extension of the LQG/LTR methodology, obtained using the SDRE theory
concepts. Conditions for the technique application are presented as well as
proofs of local stability for one generic class of nonlinear systems. The
technique is firstly presented based on the available literature, where it is shown
that there may exist optimal and suboptimal solutions. One proof of the
existence of solutions for the use of the LQG/LTR compensation model applied
to nonlinear control systems is derived. Then it is presented that the conditions
for the existence of this kind of solution requires only the stabilizability and the
detectability of the system. These conditions allow the method to be applied
iteratively in one control loop. An analysis is carried out to verify the
preservation of the LQG/LTR methodology properties. Comparisons with the
literature are performed, showing that better results can be obtained employing
this technique. Finally, the results of its application for the control of a nonlinear
system that represents an artificial satellite dynamics are presented.
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1 INTRODUCAO

Desde que Doyle e Stein em 1981 (DOYLE; STEIN, 1981), utilizando o
conceito de “Sensitivity Recovery” introduzido por Kwakernaak em 1969
(Kwakernaak, 1969), estabeleceram uma formulacao explicita do procedimento
Loop Transfer Recovery (LTR) para realimentacdo em sistemas multivariaveis
utilizando o regulador Linear Quadratico Gaussiano (LQG), inumeros trabalhos
foram apresentados explorando os mais diversos aspectos relacionados a esta
técnica. Uma rapida pesquisa bibliografica revela sua aplicacdo em diferentes
tipos de plantas diante das mais variadas situacdes como ser4 mostrado na
revisdo historica realizada neste trabalho. Pode-se verificar na literatura sua
aplicacdo para o controle de robds, submarinos, processos quimicos,
transportadores de correia, vazdo e temperatura de fluidos, gases durante
oxigenacdo sanguinea, discos rigidos, veiculos espaciais, avides, estruturas
flexiveis, maquinas de gas e varias outras. Com o passar do tempo, outras
tecnologias de controle robusto, por exemplo, a teoria H,, € u synthesis, foram
desenvolvidas e acabaram se firmando na solucédo dos problemas tratados pela
técnica inicialmente proposta. Porém, a facilidade de utilizacdo da técnica
LQG/LTR para projeto, sua simplicidade, seu procedimento de projeto
sistematico, 0s baixos custos computacionais envolvidos em sua aplicagéao,
além de sua comprovada eficacia, fazem com que esta metodologia persista
como alvo de interesse em controle de sistemas. Embora publicacdes sobre o
tema tenham se tornado mais raras durante a Ultima década, ainda € possivel
encontrar trabalhos que buscam se beneficiar das vantagens da técnica para o
controle de sistemas lineares. No entanto existem poucos relatos sobre
tentativas de extensado desta técnica para o controle de sistemas nao lineares.
Grunberg e Athans (1987), Chun e Wang (1988) e Han e Kim (2003)
apresentaram extensdes da ideia para sistemas nao lineares, mas com
restricbes especificas sobre os sistemas tratados, faltando assim uma

abordagem mais geral sobre o assunto.



Por outro lado, a técnica SDRE (State Dependent Riccati Equation),
inicialmente proposta em 1962 (PEARSON, 1962), permite a extensdo de
propriedades do Regulador Linear Quadratico para sistemas nao lineares. Ela
passou a receber maior atencdo durante a década de 1990. Um grande
ndamero de simulacdes foi conduzido demonstrando resultados positivos de
aplicacdo desta técnica, levando a necessidade de estudos e analises para
fortalecer a teoria de sustentacdo da técnica que até entdo era exigua.
Atualmente esta teoria encontra-se relativamente madura, fato que aliado a
suas caracteristicas de simplicidade, baixo custo computacional com
efetividade e sua aplicacdo de forma sistematica e geral, fazem dela uma
escolha promissora para a solucdo de problemas de controle de sistemas néo
lineares. Ela tem sido usada na forma Otima e subdtima tanto para

controladores como para estimadores (BANKS et al, 2007).

Levando em conta os aspectos inerentes as duas técnicas descritas nos dois
paragrafos anteriores, este trabalho propde a utilizacdo da metodologia SDRE
para realizar uma extensado dos conceitos da técnica LQG/LTR para o controle
de sistemas ndo lineares. Para testar a técnica proposta e avaliar seu
desempenho, ela é aplicada para o controle de sistemas utilizados como
exemplo em outro trabalho (BANKS et al, 2007) e os resultados obtidos s&o
comparados. A técnica proposta é também testada através de sua aplicacdo a

um sistema representativo da dindmica de um satélite artificial.

O trabalho est& dividido em sete capitulos, sendo que o Capitulo 1 contém a
introducéo ao tema. No Capitulo 2 é feita uma reviséo histérica da metodologia
LQG/LTR e sdo apresentados o0s conceitos tedricos relacionados a essa
técnica. No Capitulo 3 a técnica SDRE € abordada, também com apresentacao

de uma revisao historica sobre a mesma e da teoria subjacente.

O Capitulo 4 apresenta a descricdo da classe de sistemas tratados neste
trabalho. Apresenta também a questédo de estabilidade da técnica proposta, em

primeiro lugar, considerando as condi¢Ges de aplicacdo do LQG/LTR/SDRE a



um caso exato e em seguida a estabilidade local para o caso mais genérico,
onde é apresentada a extensdo do conceito de Observabilidade e de
Controlabilidade como condicdes de existéncia de solucdo (local) para a
aplicacdo do mesmo meétodo a uma classe mais ampla de sistemas néo
lineares. Ainda, neste capitulo € apresentada uma andlise da extensdo das

propriedades do método LQG/LTR na aplicacédo da técnica proposta.

O Capitulo 5 apresenta a extensao dos conceitos da técnica LQG/LTR dentro
do contexto da teoria SDRE. Um roteiro para projeto € sugerido e €
apresentado o projeto de um compensador para um exemplo de sistema néo
linear. A andlise da extensao das propriedades do método LQG/LTR neste

caso particular € mostrada.

No capitulo 6 apresenta-se a aplicacdo da técnica aqui descrita para o controle
de um satélite artificial, uma planta ndo linear e de amplo interesse ndo apenas

académico.

Finalmente, o Capitulo 7 apresenta as conclusfes do trabalho.






2 A TECNICA LQG/LTR
2.1. Revisao Histérica

Uma revisdo bibliografica completa sobre a técnica LQG/LTR para apontar
trabalhos de andlise e aplicacdo da técnica seria um exercicio arduo e
produziria uma revisdo bibliografica demasiadamente extensa, assim procurou-
se apresentar aqui apenas os trabalhos que tiveram papel decisivo no
desenvolvimento da metodologia e colaboraram para a compreensao e difusdo
da mesma ou que estejam diretamente relacionados ao contexto deste

trabalho.

Kwakernaak (1969) foi o primeiro a utilizar o conceito de “loop transfer
recovery” durante analise da sensibilidade de sistemas em malha fechada com
o regulador linear estocastico em sistemas multivariaveis. No entanto, néo
ocorreu nesta ocasidao uma formalizacdo de um procedimento definido baseado
neste conceito. Mais tarde, em 1978, Doyle e Stein (Doyle; Stein,1978)
retomaram o conceito com a apresentacao de um procedimento de ajuste para
controladores lineares com observadores de estado. Safonov et al. (1980)
apresenta uma interpretacdo da Metodologia LQG/LTR onde é mostrado que
todos os problemas de LQG no dominio do tempo sdo de norma H,
ponderadas gerais entre varias funcbes de transferéncias do sistema de
realimentacdo. Em 1981 com a publicacdo do artigo “Multivariable feedback
design: Concepts for a classical/modern synthesis”, Doyle e Stein, abordando
a generalizacdo de técnicas classicas de projeto de realimentacdo em sistemas
de uma entrada e uma saida para os sistemas multivariaveis, formalizaram a
técnica de “loop transfer recovery” (LTR) em conjunto com a formulacdo do
regulador Linear Quadratico Gaussiano (LQG) e estabeleceram a partir deste
trabalho a metodologia LQG/LTR. Passados alguns anos, observando que
embora a metodologia reunisse todas as caracteristicas que a viabilizavam
para aplicagdo simples e direta, poucos trabalhos sobre a técnica em si ou

sobre sua utilizacdo haviam sido publicados até entdo, Athans (1986) buscando



atender ao objetivo de aplicacdes praticas sistematizou em um tutorial o
procedimento de maneira pragmatica tornando simples sua utilizacao.
Seguindo a formalizacdo apresentada no tutorial citado, Martin et al (1986)
ilustra de forma didética a aplicagdo do procedimento em um projeto de
sistema de controle de realimentagdo multivariavel para um submersivel.
Grunberg (1986) e Grunberg e Athans (1987) apresentam uma metodologia de
projeto de compensadores dindmicos nao lineares para sistemas multivariaveis
nao lineares baseada na metodologia LQG/LTR. Os trabalhos mostram a
extensdo da idéia de loop-shaping para sistemas nao lineares. A estabilidade
em malha fechada é garantida através da utilizagdo de um controlador baseado
em observador de estados de acordo com um teorema de Safonov (1980). O
procedimento utiliza O Filtro de Kalman Estendido (EKF). Os resultados
apresentados mostraram que a recuperacdo da robustez na entrada da planta
foi realizada como no caso linear, porém a recupera¢cdo na saida so € realizada
sob condicdes restritas. A metodologia apresentada foi nomeada de Nonlinear
Model-Based-Compensator with Loop-Operator-Recovery (NMBC/LOR). A
mesma época, Stein e Athans (1987) apresentaram outro tutorial sobre a
metodologia LQG/LTR que estende as suas ideias basicas para uma estrutura
de projeto mais formal e geral, apresentando o método para os sistemas
multivaridveis como uma solucdo especifica de balanceamento com norma H,
entre as funcdes de sensibilidade e sensibilidade complementar no dominio da
frequéncia. No mesmo trabalho, embora reforcando o fato de que o método
LQG/LTR né&o se aplica diretamente ao projeto de controle de sistemas de fase
nao-minima, varias opcdes para tratar estes problemas foram discutidas. Chun
e Wang (1988) partindo de um experimento onde foi aplicada a técnica
LQG/LTR no projeto de um controlador para uma verséo linearizada de um
processo bioldgico ndo linear de crescimento de bactérias investigaram o efeito
da aplicacdo do Filtro de Kalman Estendido em conjunto com 0 mesmo
regulador linear aplicado na versao linear. Os resultados mostraram que a
habilidade de rastreamento do sistema com o EKF melhorou na auséncia de

perturbacdes no modelo e se manteve estavel na presenca de perturbacdes



nos casos em que os valores das covariancias dos ruidos utilizados séo os
mesmos daqueles utilizados no caso linear. No entanto quando estes valores
foram mudados o sistema em malha fechada tornou-se instavel. Constatou-se
assim que as propriedades de robustez do sistema com o EKF dependem da
selecdo de uma série apropriada de covariancias para os ruidos. Concluiu-se
entdo que a simples substituicdo do Filtro de Kalman Linear por um EKF em
um projeto de controle robusto com LQG/LTR nao parece melhorar o
desempenho do sistema em malha fechada nem com respeito as
caracteristicas de rastreamento nem com respeito a robustez diante da
presenca de perturbagcdes no modelo. Zhang e Freudenberg (1990)
apresentaram um estudo sobre a aplicacdo da metodologia LQG/LTR para
sistemas de fase ndo minima, observando que sob determinadas suposicdes
de inversdo da planta, as propriedades de realimentacdo desejadas eram
perfeitamente recuperadas nas direcfes ortogonais as dire¢cbes dos zeros de
fase ndo minima e que as limitacbes impostas por estes zeros podem ser
incorporadas no projeto da realimentacdo de estados permitindo a sua
recuperacgao através da técnica LTR. Mais direcionados para os resultados em
aplicacfes da técnica, Mora et al (1996) publicaram uma investigacao sobre o
controle do movimento relativo translacional e rotacional entre dois veiculos
espaciais, considerando 6 graus de liberdade e influéncia de flexibilidade
devida a existéncia de painéis solares. Foi feita a comparagdo para o controle
da planta considerada através da utilizacdo de quatro técnicas para sistemas
com multiplas entradas e mdltiplas saidas. As técnicas testadas foram as
metodologias LQG/LTR e “Pole-placement” representando procedimentos
classicos e controle H, e u-Synthesis representando as tecnologias mais
modernas. Para o caso estudado observou-se que o controlador u apresentou
melhores propriedades de robustez e uma resposta adequada para
perturbacdes causadas pela flexibilidade dos painéis solares, tendo sido,
portanto recomendado nos casos em que a flexibilidade pode provocar forte
impacto no desempenho do controlador. Foi verificado que os controladores H,,

e LQG/LTR mostraram boa rejeicdo a disturbios, principalmente em face de



forcas e torques indesejaveis. Foi ainda observada para estes controladores
uma degradacdo em seu desempenho mostrando sensibilidade a disturbios
provocados pela influéncia da flexibilidade nos painéis solares. Sobre o
controlador projetado utilizando “Pole-Placement” houve consideravel
dificuldade em alcancar o desempenho desejado relativo a robustez, ou mesmo
o desempenho nominal em razdo do grande niumero de parametros envolvidos
no projeto. Finalmente Gang e Guangzhong (2000) mostraram que uma
escolha apropriada das matrizes de peso sobre os estados e sinais de controle
e a manipulacdo das matrizes de covariancia do ruido nas medidas e processo
em conjunto com acréscimos prévios eventualmente necessarios sobre a
planta, o regulador Linear Quadratico Gaussiano pode apresentar desempenho
correspondente ao da técnica LTR, sugerindo a aplicacdo da técnica
diretamente sem dividir o procedimento em dois passos de acordo com a
formalizacéo de Doyle e Stein (1981).

Muitos outros trabalhos foram publicados durante o periodo descrito, ha maior
parte apresentando aplicacbes da técnica para os mais diversos tipos de
planta. Especialmente no controle de atitude de veiculos espaciais foram
descritas muitas aplicacbes demonstrando resultados com desempenho
superior na comparacdo com outras técnicas principalmente para sistemas
envolvendo a influéncia da dindmica de estruturas flexiveis. Estes por
representarem sistemas mais complexos envolvendo incertezas causadas por
erros de modelagem, frequentemente requerem técnicas de controle mais
sofisticadas e motivaram inameros estudos sobre a aplicacdo da técnica
LQG/LTR. Apenas para exemplificar o carater de problemas tratados com o
controlador LQG usando “loop transfer recovery” no ambito do controle de
atitude de veiculos espaciais alguns trabalhos serdo mencionados por serem
representativos dos demais. Chen (1987) projetou um pré-compensador para
manobras de translacdo de um veiculo espacial e utilizou a técnica LQG/LTR
para garantir o controle, com precisdo, da velocidade e posi¢cédo do veiculo nas

manobras. O compensador resultante foi integrado em um autopiloto que foi



testado em um simulador de um Space Shuttle. Lahdhiri e Alouani (1993)
aplicaram a técnica para o controle de velocidade e angulo de pitch para um
satélite em oOrbita da Terra. Tsai et al (2004) propuseram uma unificacdo das
técnicas “EigenStructure Assignment” e LQG/LTR para o projeto de um
controlador para um satélite com spin equipado com um volante de inércia,
buscando superar as limitacbes existentes nas duas técnicas separadas.
Moscati (1992) apresenta a aplicacdo do método LQG/LTR para estabilizacédo
em trés eixos de um satélite composto por uma parte rigida e trés painéis
flexiveis, tendo como atuadores um volante de inércia e duas rodas de reacao
acopladas a parte rigida. Foram consideradas no projeto incertezas devidas as
dindmicas ndo modeladas dos painéis e a variacdo do acoplamento
giroscopico, provocado pela mudanca de velocidade do volante de inércia.
Souza (1992) realizou o projeto de um sistema de controle robusto para o
controle de atitude e supresséo de vibracdes de uma configuracdo da Estacao
espacial MB-1 utilizando uma versdo modificada do procedimento PRLQG
(Parameter Robust Linear Quadratic Gaussian), o qual representa uma
extensdo da técnica LQG/LTR que permite o tratamento de variacdes
paramétricas. A modificacdo foi introduzida para assegurar a robustez de
estabilidade diante de incertezas estruturadas e nao estruturadas. Flora (1995)
considerando o projeto de um sistema de controle de atitude para um satélite
composto por uma plataforma rigida e dois apéndices flexiveis, desenvolveu
controladores utilizando as técnicas LQG/LTR e H, e realizou uma
comparacao entre os dois projetos considerando o desempenho do sistema

nos dois casos.

hY

No que diz respeito a apresentacdo da teoria ligada a técnica, Cruz (1996)
apresenta uma descricdo completa e detalhada da metodologia e um roteiro

pratico para sua implementacao.



2.2. Metodologia

A teoria de controle para sistemas multivariaveis (MIMO) foi fundamentada
desde o inicio nos conhecimentos adquiridos através de anos de aplicacao das
técnicas de controle para os sistemas de uma entrada e uma saida (SISO). Os
métodos empregados para os sistemas MIMO partiram de tentativas de
considera-los como um conjunto de sistemas SISO até um tratamento geral
sem negligenciar os acoplamentos existentes entre as varias entradas e
saidas. Muitas das abordagens utilizadas para os sistemas MIMO consistem
em generalizagbes das técnicas para os sistemas SISO. A metodologia
LQG/LTR é uma generalizacdo da técnica de “looping-shaping” para sistemas
SISO, muito consagrada por aplicacdes bem sucedidas em sistemas industriais
gue geralmente sdo SISO ou possuem baixo acoplamento. A extensdo da
técnica “loop-shaping”, no entanto, ndo pode ser realizada diretamente, uma
vez que o conceito de ganho utilizado em sistemas SISO tem significado
diferente nos sistemas MIMO. Atualmente a abordagem utilizada é executar o
loop-shaping utilizando os valores singulares da matriz de funcdo de
transferéncia, considerando que estes oferecem uma definicdo de ganho para
0 sistema. A ideia é que 0os compromissos impostos sobre os ganhos das
funcdes de sensibilidade e sensibilidade complementar nos projetos de controle
para os sistemas SISO sejam no caso dos sistemas MIMO cumpridos pelos

ganhos principais das func¢des de sensibilidade e sensibilidade complementar.

Considere-se entdo o sistema de controle representado na Figura 2.1, onde K
€ a matriz de funcdes de transferéncia do compensador, G € a matriz de
funcdes de transferéncia da planta, » é o sinal de referéncia, u € o sinal de
controle, y é o sinal de saida, d € o ruido de processo ou perturbacéo e n é o

ruido de medida.
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Figura 2.1 - Sistema de controle com realimentagao.

De acordo com as definicdes nas equacdes 2.1 e 2.2 para as funcdes de
sensibilidade e sensibilidade complementar respectivamente, tem-se para

sistemas MIMO as relacdes expressas nas equacdes 2.3 e 2.4.

S=(+GK)™* 2.1)

T = GK(I + GK)™* 2.2)

y(s) = T()r(s) + S(s)d(s) — T(s)n(s) (2.3)
u(s) = K(s)S(s)[r(s) —n(s) —d(s)] (2.4)

Destas rela¢des inferem-se as seguintes diretivas para projeto:
e Obter d(S) pequeno para obtencdo de boa rejei¢cdo aos disturbios;
e Obter (T) pequeno para atenuacao dos ruidos de medida;

e Obter a(T) = o(T) = 1 para rastreamento do sinal de referéncia;

e Obter 6(KS) pequeno para reducdo da energia de controle associada ao
ruido de medida;

11



e Obter (T) pequeno para obtencdo de robustez de estabilidade na
presenca de incertezas modeladas como uma perturbacao multiplicativa

na saida.

Considerando as relacdes existentes entre os ganhos principais das funcdes S
e T e 0s ganhos principais da matriz de funcdo de transferéncia de malha
aberta L = GK descritas em Skogestad (2005) os requisitos apontados acima

podem ser aproximados pelos seguintes objetivos em malha aberta:
I. Fazer a(GK) grande para rejeicéo a disturbios;
Il. Fazer 6(GK) pequeno para atenuacao dos ruidos;
lll.  Fazer g(GK) grande para obter bom rastreamento da referéncia;

IV. Fazer 6(GK) pequeno para reducdo da energia de controle;

V. Fazer d(GK) pequeno para robustez de estabilidade diante da presenca
de incertezas multiplicativas na saida.

Os requisitos i e iii sdo validos e importantes nas regides de baixa frequéncia e
0S requisitos ii, iv e v sdo validos e importantes nas regibes de altas

frequéncias. A Figura 2.2 ilustra 0 compromisso entre estes objetivos.

12
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Figura 2.2 — Compromissos de projeto nos sistemas multivariaveis para a
matriz de funcdes de transferéncia de malha aberta.

7

O objetivo do projeto € encontrar um compensador K que assegure a
estabilidade do sistema em malha fechada ao mesmo tempo em que mantenha
d(GK) e o(GK) fora da regido sombreada, mostrada na Figura 2.2 , para a

obtencdo de bom desempenho e robustez da estabilidade.

A ideia da técnica LQG/LTR para realizar o loop-shaping com o regulador LQG
que apresenta estabilidade garantida, é a utilizacdo do conceito de
recuperacdo de sensibilidade proposto por Kwakernaak (1969) para alcancar

as propriedades de desempenho desejadas.

A seguir serdo apresentados os passos basicos para a aplicacdo da técnica
LQG/LTR de acordo com a abordagem pratica sugerida em Athans (1986).

Em primeiro lugar é necesséario realizar um estudo da planta a ser controlada e

de acordo com os objetivos a serem alcancados definir um modelo da planta

13



para projeto. Este modelo deve incluir a dindmica do processo fisico a ser
controlado e incrementos (por exemplo, a adicdo de um integrador) inseridos
pelo projetista para atender especificacbes especiais de desempenho sobre

rastreamento de comando ou rejeicdo a distarbios.

Assume-se que o0 modelo da planta é linear e invariante no tempo com m

entradas, m saidas e n estados, obedecendo as equacoes:

y= Cx

Sendo x = x(t) e u = u(t).

A matriz de funcdo de transferéncia G(s) do modelo da planta é uma matriz
quadrada m x m dada por
G(s) = CP(s)B (2.6)
onde,

d(s)=(sI—A)71 (2.7)

E assumido que o par [4, B] € estabilizavel e que o par [4, C] é detectavel.

As incertezas sobre o sistema podem ser modeladas de varias maneiras
(Skogestad, 2005), mas na exposi¢cdo do método LQG/LTR aqui apresentada
serdo considerados apenas erros de modelagem refletidos sobre a saida da
planta. As incertezas séo representadas usando a estrutura multiplicativa, ou

seja, a matriz de funcao de transferéncia real G, (s) € representada por:

Ga(s) = [ + E(s)]G(s) (2.8)

E assumido que

0E(jw) <ep(jw) (2.9)
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onde, e, (jw) é o limite sobre o erro de incerteza e é considerado conhecido

como parte do processo de modelagem.

No projeto do compensador K(s), 0 modelo da planta é inserido em uma malha

de realimentagédo como mostrado na Figura 2.3

K (s) sera especificado de forma a atender os requisitos ja discutidos. Assume-
se K(s) linear invariante no tempo com m entradas e m saidas, como
consequéncia da hipotese sobre as dimensfGes da matriz de fungbes de

transferéncia da planta.

v

r(s) +  e(s) < u(s) P y(s)
——O—

Figura 2.3 - Malha de realimentacdo multivariavel.

A aplicacdo da técnica LQG/LTR é feita em dois passos. No primeiro passo
define-se uma malha de realimentacdo objetivo que deve satisfazer as
especificacdes sobre o desempenho e de robustez da estabilidade. O segundo
passo consiste em encontrar o compensador K(s) que pode ser ajustado de
maneira direta para fazer com que o desempenho do sistema de realimentacao
mostrado na Figura 2.3 aproxime o desempenho da malha de realimentagéo

alvo definida no primeiro passo.

A malha de realimentacdo objetivo, mostrada na figura 2.4 é definida pelos
parametros C e ®(s) do modelo da planta e por uma matriz H constante m X n

chamada matriz de ganho do filtro.
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r(s) + y(s)
e H P(s) C

v

Figura 2.4 - Estrutura da malha de realimentacéo objetivo.

Quebrando a malha na saida obtém-se a matriz fungdo de transferéncia

associada a malha de realimentac&o objetivo que sera denominada Ggg(s).

As matrizes funcdo de sensibilidade e sensibilidade complementar para o

sistema podem ser escritas como:

Skr(s) = (I + GKF(S))_l (2.11)

Tr(s) = (I + Ggp(s)) ™ Gyp(s) (2.12)
Uma vez garantida a estabilidade da malha nominal, para assegurar a robustez
de estabilidade, a seguinte desigualdade deve ser valida em todas as

frequéncias w:

a(T(jw) <1/ep (2.13)
As propriedades de rastreamento de comandos e rejeicdo a distarbios no
dominio da frequéncia sdo avaliadas a partir das relacbes expressas nas

equacbes 2.3 e 2.4.

Tendo encontrado a matriz H que confere a Ggr(s) as caracteristicas
desejadas deve-se construir o compensador K(s) da Figura 2.3 tal que o
comportamento do sistema realimentado aproxime-se do comportamento da

malha de realimentacdo da Figura 2.4. Deve-se entdo encontrar K(s) tal que a
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relagdo G(jw)K(jw) = Ggr(s) seja satisfeita nas regibes de freqiéncias

relevantes para obtengdo das caracteristicas desejadas para o desempenho.

O compensador LQG/LTR é um compensador baseado no modelo da planta
(MBC). Sua estrutura contém uma réplica do modelo da planta juntamente com
duas malhas de realimentacdo. Em uma das malhas esta a matriz de ganho K,
e na outra a matriz de ganho H. Estas duas matizes sdo os parametros livres
utilizados no projeto. A estrutura do controlador evidenciando as duas malhas é

mostrada na Figura 2.5

| |
| |
| + B |
| |
| |
( ): :
e(s + + + u(s
S H 30 o) R &,
| |
| |
| |
| ¢ |
| |
| |
L |
Figura 2.5 - Estrutura do Compensador LQG/LTR.
Da Figura 2.5.
tem-se
u(s) = K(s)e(s) (2.14)
K(s) = G(sI — A+ BK.+ HC)™'H (2.15)
Sendo x.(t) e R" o vetor de estados do compensador, entao
x.=(A—BK,—HC)x,— He (2.16)
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u=-K.x, (2.17)

onde e = e(t) = r(t) — y(t) e r(t) é o sinal de referéncia.

Como a matriz de ganho do filtro H determinada na definicdo da malha de
realimentacdo objetivo é fixa, entdo o Unico parametro de projeto restante € a
matriz K., que é chamada de matriz de ganhos de controle. Esta matriz é
obtida pela solugcdo do problema do regulador Linear Quadréatico, ou seja, é
calculada através da solucao da equacao algébrica de Riccati como segue:

0=—ITA— ATII — CTC + %HBTH (2.18)

1
= Lo (2.19)

para p — 0 (“cheap control”).
Da equacéo 2.6 tem-se G(s) = CO(s)B .

Se o0s zeros de transmissdo de G(s) sdo todos de fase minima entdo para
todos os pontos verifica-se
lim C(sI — A 'BK.(sl — A+ BK.+ HC)™*H - C(sl—A)™'H (2.20)
p—

Que resulta em:

lim G(s)K(s) = Ggr(s) (2.21)

Assim o procedimento realiza a recuperacao das caracteristicas da malha de
realimentacédo objetivo.

A matriz H , por sua vez, pode ser encontrada através da utilizacao de um Filtro
de Kalman ficticio definido por:

%= Ax + I'¢ (2.22)

y=Cx+ 6 (2.23)
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onde, I' é uma matriz n X m, £(t) € um processo ruido branco com média zero
e intensidade igual a matriz identidade e 6(t) € um processo ruido branco, com
meédia zero e matriz de intensidade igual a ul, onde I é a matriz identidade

mXm.

A matriz H é obtida de

R (2.24)
u

e X € encontrada através da solucédo da equacédo de Riccati mostrada em

1
0=AX+ ZAT+ I'TT — EZCTCZ (2.25)

Observa-se que a matriz I' e 0 escalar u sao os parametros utilizados para a

especificacado da matriz H.
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3 A TECNICA SDRE

A metodologia SDRE é um procedimento que realiza uma extensao da teoria
do Regulador Linear Quadratico para sistemas nao lineares. O método consiste
em reescrever as equacdes dindmicas do sistema nao linear no formato
cldssico de representacdo das equacdes de estado de um sistema linear.
Realizando para isto uma fatoracdo das equacdes ndo lineares de tal forma

gue seus coeficientes passam a ser dependentes dos estados (SDC).
3.1. Revisao Historica

A metodologia SDRE foi introduzida em Pearson (1962), onde foi apresentada
como um procedimento para aplicacdo de um indice de desempenho
quadratico para otimizacdo de um sistema nao linear e ndo estacionario
através de uma aproximacao linear dependente do tempo e do estado. Durante
as trés décadas que se seguiram uns poucos trabalhos foram publicados
utilizando os conceitos da técnica. Garrard et Clark (1967) , Burghart (1969) e
Werli e Cook (1975) apresentaram solu¢Bes para o controle sub-6timo de
sistemas ndo lineares. Cloutier, D’'Souza, e Mracek (1996) desenvolveram
uma teoria para otimalidade, estabilidade e robustez relacionada com a técnica
SDRE e Mracek e Cloutier (1998) apresentaram uma avaliacdo da técnica a
partir de sua aplicagdo em dois projetos de controle para o problema de
referéncia (benchmark problem) proposto por Bupp et al (1998) para teste de
controle de sistemas nao lineares. A partir destes dois trabalhos a técnica
SDRE tornou-se alvo de maior interesse e entdo surgiram varios trabalhos
apresentando sua utilizacdo em situacdes diversificadas. Dentre outros, os
trabalhos a seguir exemplificam estas aplicac6es: Beeler (2000) faz extenséo
da técnica para rastreamento com realimentacdo e estimacdo ndo linear de
estados para o controle de crescimento de filme em reator de deposicdo de
vapor quimico. Bogdanov e Wan (2003) utilizaram a técnica para controle
autbnomo de um helicéptero juntamente com um compensador feedforward

nao linear. Zhang et al (2005) demonstraram uma aplicacdo da tecnologia
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SDRE para um sistema de transporte flexivel com comprimentos
arbitrariamente variantes. Naik e Singh (2007) trataram do controle autbnomo
de mergulho de um veiculo subaquatico. Medagam et al (2009) apresentaram
um sistema de controle adaptativo baseado em SDRE para o controle de
velocidade e campo de um motor. Banks et al (2011) mostraram resultados de
uma abordagem baseada em SDRE para controle terapéutico de infeccéo por
HIV. Abdelrahman et al (2011) desenvolveram um método néo linear para
controle de atitude de um satélite com barras magnéticas baseado em SDRE.
Souza e Gonzales (2011) apresentaram a aplicagdo do método SDRE em
conjunto com o Filtro de Kalman para o projeto de um sistema de controle de
um simulador. Souza e Gonzales (2012) aplicaram a teoria SDRE e o Filtro de
Kalman ao projeto de um sistema de controle de atitude de satélites. Massari
e Zamaro (2014) propuseram a aplicacdo da técnica para o controle do
movimento relativo acoplado de o6rbita e atitude de um formation flying. (2013).
Diante da apresentacdo de bons resultados em um grande numero de
trabalhos de carater mais experimental e baseados em simulacées houve a
necessidade do desenvolvimento de uma base teérica consistente para a
metodologia SDRE e surgiram trabalhos com este proposito. Erdem (2001)
encontrou condi¢cbes analiticas para estabilizacdo assintética global para uma
classe de sistemas nédo lineares de segunda ordem. Uma comparacdo da
aplicacé@o da técnica SDRE com a técnica Feedback Linearization é feita neste
trabalho e os resultados tedricos sdo demonstrados experimentalmente para
um sistema de rastreamento de uma bola com levitacdo magnética em tempo
real. Beeler (2004) sugeriu variacbes sobre a técnica SDRE para tratar o
problema menos estudado da existéncia de nao linearidades nas variaveis de
controle. Banks et al (2007) abordaram de forma didatica o problema de
convergéncia assintética do estimador e do sistema compensado e discutiram
métodos numéricos para aproximacgdo da solucdo do método SDRE. Cimen
(2008) fez uma revisdo da teoria desenvolvida sobre a metodologia SDRE para
solucdo de problemas de controle ndo linear e discutiu a existéncia de

solucdes, a estabilidade e otimalidade associadas a tecnologia. O trabalho
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ainda ressalta a capacidade, a flexibilidade e a forma sistematica de projeto
que sdo caracteristicas da técnica. Chang e Chung (2009) introduziram uma
estratégia nova baseada em analise de contracdo para investigar a estabilidade
nao linear da metodologia. Cimen (2010) analisou a selecdo das matrizes do
modelo colocado na estrutura de aplicacdo da técnica SDRE e sistematizou a
execucao do projeto utilizando SDRE para sistemas em conformidade ou néo
com a estrutura basica e condi¢cdes necessarias para aplicacdo da técnica.
Atualmente encontram-se trabalhos desenvolvidos na direcdo de realizar
avaliac6es do desempenho da técnica em aplicacdes com hardware na malha
e em tempo real. Souza e Arena (2013) utilizaram a técnica SDRE para o
controle e estimacéo de estados no controle de um modelo néo linear geral de
um simulador de movimento para manobras de rastreamento de angulos
grandes. O bom desempenho e robustez da técnica foram comprovados
através de simula¢cdes com o modelo. Jung et al (2013) aplicaram a técnica
para sincronizagao de atitude para um formation flying e um simulador baseado
em uma mesa de mancal ar foi desenvolvido para validar o controle proposto

em tempo real.

3.2. Formulacéo da Metodologia SDRE

Considere o sistema néao linear descrito na equacéo

x=f()+gxuw (3.1)

x(0) = xo
onde x € R"eu € R™, f:R" > R"™ é uma funcdo nao linear de classe C! e
g(x,u) é da forma g(x,u) = B(x)u, com B(x):R"—> R™™ uma matriz de

funcGes ndo lineares de classe C?.

Considere ainda o seguinte indice quadratico de desempenho para otimizagao

da entrada de controle do sistema na equacgao 3.1:
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J(xg,u) = %foo(xTQx + uTRu)dt (3.2)
0

Onde Q € R™*™ é uma matriz de ponderacdo sobre os estados, simétrica,
semidefinida positiva, e R € R™*™ é uma matriz de ponderacdo sobre o

controle, simétrica, definida positiva.

Seguindo o0 mesmo principio utilizado para os sistemas lineares a otimalidade
sobre o controle pode ser estabelecida através de condicdes sobre a

Hamiltoniana do sistema.

A Hamiltoniana para o problema do indice de desempenho mostrado na
equacao 3.2 sujeito ao vinculo imposto pelo sistema da equacédo 3.1 pode ser

escrita como:

1 1
H(x,u,p) = ExTQx + EuTRu +pT(f(x) + B(x)w) (3:3)
onde p = p(t) € R™ € o vetor dos coestados.
As condi¢des necessarias para o controle 6timo séao
.0 (3.4)
X = o f(x)+B(x)u
. 0H (af(x))T dBW\" (3.5)
p= ox Qx 0x p 0x p
OH (3.6)
= T —
™ Ru+B' ' (x)p=20
E as condicdes de contorno
x(0) = xg (3.7)
p(t) =0, tf > o0 (3.8)
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O controle 6timo é obtido a partir da equacao 3.6 como:

u=—RBT(x)p (3.9)
A solucdo para o vetor de coestados é encontrada através de uma equacao
algébrica de Riccati, seguindo um procedimento analogo ao método de

varredura, utilizado na solucéo do problema do Regulador Linear Quadratico.

Para aplicar este procedimento o sistema mostrado na equacéo 3.1 é reescrito
de acordo com uma estrutura que se aproxima da estrutura das equacdes de
estado lineares. Esta estrutura é obtida utilizando para os estados e controle
coeficientes que sdo escritos em fungcdo dos estados. A representacdo do
sistema é dita estar parametrizada na forma de coeficientes dependentes dos
estados (State Dependent Coefficients-SDC). A equacdo 3.10 mostra esta

estrutura.

x =A(x)x + B(x)u (3.10)
Onde A(x) € R"*" e B(x) € R™**™,
Utilizando esta representacao e admitindo-se um coestado da forma:

p=1(x)x (3.11)

A substituicdo desta equacédo em 3.12 resulta em:

u(x) = =R BT (x)[1(x)x (3.12)

Derivando a equacao 3.11 obtém-se:

p = M(0)% + (3.13)

x| x
; ox; '

=1

UED ]
Da a equacéo 3.10 tem-se f(x) = A(x)x, entdo
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01 () _ 0(AG)X)

0x 0x
[ daq, dayy, dayy, ) dayy,
ap; + 9%, X1 9%, Xn ain t dx,, X1 + ox, "
[ da,, day, N da,, N da,, J
anl axl xl axl xn a’TLTL axn xl axn xn
com a;; = a;j(x)
Assim
[aAll' OAli]
of (x) S0 0xy | (3.14)
a— = A(x) + z Xl-l : |
= |04y 0An; |
dxq dx,

x  0Aimg -
Adotando a notacao %, utilizada em

matriz na equacéao 3.15 tem-se

of () _ 9(A(x)x) _

0x 0x AGx) +
Da mesma forma
[Obll 4 0bin
Uyq u
a(B(x)u) B 6x1 (’)xl m
0x 0bw ., Obun
0x, “ 0x, Ym

com bl] = bl](x)
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Beeler(2004), para representar a

n

z X aAl—m,i
l

T (3.15)
0byy, N 0bim
0x,, % 0x, um]
0b,, u 0bym ’ ‘
dx, ox,



[aBli aBli]
a(B(x)u) n 6x1 0xn (316)
a— = Z ul E KR S
x i=1 [aBni aBni|
0xq 0x,
Utilizando a notagao PBromi para a matriz de derivadas, resulta
d(BIW) _ " 0Bin

i=1

Com a substituicdo das equacbes 3.11, 3.13, 3.15 e 3.17 na equacao 3.5 tem-

Se:

(3.18)

Agora, substituindo-se a expressao para o controle 6timo da equacédo 3.12 na
equacao de estados 3.10 e inserindo o resultado no lugar de x na equacédo 3.18

vem

S

oIl

—(x)xL] x =—Qx

N@[A@x — BWRBT@N()x] +| ) =

i=1

m T
1—>n1( )) +Zul <aB1—>nl (x)) +

i=1

(3.19)

(x)x

AT(x) + Z X; <
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Colocando x em evidéncia e reescrevendo esta equacao resulta:

H(x)A(x) + AT (X)) (x) — T(x)B(x)R™BT(x)I1(x) + Q

n Mioms TH 3 OB1omy TH o oIl (=0 (3.20)
+;xi Ox (x) (x) +;ui i (x) (x) +;0_xi(x)xi -

A substituicdo da solucao I1(x) da equacdo 3.20 na equacado 3.12 resulta no
controle étimo para o problema de controle representado pelas equacgfes 3.1 e
3.2. Considerando apenas a primeira linha da equacéao 3.20 e desprezando os
demais termos, no caso em que eles possam ser assumidos pequenos, obtém-
se uma solucdo subdtima para o problema. A suposicdo de que 0s termos
desprezados sdo pequenos € valida nos casos em que as funcbes néo lineares
que aparecem na equacado 3.1 sejam fungdes Lipschitz. A importancia dos
termos desconsiderados é dependente de cada sistema e quantifica a
diferenca entre a solucdo 6Otima e a subotima (BEELER, 2004). Em Cimen
(2008) foram feitas andlises para avaliacdo da solugédo sub-6tima comparada a
solucdo otima, concluindo-se que em geral a solucdo subdtima se aproxima
muito da solucdo 6tima no dominio de interesse para operacdo do sistema.
Ademais, uma quantificacdo relativa da magnitude dos termos da segunda

linha pode ser realizada calculando-se o valor destes termos.

Considerando entdo uma solucdo I1(x) que satisfaz a primeira linha da

equacao 3.20, tem-se

M(x)Ax) + AT () (x) — I (x,u)B(x)R™BT(x)[I(x) + Q =0 (3.21)

u(x) = =R 1BT(x)[1(x)x (3.22)
O conjunto de equagbes 3.21 e 3.22 constitui-se na solu¢do sub-Gtima para o
problema de controle ndo linear representado nas equacbes 3.1 e 3.2. A

equacdo 3.21 é a equacao de Riccati dependente dos estados (SDRE).
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Ocorrendo que a solucédo II(x) satisfaca a segunda linha da equacédo 3.20,
entdo a solucdo é otima. Banks et al (2007) definiram a relagdo expressa na
segunda da equacdo 3.20 e reescrita abaixo, como o “Critério para

Otimalidade” da solucéo.

3 (E’A;;"'l’ (x))T nw+ S (
i=1

i=1

T n
0B n; on .
= (x)) n(x)+;a—m(x)xi=o (3.23)

3.2.1. Solucao da Equacéao de Riccati Dependente dos Estados

A solucdo da equacao 3.20 que fornece o controle étimo pode, para alguns
casos, ser encontrada analiticamente, porém € um problema dificil e as vezes
impossivel. O mesmo acontece com a solu¢do da equacdo 3.21 em conjunto
com a equacao 3.22, que fornece um controle sub6timo. O problema pode ser
resolvido aplicando-se técnicas numéricas. Beeler (2004) apresenta duas
alternativas para o problema. A primeira, também utilizada por Wernli e Cook
(1974) é a utilizacdo de uma expansdo em séries de poténcia para
aproximacéo da solucdo das equacOes 3.21 e 3.22. Para resolver o problema
subétimo de acordo com este procedimento a solu¢cdo da equacdo 3.21 é

escrita sob a forma

[ee]

(x,¢) = Z el L;(x) (3.24)

j=0
onde £ € uma variavel temporaria e L; sdo matrizes simeétricas com mesma

dimensao de I1(x) a serem calculadas.

Representa-se A e B como:

A(x, &) = Ay + eAA(x)
(3.25)
B(x,&) = By + €AB(x)
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sendo A, e B, partes constantes e AA(x) e AB(x) partes variaveis de A(x) e

B(x), respectivamente.

Substituindo-se estas equacdes na equacdo de Riccati dependente dos
estados (equacéo 3.21) e igualando a zero os agrupamentos dos termos de

mesma poténcia de ¢ resulta em:

LOAO + AELO - LoBoR_lBgLO + Q = 0

(3.26)
Ll(AO - BoR_lBgLo) + (Ag - LoBoR_lB(’I;)Ll + LoAA + AATLO
— Lo(BoR™'ABT + ABR™'B)L, = 0 (3.27)
Li(Ao — BoR™*BILo) + (A% — LoBoR™*BI)L; + Lj_1AA + AATL;
j—1
Z(L BoR™1BYL;_1) — Z Li(BoR™*ABT + ABR™*B])L;_ (3.28)
=0
j—=2

- z LABR™ABTL; , ;=0
i=1
Estas equacBes podem ser resolvidas iterativamente para obter os valores de
L;. Estes valores sdo substituidos na equagdo 3.22 utilizando ¢ =1 (Wernli

Cook, 1974), obtendo-se para N termos:

u(@) = —RBT() Y Ly (O (3.29)
=0

Em Banks et al (2007) é afirmado que este algoritmo converge para a solucao
da equacédo 3.21 sob a suposicdo de continuidade sobre A(x) e B(x). Porém o

desempenho do método varia de acordo com a distancia até o ponto em torno
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do qual é feita a expanséo, sendo que distante deste ponto os termos de mais
alta ordem séo imprecisos e poderdo deteriorar o sinal de controle calculado.
Desta forma observa-se que o aumento do numero de termos na série nao
necessariamente resulta em melhoria no desempenho (Beeler, 2004). Em
alguns casos constata-se mesmo uma degradacdo, como é demonstrado em
um exemplo em (BANKS et al, 2007).

A segunda alternativa € a solucéo iterativa, em tempo real, das equacodes de
Riccati congeladas para os valores do estado a cada iteracdo. Neste caso as
equacdes de controle séo resolvidas repetidamente de acordo com a evolucdo
dos estados do sistema. As equacdes 3.21 e 3.22 tomam a forma:

My 1 A(xy) + AT ()M — My BOx, )R™BT ()11 + Q = 0 (3.30)

Unpr = —R7'BT () My 1 2y (3.31)

Sendo x,, e u, 0 estado e o controle a cada passo n de tempo.

Este ultimo procedimento assegura um desempenho superior ao método de
expansao em série de poténcia, desde que os intervalos de atualizacdo das
solucBes sejam suficientemente pequenos, pois neste caso as solucbes da
Equacéo de Riccati Dependente dos estados sé&o exatas a cada intervalo e ndo

aproximadas como no primeiro caso.

Outras alternativas podem ser utilizadas para a solucdo da equacao de Riccati
dependente dos estados em 3.20, por exemplo, Banks et al (2007) apresentam
um esquema de interpolacdo que pode ser utilizado para obtencéo de solucbes

off-line.
3.2.2. Metodologia SDRE aplicada ao Controle Otimo e Subdtimo

Um aspecto fundamental para a aplicacdo da técnica SDRE para controle
otimo ou subdtimo é a garantia sobre a controlabilidade do sistema.
Considerando novamente a parametrizacdo do sistema néo linear descrita na

equacgao 3.10
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x =A(x)x + B(x)u

Observa-se que para que a solugcdo da equacdo 3.20 ou da equagao 3.21
defina uma lei de controle 6tima ou subdtima e garanta as propriedades de
estabilidade do sistema em malha fechada é necessario que o par [A(x), B(x)]
seja controlavel para todos os valores dos estados dentro do dominio onde se

deseja o controle do sistema.

Para o sistema nao linear parametrizado com os coeficientes dependentes dos
estados, sob a forma expressa na equacdo 3.10, define-se a matriz de

controlabilidade associada a parametrizacdo do sistema como:

M(x) =[B(x) A(x)B(x) .. A™1(x)B(x)] (3.32)

Assim para a garantia da existéncia das solucbes Otima ou subotima, a
parametrizacdo do sistema deve ser tal que a matriz de controlabilidade M (x)
em 3.32 deve ser de posto completo para todo x dentro do dominio de
interesse. Neste caso, diz-se que a parametrizacdo A(x) do sistema €

controlavel.

Note-se que esta definicdo de controlabilidade estd relacionada a
parametrizacdo do sistema e difere da definicdo usual de controlabilidade para
sistemas néo lineares baseada no célculo de Colchetes de Lie (Hangos et al,
2004).

A parametrizacdo do sistema sob a forma de coeficientes dependentes dos
estados ndo € unica. De fato, Cloutier et al (1996) mostraram que existem
infinitas parametrizacdes para o sistema da equacao 3.1, no caso Multivariavel.
Assim a escolha da parametrizacédo deve ser feita com cautela para possibilitar

a satisfacdo das restricbes sobre A(x) e B(x) com respeito a controlabilidade.
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Poderdo ocorrer situagcdes em que ndo seré possivel para determinado sistema
a escolha de uma parametrizacdo que previna este problema. Em alguns casos
a matriz B podera mesmo se tornar nula impedindo que o sinal de controle
tenha influéncia sobre os estados. Beeler (2004) relata algumas sugestbes
para solucionar este problema pontualmente. Cimen (2008) sugere também

formas para colocar o sistema em conformidade com a estrutura apropriada.

Observa-se ainda que a restricdo sobre a controlabilidade da parametrizacéo
pode ser abrandada valendo-se da definicdo de estabilizabilidade da
parametrizacdo, a saber, a parametrizacdo A(x) é dita ser estabilizavel, se o

par [A(x), B(x)] for estabilizavel para todo x.

3.2.3. Metodologia SDRE aplicada a Estimac&o Otima e Subotima

A teoria SDRE também € aplicada para a estimacédo de estados de sistemas

nao lineares (Banks et al, 2007). Neste caso considera-se o sistema da forma

x=f(x) +1TI¢

y=Cx)x+ 0

(3.33)

onde x € R" e f:R"—> R™ é uma funcdo nao linear de classe C!, C(x):R"
- R™P uma matriz de funcdes ndo lineares de classe C!.&(t) € R™, é um
processo estocastico ruido branco com média zero e intensidade =. 6(t) € RP?,

€ um processo ruido branco, com média zero e matriz de intensidade igual a 6.

As equacdes em 3.33 sdo colocadas na forma parametrizada com o0s

coeficientes dependentes dos estados como

x=Ax)x + I'¢ (3.34)

y=Cx)x+ 0
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O desenvolvimento do equacionamento do estimador € realizado como no caso
linear. Entéo, definindo-se ¥ como o vetor de estados estimados e y como o
erro entre a saida medida e a saida calculada a partir dos estados estimados,

tem-se

A matriz de ganhos H(X) que resulta na estimagdo subdtima dos estados é
obtida, como no caso linear, de forma dual ao problema de -controle

considerando uma funcéo custo da forma:

1 3.35
IR = f GTUR + aTVa)de (3.35)
0

e a solucéo da seguinte equacao de Riccati dependente dos estados dual:

AXI(x) + ZX)AT(x) — ZX)CE)TVICX)EX)+ U=0 (3.36)

Sendo Z(x) a solucdo equacédo 3.36, o ganho do estimador no caso sub6timo é

calculado de modo analogo ao caso do regulador através da relacéo

H(x) =Z(x)CT(x)V1 (3.37)

O equacionamento completo do sistema com o estimador toma a forma

x = A(x)x
(3.38)
y = C(x)x
x= A@®)X + HR)(C(x)x — C(R)X)

H(x) =Z(x)CT(x)V1
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Para assegurar a convergéncia do erro de estimacdo para zero € necessario
que o sistema obedeca as restricbes sobre a matriz de observabilidade que
deve apresentar posto completo para todos os valores dos estados. Neste

caso, a matriz de observabilidade é definida como:

C(x)
0(x) = C(x):A(x) (3.39)

C (x)A;l_1 (x)

Novamente, como no caso da definicdo de controlabilidade, é necessario
destacar que esta definicdo de observabilidade se aplica a parametrizacéo e
nao ao sistema nao linear propriamente dito, ou seja, se 3.39 for satisfeita diz-
se que 0 a parametrizacao do sistema é observavel e ndo que o sistema nao
linear é observavel. A observabilidade do sistema ndo linear pode ser
determinada utilizando calculo de Colchetes de Lie (HANGOS et al, 2004).

Da mesma forma que para o problema de controle a restricdo sobre a
observabilidade pode ser abrandada para a condicdo de detectabilidade do
sistema assegurada pela escolha de uma parametrizacdo detectavel para

todos os valores dos estados.
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4 LQG/LTR APLICADA A SISTEMAS NAO LINEARES ATRAVES DA
METODOLOGIA SDRE

A proposta inicial para aplicacdo da técnica LQG/LTR via metodologia SDRE é
realizar uma imitacdo do emprego da técnica para sistemas lineares, seguindo
onde possivel, 0 mesmo procedimento do caso linear e introduzindo ajustes
para adequacdo ao caso nao linear. O projeto do compensador LQG/LTR via
SDRE para o sistema ndo linear é realizado considerando o0 sistema
parametrizado na forma SDC e utlizando as solugbes subdtimas dos
problemas de controle e estimacgdo descritos no Capitulo 3. A malha objetivo do
compensador é determinada considerando a matriz A(x) avaliada em um ponto
x representativo da faixa de operacao prevista para o sistema e 0s ganhos do
compensador sédo variantes em funcdo dos estados, calculados a cada

intervalo de amostragem do sistema.

A avaliacdo do desempenho do compensador € realizada sob a suposicéo de
que as propriedades e caracteristicas do sistema em malha fechada,
analisadas dentro de regides limitadas em torno de todos os pontos de uma
trajetdria do sistema, se aproximam, dentro de cada regido, das propriedades e
caracteristicas do sistema linear obtido pela linearizagédo do sistema original em
torno de um determinado ponto nesta regido. Assume-se que na vizinhanca de
cada ponto, as propriedades do sistema linearizado em torno deste ponto, sédo
indicativas das propriedades do sistema nao linear naquela regido. Assim, o
desempenho do compensador com respeito a especificagdes no dominio da
frequéncia pode ser avaliado considerando a satisfacdo destas especificacfes
pelos sistemas lineares que aproximam o sistema nédo linear em cada ponto
dentro de um conjunto que cobre toda a extensdo de variacdo dos estados
dentro da faixa prevista de operacao do sistema.

Os sistemas lineares que aproximam o sistema original utilizados no projeto
podem ser obtidos através da fixacdo de valores constantes para as matrizes
A(x),B(x) e C(x) correspondentes a uma determinada parametrizacdo do
sistema na forma SDC e calculadas para cada valor do vetor de estados.
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Naturalmente antes de iniciar o projeto devem-se verificar as condi¢cbes para a
aplicacdo das duas técnicas. Assim, de acordo com o0 exposto nos capitulos
anteriores, € necessario assegurar que a parametrizacdo do sistema sob a
forma SDC seja detectavel e estabilizavel, garantindo as solu¢cbes das
equacdes de Riccati para obtencédo dos ganhos do filtro e do regulador a cada
passo de atualizacdo dos estados. Deve-se verificar a validade da condi¢do de
Lipschitz sobre a funcdo que descreve a dinamica do sistema para garantir o
bom desempenho da técnica. Também € necessario averiguar a ocorréncia de
zeros de transmissédo no semiplano direito para toda a faixa de variagdo dos
valores dos parametros, a fim de aplicar medidas, quando possivel, para
minimizacdo do impacto destes zeros no desempenho do sistema, dependendo

da localizacdo dos mesmos.

Uma vez atendidas as condi¢des mencionadas, o projeto de um compensador
LQG/LTR/SDRE é realizado da mesma forma que no caso linear, apenas
acrescentando que a escolha dos parametros de projeto tem que levar em
consideracdo o desempenho do sistema em todo o intervalo de variacdo dos

valores dos estados na faixa prevista de operacéo do sistema.
4.1. Passos para Aplicacdo da Técnica

Seguindo um procedimento analogo ao apresentado em Cruz (1996), Os

passos para aplicacdo da técnica séo:

i. Escrever as equagbes do sistema no formato padréo para aplicacao da
técnica LQG/LTR como nas equacbes 2.5 e com os coeficientes

dependentes dos estados como na equacéao 3.10.

Assim, o sistema néo linear deve ser escrito como:

x= A(x)x + B(x)u
(4.2)

y= Cx)x
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Vi.

Vii.

Neste passo, verificar as condigbes de estabilizabilidade e detectabilidade
dos pares A(x),B(x) e A(x),C(x), as quais deverdo ser asseguradas para
toda a faixa de operacdo do sistema. A parametrizacdo devera ser
previamente substituida caso o0s testes de estabilizabilidade e

detectabilidade ndo sejam satisfeitos;
Realizar a avaliagdo dos erros de modelagem;

Preparar o modelo da planta para projeto verificando a necessidade de
acréscimos, na malha direta para satisfacdo de requisitos de projeto, por
exemplo, a adicdo de integradores para eliminacdo do erro em regime

estacionario.

Estabelecer o desempenho desejado, traduzido na escolha da malha
objetivo, baseada nas especificacbes no dominio do tempo ou no

dominio da frequéncia;

Determinar um ponto x representativo da faixa de operacdo prevista
para o sistema e calcular as matrizes A(x) e B(x) para definir um
sistema linear que representa o sistema néo linear naquele ponto e que
sera utilizado como ponto de partida para escolha dos valores dos

parametros de projeto;

Escolher as matrizes de ponderagdo U e V que aparecem na funcao
custo em 3.35 como U=TITT e V=ul em conformidade com a
metodologia LQG/LTR, sendo que I' e u sé@o escolhidos para realizacéo
do loop shaping dentro das fronteiras de estabilidade e desempenho,
tendo como base o sistema definido no item v. (Neste passo é feito o
calculo da matriz de ganho do estimador H(x), obtida da solugdo da

equacéao de Riccati em 3.36);

Realizar a variacdo do parametro p (definido na secédo 2.2) e determinar

o ganho do compensador K.(x) = —R™!BT(x)I1(x) (sendo R = pl e I1(x)

39



viii.

4.2.

a solucdo da equacdo de Riccati 3.21), para cada valor de p, até a

obtencao da recuperagédo da malha objetivo;

Variar os estados dentro da faixa prevista para operacdo do sistema e
realizar ajustes nos parametros de projeto, caso seja necessario, para
que o desempenho do sistema seja 0 desejado em toda a faixa de

variagao dos estados.

E importante ressaltar que na forma apresentada acima o projeto é
realizado tomando como base um sistema linear e que embora as
matrizes de ganhos do estimador e controlador variam de acordo com 0s
valores dos estados, os parametros u e p sdo fixos e ndo variam com o0s
estados. Existe, porém a possibilidade de utilizar esses parametros
também variantes com os estados ou por faixas de valores dos estados,
caso seja verificado que a abordagem descrita acima e utilizada neste
trabalho ndo garanta o desempenho desejado para o sistema em toda a

faixa de operagéo.

Equacdes de Estado do Compensador

Considerando a representacao do sistema nédo linear na forma SDC como na

equacdo 3.10 ou em 4.1, verifica-se que os ganhos do controlador e do

estimador obtidos de acordo com a metodologia SDRE também podem ser

descritos parametrizados como dependentes dos estados. E, assim, as

equacdes 2.16 e 2.17, que fornecem a dinamica do compensador LQG/LTR,

podem ser reescritas como:

Xe = (A(xe) — B(xo)Ke(xo) — H(x)C(xc))x, — H(xo)e (4.2)
u = —K.(xc)xc (4.3)
e=r—y (4.4)
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4.3. Exemplo de Projeto

Esta secdo apresenta um exemplo de projeto de um compensador para um
sistema nao linear utilizando a técnica proposta seguindo a metodologia
descrita no inicio deste Capitulo e na secdo 4.1. O sistema a ser compensado
foi originalmente apresentado em Markman e Katz (2000) e Banks et al (2007)
utilizaram-no como exemplo, mostrando a solucdo analitica de aplicacdo da
técnica SDRE convencional e também a solucdo através do método proposto
por eles. As equacbes dinamicas deste sistema foi incorporada a equacéo da
variavel de medida para a utilizacdo do exemplo no projeto do compensador
LQG/LTR/SDRE. Assim considera-se o sistema descrito pelas seguintes

equacoes:

561 = Xy

(4.5)
562 = x13 +u
y=1x (4.6)

sujeito as condicdes iniciais x;o = 2 € x,, = —2.

Em malha aberta este sistema apresenta um tempo de escape, para as
condic¢Oes iniciais consideradas, menor que 2 segundos. Figura 4.1 mostra a
evolucao dos estados durante uma simulacao de 1,4 segundos.
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Figura 4.1 — Evolugao dos estados do sistema em malha aberta.

O objetivo do compensador é a obtencdo de um sistema em malha fechada
gue force a convergéncia dos estados para a origem em um tempo menor que

1 segundo e com um erro em regime estacionario menor que 0.02.

O projeto do compensador LQG/LTR/SDRE para o sistema nao linear é
realizado, como descrito no inicio deste Capitulo, sob a suposi¢cdo de que as
propriedades e caracteristicas do sistema se aproximam, dentro de uma regiéo
limitada, das propriedades e caracteristicas do sistema linear obtido pela
linearizagdo do sistema original em torno de um determinado ponto nesta
regido. Assim o projeto do compensador é realizado considerando a satisfacdo
das especificacBes de projeto pelos sistemas lineares obtidos para um conjunto
de pontos que cobre toda a extenséo de variacdo dos estados dentro da faixa

prevista de operacgéo do sistema.

Uma parametrizagéo sob a forma SDC para o sistema néo linear representado

pelas equacgdes 4.5 e 4.6 pode ser escrita como:
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o] =z ollal+ [ @
y =[10]x (4.8)

Considerando a variacdo dos estados no mesmo periodo de 1,4 segundos, a
cada intervalo de amostragem fica definido um sistema linear representado
pela equagcdo 4.7 com a matriz A(x) avaliada naquele ponto. A Figura 4.2
mostra um gréfico com os valores dos polos de cada sistema linear obtido no
periodo considerado. Na Figura 4.3 sao apresentados os Graficos de Bode
para 0s mesmos sistemas lineares e na Figura 4.4 os Graficos de Bode para o

primeiro e ultimo sistema linear obtido no periodo.
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10

a1

Autovalores de A(x)
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(
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Figura 4.2 — Autovalores de A(x), avaliada para cada valor do vetor de estados
no periodo de 0 a 1,4 segundos.
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Figura 4.3 — Gréficos de Bode dos sistemas lineares obtidos com A(x) avaliada
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para cada valor do vetor de estados no periodo de 0 a 1,4
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Figura 4.4 — Graficos de Bode correspondentes ao primeiro e ultimo sistema

linear obtido no periodo de simulagéo de 0 a 1,4 segundos.
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Para este exemplo, B(x) e C(x) ndo dependem dos estados e possuem 0S
valores constantes B(x) = [(1)] e C(x)=[1 0]. Assim as matrizes de

controlabilidade e observabilidade definidas nas equacdes 3.32 e 3.39 também

serdo constantes, independente dos estados e com 0s seguintes valores:

M(x) = [(1) (1)] (4.9)
0(x) = [2 é (4.10)

Verificando-se M(x) e O(x) possuem posto completo e que, portanto a

parametrizacdo SDC escolhida € detectavel e observavel.

Neste exemplo ndo seréo feitas consideracdes sobre erros de modelagem e foi
verificado através de analise prévia que ndo sera necessario incluir
compensadores na entrada da planta para a satisfagcdo das especificacdes
consideradas. Também foi verificado que sistemas lineares associados ao
sistema ndo linear, na faixa de variacdo dos estados considerada, nao
possuem zeros e, portanto neste caso ndo existe a preocupacdo com a
existéncia de zeros no semipleno direito. Assim, 0 primeiro passo para o
projeto do compensador para este sistema é a definicdo das caracteristicas da

malha objetivo.

A especificacdo sobre o tempo de resposta do sistema pode ser aproximada
por uma especificacdo sobre sua largura de banda tomando como base as
relacdes entre estas duas caracteristicas para os sistemas lineares de segunda
ordem e estabelecendo uma aproximagao para o0 sistema ndo linear. Desta
forma, o projeto é feito objetivando uma largura de banda de no minimo 4 rad/s
para a obtencdo de um tempo de assentamento menor ou igual a 1 segundo.
Também é levada em consideracéo para a escolha dos parametros de projeto
a capacidade do sistema em malha fechada de seguir uma referéncia, mas

somente com a finalidade de satisfazer a especificacdo de erro em regime
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estacionario com respeito a manutencdo do sistema na origem em regime

estacionario.

Seguindo as recomendacdes para o0 projeto do compensador LQG/LTR

(CRUZ,1996; ATHANS, 1986) a matriz U € escolhida da forma U = I'T'T, com
I'=BeV =ypu,compu=10"* Esses valores sdo mantidos constantes para todo
o intervalo de variacdo dos estados e a equacdo de Riccati é resolvida em
tempo real a cada intervalo de amostragem. A Figura 4.5 mostra o grafico da
magnitude da funcdo de transferéncia da malha objetivo para esta

configuragcéo, com os estados em seus valores iniciais.

30¢

20

10

Magnitude (dB)

10 10 10 10" 10 10° 10
rad/s

Figura 4.5 — Ganho da malha objetivo para o sistema no instante inicial da
simulagdocom U =I'TTe u = 107*.

Observa-se gque para o valor de u escolhido a frequéncia de corte da malha
objetivo € de aproximadamente 15,63 rad/s, o que deve resultar em uma
largura de banda suficientemente grande para assegurar o0 tempo de

assentamento especificado.
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Para realizar a recuperacdo da malha objetivo escolhe-se as matrizes Q e R
como Q = CTC e R = p (CRUZ,1996; ATHANS, 1986). A Figura 4.6 apresenta
a recuperacao do formato das caracteristicas da malha objetivo a medida que o

parametro p recebe os valores 1, 1072, 10~* e 107°.
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Figura 4.6 — Recuperacdo da malha objetivo a medida que p varia com 0s
valores 1, 1072, 10™* e 10°°

Na Figura 4.7 sdo apresentados os graficos dos ganhos em malha fechada
para os sistemas lineares em toda a faixa de variacdo dos estados durante a

simulagdo, com p = 107,
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Figura 4.7 — Graficos dos ganhos em malha fechada para os sistemas lineares
em toda a faixa de variacdo dos estados para p = 1076,

Estados x1, x2
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Figura 4.8 — Resposta do sistema néo linear em malha fechada para as
condig@es iniciais x; = 2 e x, = —2.
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A Figura 4.8 apresenta a resposta do sistema néo linear em malha fechada

quando p = 107° e a Figura 4.9 mostra a variagdo do sinal de controle no

periodo de simulacao.
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Figura 4.9 — Sinal de controle do compensador, com p = 10~°, para as

condigdes iniciais x; =2 e x, = —2.
Para avaliacdo da capacidade de rastreamento do sistema compensado é

mostrada na Figura 4.10 a resposta a uma entrada degrau Unitario.
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Figura 4.10 — Resposta do sistema néo linear em malha fechada a uma
entrada Degrau Unitario.
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5 PROVAS DE ESTABILIDADE LOCAL

Como apontado sobre as condices de aplicacdo da técnica LQG/LTR/SDRE
no Capitulo 4, a existéncia do ganho de realimentacdo deve ser assegurada a
cada iteracdo da malha de controle. O presente método apresenta essa
caracteristica. No entanto, neste trabalho estenderam-se as condi¢cdes de
existéncia de uma solucao para um determinado tipo de sistema baseando-se
apenas nas condicbes de Observabilidade e de Controlabilidade, o que se
demonstra garante a existéncia de uma solucdo para a equacao de Riccati
dependente dos estados. Essas condicbes de existéncia serdo apresentadas

nas secdes que se seguem.

Primeiramente serdo apresentados alguns conceitos e defini¢cdes utilizados nos

teoremas em que se fundamenta o desenvolvimento das provas.
5.1. Definicdes
5.1.1. Condicao de Lipschitz

Uma funcdo f(x):R"™ — R", é dita ser L-Lipschitz ou Lipschitz em x, se para

L = 0 a condicdo

If (x1) = fx)ll < Lllxg — x| (5.1)

€ satisfeita para todos x; e x, em alguma vizinhanca de x,, onde L € chamada

de constante de Lipschitz.

A condicdo de Lipschitz representa um limite sobre o quéo rapido uma funcéo
sofre mudancas. Para cada par de pontos no grafico da funcdo, o valor
absoluto da inclinacdo da linha que conecta estes pontos ndo é maior que a
constante de Lipschitz, no caso em que a funcao tem imagem real. Uma funcéo

de classe C?! é Lipschitz.
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5.1.2. Funcéo Classe K

Uma funcgéo escalar continua a(r) definida para r € [0,a) é dita pertencer a

classe K se ela é estritamente crescente e tal que a(0) = 0.

Ela é dita pertencer a classe K, se a = © e a(r) - o quando r — oo.
5.1.3. £ - Estabilidade
Sendo
LI = {ulu, € L™, VT € [0,0)}
e u, um truncamento de u definido como

t), 0t
uT(t)={ué) t>TT

entdo, um mapeamento H: L' —» LI & L- estavel se existe uma funcdo «

classe K, definida em [0, ), e uma constante ndo negativa g tal que

I(HW: I, < allull; + B (5.2)

para todou € LI* e T € [0,0). O mapeamento H é de ganho-finito £L- estavel se

existem constantes y e g tal que

I(HWl < vllulle + B (5.3)
para todo u € L7'e T € [0,). O indice e em LI* se refere ao tipo de norma
usada para definir o espaco e m € a dimenséao do sinal u.

5.2. Estabilidade para um Sistema com Solucdo Exata

Nesta secdo o sistema utilizado no exemplo do projeto do compensador no
Capitulo 4 é retomado para a realizacdo de um estudo sobre a estabilidade do
sistema compensado utilizando a técnica LQG/LTR/SDRE. A analise da

estabilidade sera realizada de forma similar a apresentada em Banks et al
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(2007), utilizando o mesmo procedimento empregado la, com a finalidade de

realizar comparacoes.

As equacdes do sistema em malha aberta ja apresentadas em 4.5 séao

x'1=x2 (54)
562=x13+u .

Utilizando a mesma parametrizagdo SDC do Capitulo 4, vem

ol =L o+ (5] ©5)

Com esta parametrizagao, A(x) = [x 2 O] eB(x) = [2]
1

As equacdes do compensador LQG/LTR/SDRE sédo, como mostrado em 4.2 e

4.3 e, as seqguintes:

Xc(t) = (A(x) = BO)K,(xc) = H(xc)Clxc))xc (1) — H(xc)e()

u(®) = =K (x)xc(0) 50

Para este exemplo r = 0 e assim, substituindo a expressao do sinal de controle
na equacao de estados, o sistema compensado pode ser representado pelas

equacoes:

X = A()x — B(x)K (x.)x, (5.7)

%o = (AGxe) — B Ke(xe) — Hxo) C(o)xe + H(x ) Cx 8
A prova de estabilidade para este sistema é apresentada nesta secdo para
duas solucbes de controle utilizando a fusdo das técnicas LQG/LTR e SDRE.
As duas soluc¢des serdo denominados no desenvolvimento que segue como
compensador 1 e compensador 2. Nos dois casos é estabelecido como objetivo
do projeto obter caracteristicas de resposta temporal semelhantes as obtidas

em Banks et al (2007) para as mesmas condi¢des iniciais.
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5.2.1. Projeto do Compensador 1

Para o projeto do primeiro compensador foi assumido como vetor de saidas do
sistema a ser controlado o proprio vetor de estados, ou seja, a matriz C(x) é
constante e igual a matriz Identidade, e as matrizes de ponderagcdo sobre os
estados e sobre o sinal de controle sdo escolhidas idénticas as utilizadas em
Banks et al (2007).

Embora este caso ndo apresente a situacao possivel para aplicacdo da técnica
LQG/LTR (sendo a matriz C(x) igual a identidade, ndo existe razdo para
estimacdo dos estados, além deste fato tornar o problema néo indicado para
aplicacéo da técnica LQG/LTR, uma vez que com esta matriz C o sistema fica
com o numero de saidas maior que o numero de entradas, violando uma das
condicdes para recuperacdo do desempenho na saida da planta), ele foi aqui
considerado com a finalidade de realizar a comparacao entre a implementacéo

de Banks et al (2007) e a implementacéo sugerida neste trabalho.
O vetor de saidas considerado para o compensador 1 toma a forma de

y=[ x] (5.9)

E assim, C(x) = [(1) (1) .

As matrizes de controlabilidade e observabilidade dependentes dos estados

sao respectivamente:

M(x) = [‘1) (1)] (5.10)
1 0

o =0 1 (5.11)
x; 0
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Assim, M(x) e O(x) possuem posto 2 independente do valor de x; e portanto

7

verifica-se que o sistema € controlavel e observavel a cada passo de

amostragem para qualquer extensao da faixa de operacao do sistema.

As matrizes de ponderacdo que aparecem nas funcdes custo em 3.2 e 3.35
e . 7 [100 0O _ _[1/2 0

foram especificadas como: U—[ 0 100] , V=0.01, Q —[ 0 1/2] e

R=1/2.

O ganho do controlador € obtido pela matriz I1(x), que é a solugdo da equacgéo
de Riccati mostrada em 3.21 com a substituicdo dos valores de A(x) e B(x),

bem como de Q e R estipulados.

Assim tem-se

mx12+ x14+1+1 X2+ Jxt+1
1 2 4 2 (5.12)
n(x) = '
X2+ Jxt+1 X2 +Jt+1 1
2 2 "7

como solugéo da equacédo de Riccati referente ao regulador, enquanto que o
resultado para a solucdo da equacdo de Riccati, referente ao estimador,

mostrada em 3.36 é

— 2
I(x) = \/1 0%+ 0.020 o (5.13)
o J1—02+0.02x,%0
onde ¢ é dada por
10722 = 10%) + /(1 + 1079 x,* + 10* + 1 (5.14)
o= X2 +1

Em x = 0 as duas matrizes assumem os valores:
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_[v3/2 1/Zl (5.15)
1(0) = 1/2 3/2

2(0) =

0'0105] (5.16)

[ 1
0,005
Adicionalmente sabe-se que II,=11(0) e ZX,=2X2(0) sao solucdes
respectivamente das equacoes

MyAg + Ao Ily — IBoR™1By + Q = 0 (5.17)

Aozo + ZoAOT - ZoCOTV_1COZO + U = 0 (5'18)

onde, A, = A(0), B, = B(0) e C, = C(0)

Agora, representando as matrizes A(x), B(x) e C(x) na forma

A(x) = Ay + AA(x) (5.19)
B(x) = By + AB(x) (5.20)
C(x) =Cy+AC(x) (5.21)

as matrizes I1(x) e X(x) podem ser escritas como

(x) = I, + All(x) (5.22)

J(x) =2y +AX(x) (5.23)

enguanto que os ganhos do controlador e do estimador sédo

K.(x) = K.y + AK (%) (5.24)

H(x) = Hy + AH(x) (5.25)
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Para este primeiro caso tem-se

0 1 [0 0 (5.26)
0
By =B = [1] ) AB(x) = 0y (5.27)
10
C=C=[, 7], ACG) =04 (5:28)
_ 100 0,005
Hy = 2,C, V1 = 0005 100 (5.29)

Como AB(x) =0, AC(x) =0, B, =B e C, = C entdo AK.(x) = R™'B,"All(x) e
AH(x) = AZ(x)C, V™1

Assim,
AK:(x) = [xlz +yt+1-1 J2x12 +2(x +1+1 —\/§] (5.30)
— g2 — —
AHGx) = lloo\/1 02 +0.020 — 1 1000 — 0.5 l
1000 — 0.5 1004/1 — 02 + 0.02x,20 (5.31)

com ¢ calculado pela equacao 5.14.

Considerando que as matrizes B e C sdo constantes, as equacdes 5.7 e 5.8

tornam-se:
x(t) = A(X)x — BK.(x.)x, (5.32)
Xc(t) = (A(X) — BKc(x.) — H(z)O)x, + H(z)Cx, (5.33)

O erro de estimacédo de estados definido como e, (t), associado ao estimador

do compensador pode ser avaliado da relacéo:
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€e =X — X, (5.34)
Utilizando as equacdes 5.32 e 5.33 tem-se
€.(t) = A(x)x — A(x.)x. — H(x.)Ce, (5.35)

Substituindo as relagdes A(x) = Ay + AA(x), A(x.) = Ay + AA(x.), H(x.) =

€, = (Ag — HyCy)e, + AA(x)x — AA(x.)z — AH(x.)Cye, (5.36)

de onde observa-se que a dinamica do erro para este primeiro caso nao
depende de B(x) ou B(z), 0 que torna possivel utilizar os mesmos argumentos
apresentados em Banks et al (2007) para verificar que o erro de estimacao
converge local e assintoticamente para a origem. Em Banks et al (2007) é
mostrado que o erro converge desde que seja possivel encontrar « e f que
permita assegurar a que relagdo ||e4e~HoC)t|| < aePt seja obedecida e que a
origem x = 0 seja estavel tal que exista um estado inicial |[|x,|]| <& , com
6 € (0,e/2] de forma que ||x|| < €/2 seja satisfeito. Sob estas condicbes é
possivel encontrar um n, com n > h(x,x) e n < B/a (a formulagédo de h(x, x)
pode ser consultada no Anexo A) de forma que ||x.|| < €/2, 0 que resulta na

convergéncia do estado estimado para o estado real.
Utilizando o valor de H, dado em 5.29, tem-se

0,005
Ay = HoCy 2

_ [ 1
~ 10,005
Que apresenta os autovalores A, , = —1 + 0,005.

Escolhendo-se a = 1.05 e B = 40 a relago ||e “o~HoCo)t|| < qe~Pt é satisfeita. A

Figura 5.1 mostra a comparacao entre estas duas funcdes ao longo do tempo.
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Figura 5.1 — Comparagao entre ||e(4o~HoC)t|| e ge~At a0 longo do tempo.

Na Figura 5.2 é apresentado o gréfico de uma estimativa da variagdo da norma
|Ih(x,%)|| em funcdo dos valores dos estados ao se afastarem da origem. A
Figura 5.3 mostra a mesma variacdo, porém congelando o valor de x; para
ressaltar o valor alcancado pela norma de h(x, x). Destas figuras € possivel
observar que para |x;|] <045 e |x,| <045 tem-se |h(x X)|| < 38,00,
verificando-se que a relagcdes n < fB/a e n > ||h(x,x)|| sdo satisfeitas. A
estimativa de ||h(x,x)|| foi realizada utilizando k, =1 e assumindo que na

regido considerada ¥ ~ x de forma que ||AH(X)|| = ||AH(x)]|.
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norm(h)
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Figura 5.2 — ||h(x, X)|| em funcdo de x; e x, para o compensador 1.

37.5¢ : :

37

36.5

norm(h)

36

35.5

35°
-5 0 5
X2

Figura 5.3 — ||h(x, X|| em funcéo de x, com x; fixo no valor 0,45.

Uma vez verificada a convergéncia do estimador, a andlise da estabilidade do
sistema controlado pelo sinal de controle, dado pela equacdo 5.6, € feita
separadamente utilizando o mesmo procedimento de Banks et al (2007),

considerando-se os estados estimados iguais aos estados reais.
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Desta forma, assumindo x. = x ha equacéo 5.6 e substituindo em 5.7 vem

x(t) = AX)x — BX)K.(x)x(t) (5.37)

Substituindo as relagdes 5.19, 5.20 e 5.24 nesta equacéo, tem-se

%(t) = (4p + BoK¢p)x + h(x) (5.38)
h(x) = g(x)x (5.39)
g(x) = AA(x) — B(x)AK.(x) — AB(x)K_, (5.40)

Como para este exemplo AB(x) = 0, entdo

g(x) = AA(x) — B(x)AK.(x) (5.41)

Substituindo-se os valores de AA(x) = [xoz 8] B(x) = [(1)] e AK.(x) dado em
1

5.30 tem-se para este primeiro caso

0 0

_ 5.42
9=t i r -1 J2x12+2 P +1+1-3 (5-42)

De acordo com Banks et al (2007), a estabilidade do estado em torno da
origem é assegurada desde que exista { > ||g(x)|| e seja possivel encontrar a e
B tal que que |leMo~BoKeo)t|| < ge~At. Como foram usadas, neste caso, as
mesmas matrizes de ponderacdo daquele trabalho, os mesmos valores para ¢,
a e B séo escolhidos para mostrar a estabilidade do sistema controlado. Entéo,
com a = 4 e B = 0.866 verifica-se que { = f/a =0.2165 pode ser usado como
limite superior da norma de g(x) para uma estimativa da regido de atracdo do

equilibrio na origem. As figuras Figura 5.4 , Figura 5.5 e Figura 5.6 mostram
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graficamente estas relacdes. Observa-se que enquanto |x;| < 0.5 a norma

llg(x)]] € limitada por ¢.

E E E E E E

o(A0-BOKCO)t y

norma(

\ — ael

norma
N

tempo (s)

Figura 5.4 — Comparag&o entre ||e(o~Fokeo)t|| e ae~F* a0 longo do tempo.

2 05 05

x1

Figura 5.5 — ||g(x|| em funcdo de x; e x,.

62



0.16

0.14\

0.12

0.1

0.08

norm(g)
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Figura 5.6 — ||g(x)|| em funcdo de x, para qualquer valor de x,.

Da mesma forma que em Banks et al (2007), verifica-se também aqui, pelas
simulagBes numéricas, que a regido de atracdo em torno da origem, na
aplicacdo do compensador LQG/LTR/SDRE a este exemplo e utilizando o
compensador 1, € de fato maior que a estimativa produzida por esta analise. A
Figura 5.7 apresenta os resultados da aplicacdo da técnica LQG/LTR/SDRE
para este primeiro caso apresentado. Observa-se que, sem a consideracéo de
incertezas ou ruidos no processo ou nas medidas, os resultados séo idénticos

aos obtidos em Banks et al (2007). O mesmo é verificado para outras

condic¢des iniciais.
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Figura 5.7 — Resposta do sistema para condi¢des iniciais x; =1 e x, = —1. (a)
Estados do sistema controlado; (b) Norma dos estados; (c) Sinal
de controle; (d) Valor da fungéo custo J.

5.2.2. Projeto do Compensador 2

A segunda solucdo apresentada para este exemplo considera o vetor de saidas

do sistema definido como:

y=X (5.43)
Assim tem-se C(x) =[1 0].

Logo, para o segundo caso, as matrizes de controlabilidade e observabilidade

dependente dos estados sao respectivamente:
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M(x) = [‘1) (1)] (5.44)
O(x) = [2 1] (5.45)

as quais também apresentam posto completo, o que implica na controlabilidade

e observabilidade do sistema para qualquer valor dos estados.

As matrizes de ponderacdo que aparecem nas func¢des custo em 3.2 e 3.353.2

1 0

: %, v=o01cc” =001, Qz[é ‘1)] e

foram especificadas como: U:[

R =0,01.

A solucéo da equacdo de Riccati em 3.21 para esses valores resulta na matriz

I1(x) dependente dos estados:

Jx® +100 \/2x12 + 2%, * + 100 + 100 %2 + JxF T 100
10 = 100 100 (5.46)
xlz + x14- + 100 \/2x12 + 2 x14 + 100 + 100
100 100

enquanto que o resultado para a solugcdo da equacédo de Riccati, referente ao

estimador em 3.36 é:

\/2x12 + 2 x14 + 100+ 100 x12 + x14 + 100
(x) = 100 100 (5.47)
5,2 + 2 + 100 Vit +100 szlz +2,/x,* + 100 + 100
100 100 :

Em x = 0 as duas matrizes assumem os valores:
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1(0) =

2(0) =

Utilizando-se estas expressdes obtém-se as relacdes abaixo:

Ke(x) = [xlz +Jx;* + 100 J2x12 + 24/x,4 + 100 + 100]

v30/5 1/10]
1/10 +/30/50

V30/50 1/10 l

1/10  +/30/5

2 4
H(x) = \/le + 2+/x1*+ 100 + 100

x,2

AK (x) = [xlz + x4+ 100 — 10 J2x12 + 24/x,4 + 100 + 100 —2V30]

I(x) = [x12 + x4 + 100 \/2x12 +2/x,* + 100 + 100]

AX(x) = [x12 + x4+ 100 — 10 J2x12 + 24/x,% + 100 + 100 —2\/30]

Hy

Koo =

AK (x) = [xlz +/x;*+ 100 — 10 J2x12 + 2/x;4 + 100 + 100 — 2\/%]

+/x,% + 100

_ [2\/%
10

[10 2v30]

AHG) = J2x12 + 24/x,% 4+ 100 4+ 100 — 2v/30

x,% +

x* + 100 — 10
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Dai obtém-se:

Ay — HoCp = [_3‘1/8_0 (1) (5.59)

cujos autovalores sdo 4, = —9,949 e 1, = —1,005

e
0 1
Ag — BoK.o =
0 TR0 10 —2\/30] (5.60)
com os autovalores idénticos aos anteriores, 1; = —9,949 e 1, = —1,005.

Seguindo o mesmo procedimento aplicado no caso anterior verifica-se, para o
estimador que, com a escolha dos valores a =1.5 e B=0.88 & possivel
assegurar um limite para a norma ||e “o~HoC)t|| através da funcéo ae Pt. Esta
relacdo pode ser visualizada na Figura 5.8. Na Figura 5.9 € mostrado o gréfico
de h(x,x), de onde se pode notar que enquanto |x;| < 0,3 e |x,| < 0,3 o valor
de h(x,X) se mantém abaixo de 0,57, que € menor que a relagdo a/f = 0,58.
Assim, verifica-se a existéncia de n > h(x,Xx), satisfazendo S —na >0,
suficiente para assegurar a convergéncia para a origem. A Figura 5.10
apresenta a variacdo de h(x,X) para x; fixo no maior valor da faixa testada

enguanto x, varia ao longo de toda a faixa.

Para o controlador neste segundo caso os valores para a €  podem ser

respectivamente 1,6 e 0,9, resultando na relacédo a/f = 0,56.
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Figura 5.8 — Comparac&o entre ||e(4o~HoC)t|| e et ao longo do tempo para a
segunda implementacdo do compensador LQG/LTR .

norm(h)

2 05 0.4

Figura 5.9 — Variacdo de h(x,xX) em funcdo de x; e x, para a segunda
implementagéo do compensador.
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0.54

0.52

norm(h)
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0.46

0.44°
0.

Figura 5.10 — Gréfico de h(x,X) em funcdo de x, com x; fixo no valor 0,45.

A Figura 5.11 mostra a limitagdo de ||e“o~BoKeo)t|| pela funcho ae™t para este

caso.

Novamente g(x) é calculado da equacgédo 5.41, utilizando agora a expressao
para AG(x) dada na equacgdo 5.52. A norma é calculada para variacfes de x; € x,
na faixa de -1,7 até 1,7. O resultado é apresentado na Figura 5.12, onde se
observa que para esta faixa a horma permanece abaixo de 0,51, ficando assim

demonstrado que existe um ¢ > |[g(x)|| menor que a razéo a/f = 0,56.

As figuras Figura 5.14 e Figura 5.15 mostram respectivamente os resultados da
aplicacdo do compensador 2 para a condi¢do inicial onde x; =1 e x, =—-1¢€
para a condicao inicial com x; = 3 e x, = 0. Nos dois casos observa-se que a
simulacdo numérica demonstra que a regido de atracdo € superior a estimada

analiticamente.
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Figura 5.11 — Comparagcao entre ||e40~BoG0)t|| e ae~t ao longo do tempo.
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Figura 5.12 — ||g(x)|| em funcdo de x; e x, para o segundo compensador.
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Figura 5.13 — ||g(x)|| em funcéo
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Figura 5.14 — Resposta do sistema controlado pelo compensador do segundo

caso para condic¢des iniciais x; =1 e x, = —1. (a) Estados do
sistema controlado; (b) Norma dos estados; (c) Sinal de controle;
(d) Valor da funcéo custo J.
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Figura 5.15 — Resposta do sistema controlado pelo compensador do segundo
caso para condi¢fes iniciais x; = —3 e x, = 0. (a) Estados do
sistema controlado; (b) Norma dos estados; (c) Sinal de controle;
(d) Valor da funcéo custo J.

5.3. Aplicagdo do Método Indireto de Lyapunov e Verificagdo da £L,-

Estabilidade

Assumindo que o sistema ndo linear considerado na equacdo 3.1 possa ser
parametrizado na forma de coeficientes dependente dos estados, uma
representacdo da dinamica do sistema é mostrada nas equacdes em 4.1, as

quais sao reescritas abaixo.

x(t) = A(x)x(t) + B(x)u (5.61)
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y(®) = Cx(V) (5.62)
Como ja indicado na sec¢édo 4.2 as equacdes de estado do compensador sao da

forma:

Xe = (A(xc) - B(chc(xc) - H(xc)c)xc - H(xc)e (5-63)

u=—-K.(x.)x, (5.64)

Lembrando que e = r — y, substituindo-se a equacgao 5.64 na equagéo 5.61 e
rearranjado os termos, obtém-se as seguintes equacdes para 0 sistema

compensado:
x =A)x — B(x)K (x.)x, (5.65)

Xc = H(XC)CX + (A(xc) - B(XC)KC(X) - H(XC)C)XC - H(XC)I' (566)

Definindo um novo vetor de estados estendido z como

= m (5.67)

Tem-se a partir das equacdes 5.65, 5.66, e 5.67 as seguintes equacdes para a
dindmica do estado estendido:

. A(.X') —B(X)KC (xc) Onx
“THEIC AG) — BOrIK (x) — H(xC)C]Z el (5.68)

y(® =[C Opxn]z(t) (5.69)

ou
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z=A,(2)z+ B,(2)r (5.70)

y=0Cez (5.71)

com

A — A(x) _B(x)Kc(xc) (5.72)
@ = HE)C AG) = Blro)K, () — Hx)C

B.(2) = ;?ZZ) (5.73)
C, =[C Opn] (5.74)
Entéo, definindo
f(2) = Ae(2)z + Be(2)r (5.75)
e
h(z) = C,z (5.76)
Tem-se
2= f(2) (5.77)
y = h(z) (5.78)
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Para a realizacdo da prova de estabilidade do sistema o problema é dividido
em duas etapas. Inicialmente, a prova é realizada para o caso em que r =0,
utilizando o Método Indireto de Lyapunov (Khalil, 2002). Depois para o0 caso em
que r # 0, utilizando o primeiro resultado e um teorema de estabilidade

baseado na relagao entrada e saida do sistema (£,-Estabilidade).

Parte 1: r=0

Para este caso, a equacao 5.68 € simplificada para

,_[ A) —B(x)K¢(xc) ] (5.79)
“TH&IC Alxe) — B(x)Kc(x) — H(x)Cl?
ou
2= f(2) = A, (2)z (5.80)

Assim, f(z) é um mapeamento, continuamente diferenciavel em z, do dominio
D c R™ em R™, de acordo com as suposicdes para aplicacdo da técnica SDRE

indicadas na secao 3.2.

A origem z =0 em D é um ponto de equilibrio, pois f(0) = 0, que é sempre
valido para os sistemas que podem ser expressos sob a forma com

coeficientes dependentes dos estados.

Pelo Teorema do Valor Médio (descrito no Anexo B)

of; |
fi(2) = £i(0) + a_l;(wi)z (5.81)

onde w; € um ponto no segmento que conecta z a origem. Desde que o

segmento z0 c D e f(0) = 0, entéo
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l i al
7D = L owyz =L 2+ [Lwy - L)) -

Logo

f@) = Az + 9(2) (5.82)
onde Ago = 5L (0) € g;(2) = |3 (w) — 5 (0)] 2
Entdo g,(2) < || 22 wo) — 2 0)| 1z

of 4

COIT]O e continua tem-se

llg @I
llzIl

— 0 quando ||z|| = 0

Desta forma numa vizinhanga proxima da origem €& possivel aproximar o
sistema nao linear representado na equagédo 5.80 por sua linearizagdo em

torno da origem
Z = Az (5.83)
onde, A,y = Z—’;(O)

A(0) —B(0)K.(0)

AeO = Ae(o) = H(O)C A(O) — B(O)KC(O) - H(O)C

Como o par A,B e 0 par A,C satisfazem as condi¢cdes para existéncia da
solucdo do problema LQG/LTR a cada valor assumido pelos estados, sabe-se
que A,, é Hurwitz, pois seus autovalores sdo a unido dos autovalores do Filtro
de Kalman e do controlador 6timo, com os valores de A, B e C congelados no

instante em que o estado esta na origem.

Pelo Método Indireto de Lyapunov, sabe-se que se z=0 €& um ponto de

equilibrio do sistema representado em 5.80 e f:D —» R™ € continuamente
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diferenciavel em D na vizinhanca da origem, entdo a origem €
assintoticamente estavel se o sistema linearizado, representado em 5.83, for

Hurwitz.
Prova:

Sendo A,y Hurwitz, pois seus autovalores séo a uniao dos autovalores do Filtro
de Kalman e do controlador 6timo, entdo para qualquer matriz Q simétrica
positiva definida, a solucdo P da Equacéo de Lyapunov (PA,, + A.o' P = —Q) é
positiva definida.

Escolhendo V(z) = z"Pz como uma fungdo de Lyapunov candidata para o
sistema ndo linear. A derivada de V(z) ao longo das trajetérias do sistema é

dada por
V(z) = zTPf(2) + fT(2)Pz
V(2) = 2TP[Agox + g(2)] + [2T Aey" +97 (2)]Pz
V(z) = 2" (PAeo + Aco" P)z + 22" Pg(2)
V(z) = —zT(Q)z + 2z"Pg(2)
Entéo
V(z) = —2z"Qz + 2z"Pg(2) (5.84)
O primeiro termo do lado direito em 5.84 é negativo definido e

lg(2)ll-

— 0 quando ||z||, = 0
lzll2

Assim para algum y > 0, existe r > 0 tal que ||g(2)Il, < yllzll,, V llzll, <Tr

Entdo, V(2) < =270z + 2y1IPll,lIzII,2, ¥ lizll, < r
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Por outro lado, z7Qz > Amm(Q)llzllzz, onde A4,,;, € 0 autovalor minimo de Q e

Amin € real e positivo.
Assim V(2) < =[Amin (@7 = 2¢IPlI2]l1zII2", ¥ lizllz < r.

Escolhendo y < (1/2)A,,in(Q)/IIPll;, V(2z) € definida negativa e portanto a

origem é assintoticamente estavel.

Utilizando a relacdo expressa em 5.84, Chobotov (1991) apresenta um
procedimento para obtencdo da extensdo da regido de estabilidade para o
sistema nao linear sem a necessidade de realizar a integracado das equacdes
do sistema. O procedimento consiste em calcular a fronteira para a estabilidade
onde se tem V(z) = 0. Desta forma, igualando-se o lado direito da equacéo

5.84 a zero tem-se

z"Qz = 2z"Pg(2) (5.85)

Esta expresséo pode ser utilizada para a determinacao da regido em torno da
origem até onde é valida a estabilidade do sistema néo linear representado na

equacdao 5.82 ou originalmente na equacao 5.80.
Se a matriz Q for a matriz identidade a equacéo 5.85 sera
zTz =2z"Pg(z) (5.86)

A escolha da matriz P ou Q é arbitraria e de acordo com Chobotov (1991) uma

escolha 6tima nao é geralmente conhecida.

E possivel também verificar, pelos teoremas 4.15 e o Corolario 4.3 de Khalil
(2002), que o sistema nao linear considerado € localmente exponencialmente

estavel (os dois teoremas sdo mostrados no Anexo B).
Parte 2:r # 0

Novamente considerando o sistema representado nas equacdes 5.77 € 5.78
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z=f(2)

y =h(2)

f(z) é continuamente diferenciavel e assumindo que suas derivadas

of 04, 0B,

3z et g, T T

é limitada e uniforme em t , para r limitado e ||C.zl|| < n4llz|| + n,ll7]l.

Assim, pelo corolario 5.1 em Khalil (2002), sendo a origem z = 0 um ponto de
equilibrio exponencialmente estavel do sistema néo forcado f(z), como
mostrado na parte 1 deste desenvolvimento, entdo existe uma constante r, > 0
tal que para cada ||z|| < r,, O sistema representado por 5.77 e 5.78 seja L,
estavel sinal pequeno-ganho finito. Se todas as suposi¢cdes forem validas
globalmente e a origem z = 0 for um ponto de equilibrio exponencial global de
f(z), entdo para cada x, € R", o sistema n&o linear em 5.77 e 5.78 € L,
estavel de ganho finito para p € [1, 0]. O teorema 5.1 e o corolario 5.1 de Khalil
(2002) sdo mostrados no Anexo B.

5.4. Andlise da Extensdo das Propriedades do Método LQG/LTR para o
Caso Nao Linear

Nesta secado sao mostradas andlises sobre a extensdo das propriedades do
método LQG/LTR para o caso nao linear. A verificacdo da validade das
propriedades de recuperacdo de desempenho da metodologia LQG\LTR €
realizada através da analise do sistema compensado linearizado em torno de
cada ponto da trajetoria seguida pelos estados, assumindo que o fato destas

aproximacdes lineares possuirem determinadas propriedades seja um
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indicativo de que o sistema n&o linear compensado apresente as mesmas

propriedades dentro de uma regido em torno dos pontos de linearizacao.

Na secdo 5.4.1 a andlise é feita de uma forma mais geral e na secédo 5.4.2 o
mesmo procedimento é repetido para um exemplo numérico utilizando o

sistema tratado na secao 4.3.
5.4.1. Sistema Geral

Novamente considere o sistema definido na equacéo 5.75 e que representa o

sistema ndo linear compensado escrito em funcdo do vetor de estados

estendido z = [;C]

f(z) =A.(2)z+ B.(2)r (5.87)

A expansdo em série de Taylor, até o termo de primeira ordem, para a funcéo

gue representa o sistema nao linear em 5.87 em torno de um ponto z é:

- _ 0 - 5.88
F) = ADZ+ B + 5= Aoz + Be@D sz =) O
Diferenciando o termo entre parénteses vem
f(2) = Ae(2)Z + B.(2)r
[aAell aAell] [aBeli aBeli]
2n | aZl aZn | 2 | aZl aZn |
+| 4.+ ) z]| : |+Zr"| : P (z—2)
i=1 [aAeli aAeniJ i=1 [aBeni aBeni
0z, dx, 0z, 0z, 1 ,_.
Utilizando as notacbes 041-mi g OB1on para as matrizes de derivadas, como foi

dx dx
feito na secéo 3.2, tem-se

80



f(z) = A.(2)Z + B.(2)r

2n 14
0A 15 0Bo150mi ~
(hwe Yt ) @
i=1
Z=

i=1

Efetuando as multiplicacdes e agrupando os termos em z e Z seguem as duas

equacoes:

f(Z) =4, (2)z + B, @r + A, (2)z — Ae (2)z

2n 2n
Z _ (aAel—m,i) Z _ (aAel—m,i) _
+ Z; zZ— Z; Z
= 0z 7=7 = 0z 7=7
14 14
Z (aBel—>2nl) z (aBel—>2nl) —
+ ri\————— ri\————— z
0z z=_ 0z z=Z
i=1 i=1

f(z) = <A (2)+ z Z; (aAel_)n l) + zp: T (aBe1—>2n L) _Z> z

i=1 -

& 94 )
_ _ el-n,i el-2n,i _
+B.(2)r (Z Z; ( e )z=z‘ + Z T <—az )z=2> Z

i=1 =1

Agora definindo o termo independente como ¥ e como f;;(z) a expansao de

f(z) até o termo de primeira ordem, tem-se a seguinte expressao para f;; (2):

2n b
aAe —-n,l aBe —Zn,l
fz1(Z)=<A @+ 7 ( 1 ) +Zn< — ) >Z
= = = vz (5.90)
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+B,(D)r — 7

Assim f;;(z) em 5.90 representa o sistema linear que aproxima o sistema nao
linear compensado em uma regido em torno de um ponto genérico z. As
matrizes de funcdes A(z) e B(z) séo continuas de classe C! e se os elementos
destas matrizes forem fungbes com constante de Lipschitz pequenas as
matrizes de derivadas em 5.90 terdo pouco efeito sobre as propriedades e
desempenho do sistema representado por f;;(z) e entdo a expressdo para a
funcdo que aproxima o sistema nado linear em cada ponto poderd ser

simplificada como:

fi(z) = Ae(2)z + Be(2)r (5.91)

Observa-se que esta Ultima expressdo €, em cada ponto z, a funcdo para o
préprio sistema linear obtido da compensacdo da forma SDC do sistema nao
linear avaliada naquele ponto. Este fato permite afirmar que sendo validas as
suposicdes feitas sobre o sistema, as caracteristicas e propriedades do sistema
nao linear compensado serdo préximas daquelas apresentadas pelo sistema
utilizado no projeto do compensador. E desta forma assume-se que as
propriedades do compensador LQG/LTR sao aproximadamente preservadas
na aplicacao da técnica proposta neste trabalho para os sistemas nao lineares.

Outra forma de visualizar este resultado € reescrevendo a equacao 5.89 na

forma

2n p
f(@) = 4Dz + B(Dr + (Z N %) (z-7) (5.92)

i=1 i=1 2=7

Sob as mesmas suposi¢cdes ja indicadas, os termos entre parénteses sao
considerados pequenos, e se, além deste fato, (z — 2) também for muito pequeno,

entdo o terceiro termo de 5.92 pode ser desprezado e novamente tem-se

82



fi(2) = Ae(2)z + B (D)r

Assim se (z — z) < 1 fica assegurado que pelo menos em uma regido bem pequena
as propriedades e caracteristicas do sistema néo linear em malha fechada pelo
compensador LQG/LTR/SDRE serdo semelhantes as especificadas para o projeto.
Como os ganhos do compensador sdo atualizados a todo intervalo de amostragem, se
este intervalo for pequeno, € possivel garantir o bom desempenho do sistema
compensado.

As suposicfes sobre 0s sistemas para 0s quais a técnica proposta pode ser aplicada
garantem que os termos entre parénteses na equacado 5.92 sejam pequenos,
porém o grau de influéncia destes termos s6 poderd ser avaliado para cada sistema
particular. Esta avaliagdo pode ser realizada através do célculo destes termos em

tempo real e da comparacéo do valor calculado com os demais termos da equacao.

Finalmente, ressalta-se que se o0 sistema linearizado em um ponto for estavel,
utilizando a abordagem apresentada em Chobotov (1991), descrita na se¢do 5.3, é
possivel determinar a regido de estabilidade para o sistema néo linear em torno dos
pontos de linearizagdo. A determinacdo é feita através do calculo da fronteira de

estabilidade utilizando a expressao dada na equacgéo 5.85.
5.4.2. Exemplo Numérico
5.4.2.1. Estudo das Propriedades do Sistema

A fim de realizar comparacdes a anadlise realizada nesta secdo serd sobre o
sistema compensado estuado no Capitulo 4.

As equacdes do sistema em malha aberta séo:

5(1 = X2
(5.93)
Xy = X0 tUu

y =X

E a parametrizacao na forma SDC é:
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=% oG+ [ .00

. [0 1 10 _
Entdo, A(x) = [Xlz O],B = [1] eC=[10]
A dinamica do sistema em malha fechada é descrita por

. [ Akx) —BK.(x,) Onxp

2= Hx)C  ACx) — BKo(xo) — H(x)C)? + H(x,) r (5.95)

Onde, r é a referéncia, K.(x) =R !BTII(x) e Hx) = X(x)CTV"L, V=pueR=
p. I1(x) e Y(x) sdo as solugbes das equacdes de Riccati dependentes dos

estados relativas respectivamente ao regulador e ao filtro.

Utilizando os parametros de projeto como no exemplo da secédo 4.3, isto €,

U=BBT,u=10"% Q0 =C"Ce p=107° entdo as solugcdes das equacdes
1
M)A + AT (x) — EH(x)BBTH(x) +¢Tc=0 (5.96)

AX)Z(x) + Z(x)AT (x) — %Z(x)CTCZ(x) + BE" =0 (5.97)

Resultam em

Ke(x) = [xlz +/x,* + 106 J2x12 + 2t + 106] (5.98)

2
H(x) = Jle + 2¢/x;* + 10% (5.99)
x12 ++/x* + 10%

cl

X1 X
Lembrando que x = [XZ] e que x, = [x ,
C

] vem
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z=1[X1 Xz X¢1 Xe2]T

Ke(xo) = [xlcz + /%% + 106 JZxclz + 24/x4% + 106]

0 0
BK.(x.) =
e(Xe) X124 A x* + 106 JZxclz + 24/x.4% + 106
\/2x612 + 2/x4* + 10*
H(xlc) =
Xe12 ++Jx* + 10%
2 4 4
H(x,,)C = \/Zxcl + 2¢x1*+10* 0

Xe1? +/xt+ 100

A(xc) - BKc(xc) - H(XC)C

—\/Zxclz + 24/x4% + 104 1
—Xc1? = Jxe1t + 10% — /x 1% + 106 —\/2xcl2 + 2¢/x.1% + 108

| |
_| I
I I
| |

Substituindo estas expressdes na equacao 5.95 o sistema néo linear em malha
fechada pelo compensador LQG/LTR/SDRE toma a seguinte forma

5=
0 1 0 0
x,2 0 —x;.% =[x ® + 100 —\/2xcl2 + 2y/x* + 106
—\/Zxclz + 2xt +10% o —\/Zxclz +2x* + 10% 1 ’
X2 Fxat + 104 0 —xpq 2 —yxe* + 106 — Jx g, + 107 _\/2xclz +2y/x* + 106 ]
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0
0
+ \/Zxﬂz 2T I r (5.100)
xc12 + \/W -
Entédo para este exemplo
0 1 0 0
X 0 —x1.% =[x + 108 —JZxclz + 2/x, % + 106
= —\/Zxclz +2/x4 +10% ¢ —\/Zxclz +2y/x* + 10% 1
X2 Xt + 104 0 —xpq?2 —xe® + 106 — Jx gt + 107 —szm2 + 2yx* + 106 |
e
0
0
B, =
\/Zxclz +2x* + 10%
xc12 + \/W -

Lembrando, da equacéo 5.90, que a funcao f;;(z) dada por

2n 14
fu@ =A@+ ) 7 (L) 4 Y () sy p@r+r (5.101)
i=1 z=z z=z

i=1

é a fungéo linear que aproxima a funcéo néo linear da forma f(z) = A.(2)z + B.(2)r

Calculando os termos desta equacao vem

0

1

Ae(z_) =
\/292512 +2(xat +10% — 284242 /3?614 + 104

O -

_y 2_ |y 4 6 _ _

7,2 0 %" = Eea +10 —ijclz +2_ %"+ 106
24 |z %4 10% — [2%4% + 2 |%,* + 106

Xe1“+ (X + 0 _fclz _ \/fc14 +10% — \/fc14 + 106 c1 c1




0 0

2n

Sa (e -
- ' 0z z=Z
i=1

= 0 O
0 O
Be(z_) =

>

i=1

T

Fazendo as defini¢coes

28,2 0 —2%ic —

(aBe1—>2n,i> _
aZ z=Z

2%t

0

25013 + 2% 44/ X o1 * + 106

J—Y 6 -
Vi +10° - e 106\/2@12 + 2%, + 106

Xc2 0

Jzzclz + 2% * + 104 xclz\/bzclz + 24/ %t + 104

X1%Xc1

lefcl +

005X,

— 2%
Vxt + 104

0
\/ziclz +2+/x,,* + 10

JE P+ 104

- 3- = 4
2% Xq 2 2X¢q

Vit +104

2%."

25,12 + 2%t + 106
Vgt + 106\/2;2612 + 2%+ 106

Xc2

0

0

T
103\/x,,* + 10*
X541

—————7T
Vr,t+10*

2x,q

0 0

0 0

TXe \[2@12 + 2%, * +10% 0

Al = Ae (Z_)
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Bi=B,(2) (5.103)

2n
0Ac1ni .
e Sa() o109
= z=zZ
p
_ aBel—>2n,i (5105)
Bo= 2\ ),
Z=Z

i=1
Entdo, para este exemplo as duas fungBes aproximadas para o sistema nao

linear compensado podem ser escritas como

fu(@) = (A1 +R)z+ (Bi+ Rp)r +7 (5.106)

comt = (R, +Rp)Z

fi(z) = Az + Byr (5.107)

Utilizando estas equacdes € possivel realizar um exame da natureza e feicfes
do sistema néao linear controlado pelo compensador LQG/LTR/SDRE em cada

ponto de uma determinada trajetoria.

Considerando entdo a trajetéria seguida pelos estados do sistema nao linear
em malha fechada com o compensador da secao 4.3, sujeitos as condi¢cdes
iniciais apresentadas naquela se¢ao, ou seja, x;, = 2 € X, = —2, heste mesmo
ponto o sistema linear que aproxima o néo linear é obtido da equacéo 5.106 ou
da equacao 5.107 pela substituicdo de x; = 2 X, = -2 X,y = 2 X, = —2, 0S
quais sao os valores dos estados no ponto desejado, nas expressdes para 4; ,

B, R, eR,.
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Procedendo desta forma tem-se, no ponto x; = 2 e x, = —2, 0 Seguinte sistema

linear representado por f;;(z) e obtido pela equacao 5.106:

0 0 0 0

1
5.108
5= 12 0 —-1012 —44.381 pat 0 r+ ( )
| 1443 0 —-14.43 1 14,43
104,08 0 —-1104 —44.81 104,08

Cujos polos encontram-se em A, , = —22.41 + 22.32i e A3, = —7.21 + 6.32i.

Enquanto que para f;(z) obtido pela equacdo 5.107 tem-se

0 1 0 0 0
5.109
5= 4 0 -—-1004 -—44.81 Z+ 0 r ( )
“ | 1443 0 -—14.43 1 14,43
104,08 0 —-1104 -—44.81 104,08

Comem Ay, = —22.41+ 22.32i e A3, = —7.21 + 6.93i.

Nos resultados que se seguem a linearizacéo utilizada foi aquela da equacao
5.108 (linearizacdo com mais termos) uma vez que a da equacdo 5.109
representa o sistema na forma SDC para cada ponto, possuindo desta forma
todas as caracteristicas do projeto. O diagrama de Bode para o sistema
representado por f;;(z) € mostrado na Figura 5.16 Na Figura 5.17 é
apresentada a resposta do sistema linearizado no ponto (2,—2) a condi¢éao
inicial neste mesmo ponto. Na Figura 5.18 é mostrada a localizacao dos polos
de todos os sistemas obtidos da linearizacéo f;;(z) do sistema nao linear em
malha fechada em torno de todos os pontos da trajetoria de simulacdo de 1,5 s,

com condicao inicial em (2, —2) e intervalo de amostragem de 1 ms.

As curvas de ganho e fase para todos os sistemas lineares, representados por
f11(z), nos pontos da trajetdria de resposta do sistema nao linear a condicao

inicial x; = 2 e x, = —2, sdo mostradas sobrepostas na Figura 5.19
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Magnitude (dB)
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-200 - 1 0 1 2 3 4
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200
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Phase (deg)

100 1 0 1 2 3 4
10 10 10 10 10 10 10
rad/s

Figura 5.16 — Grafico de Bode para o sistema linearizado (f;;(2)), no ponto
(2,-2).

Estados x1, x2

0.5 1
tempo (s)

Figura 5.17 — Resposta temporal do sistema linearizado (f;;(z)), no ponto
(2,—2), para a condicao inicial x; = 2 e x, = —2.
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Figura 5.18 — Localizacéo dos polos de todos os sistemas lineares (f;;(z)) em
torno de cada ponto da trajetdria no periodo de simulacdo de
1,5 s com condicao inicial x; = 2 e x, = —2.

100

-100

Magnitude (dB)

-200 - ! 0 1 2 T 4
10 10 10 10 10 10 10

200

100 N

Phase (deg)

-100* - 0 1 2 T3 4
10 10 10 10 10 10 10
rad/s

Figura 5.19 — Diagrama de Bode de todos os sistemas lineares (f;;(z)) que
aproximam o sistema nao linear em cada ponto da trajetoria
para uma simulacao de 1,5 s da resposta do sistema a
condicéo inicial x; = 2 e x, = —2.
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Foram também realizadas simulacfes para verificar o comportamento das
linearizagcbes em pontos mais distantes da origem que as condic¢des iniciais nas
quais se baseou o projeto. Por exemplo, foi considerada a trajetéria do sistema
nao linear controlado iniciando-se em x; = 6 e x, = 5. A Figura 5.20 mostra as
regides de concentracdo dos polos dos sistemas lineares para 0 mesmo
periodo e a Figura 5.21 apresenta o grafico do ganho e fase das linearizacdes

em torno dos pontos da trajetéria durante 1,5 s.

Foi verificado que para valores mais altos dos estados, por exemplo, para
llx|| = 40 a linearizacdo f;;(z) da equacao 5.108 passa a ter em determinados
casos comportamento instavel, apresentando um polo no semiplano direito,
préximo ao eixo imaginario. Assim, para estes trechos esta linearizacédo nédo é
atil para demonstrar qualquer caracteristica desejavel pra o sistema néo linear

em estudo.

25

20

15

10

Parte Imaginéria
=)
4
| 2

-25 -20 -15 -10 -5 0
Parte Real

Figura 5.20 — Localizacdo dos polos dos sistemas (linearizacdo f;; (z)) em torno

de cada ponto da trajetéria no periodo de simulacéo, para
condigéo inicial x; = 6 e x, = 5.
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Figura 5.21 — Diagrama de Bode de todos os sistemas lineares (linearizagao
f11(2)) que aproximam o sistema néo linear em cada ponto da
trajetéria formada pela resposta do sistema nao linear a
condicao inicial x; =6 e x, = 5.

Observa-se pelos resultados das simulagcbes apresentados nas figuras que a
linearizacdo do sistema nao linear em malha fechada, em cada ponto de uma
trajetéria, preserva as propriedades da malha objetivo do projeto, indicando que
o sistema ndo linear apresenta aproximadamente as caracteristicas desejadas.
Observou-se ainda que a medida que os estados se afastam da origem os
graficos de resposta em frequéncia para os sistemas linearizados apresentam
um aumento da largura de banda e do ganho em malha fechada, mas

preservam a estabilidade do sistema.
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5.4.2.2. Avaliacéo da Regido de Estabilidade

Esta secdo apresenta resultados de uma andlise do alcance da regido de
estabilidade do sistema nao linear compensado em torno dos pontos onde
ocorrem as linearizagBes. A avaliacdo € feita através do Método Indireto de
Lyapunov, utilizando o procedimento sugerido em Chobotov (1991).

Como indicado na secéo 5.3 a fronteira de estabilidade pode ser determinada

pela seguinte equacao:

zTQz = 2z"Pg(2) (5.110)

A matriz P é calculada pela equacado de Lyapunov como:
PAT + ATP = —Q
onde, A é a matriz de funcées de transferéncia do sistema linearizado no ponto.

Para determinar a regido de estabilidade em torno de um ponto representado
pelo vetor de estados z, o vetor de estados z na equacao 5.110 deve ser

substituido por Z = z — z. Assim 5.110 é reescrita como

2TQ% = 22TPg(2) (5.111)

A regido de estabilidade é determinada realizando a comparacao entre os dois
lados da equacgéo 5.111 para um conjunto de pontos em uma regido testada.

Para o calculo de g(2) sao utilizadas as fungbes que representam o sistema

nao linear original e o sistema linearizado em funcao de Z.

Desconsiderando o termo do sinal de referéncia a fungéo do sistema néo linear

em funcao de Z é escrita como
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fan(@) = A.(2)2 (5.112)

E a funcéo linearizada em torno de Z em fungéo de Z seré

fu(@) = (Ae(2) + R,)z (5.113)

ou

fu(@) = A.(2)2 (5.114)

Dependendo se é utlizada a linearizacdo da equacdo 5.90 ou 5.91 e
lembrando que a linearizacdo da equacéo 5.90 s6 podera ser usada nos pontos

em que for estavel. O termo R, foi definido em 5.104.
Desta forma, g(2) pode ser calculada fazendo a diferenca fy.(2) — f.(2).

Assim

9@ = (A.(2) — A,(2))z (5.115)
ou

9(@) = (A — A,@ — Ro)2 (5.116)

Lembrando que z = [x; x, x.; x.;]7€ portanto 2 = [X; X, X, %], para testar
a regiao de estabilidade em torno de um ponto qualquer foi desenvolvido um
algoritmo que cria uma grade de pontos de teste variando x; e X, dentro de
limites pré-determinados, realiza-se o céalculo de g(2) para cada ponto da

malha e faz-se a comparacdo entre os dois lados da equacdo 5.111. Os
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valores de X, e X., foram ajustados iguais aos valores de X; e X,

respectivamente. A matriz Q foi arbitrariamente escolhida como

10 0 0
o1 0o o
Q=10 0 10 o
00 0 10

A Figura 5.22 mostra a regido de estabilidade em torno do ponto x; =2 e
x, = —2, com resultado idéntico para a linearizacdo da equacéo 5.113 ou

5.114. Os pontos com o simbolo +(verde) foram verificados como estaveis.

N
<
T 0
K7}
gl
-10
-30 -20 -10 0 10 20 30

delta(x1)

Figura 5.22 — Regido de estabilidade em torno do ponto x; = 2 e x, = —2 para
o sistema ndo linear compensado determinada utilizando a
linearizacdo da equacédo 5.113 ou 5.114.

Na Figura 5.23 € mostrada a regido de estabilidade em torno do ponto (6,98, -
19,44) calculada usando a linearizacdo da equacdo 5.113 e a Figura 5.24
mostra a regido de estabilidade em torno do mesmo ponto calculada usando a

linearizacdo da reequacédo 5.114.
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delta(x2)
o
N

3 20 10 0o 10 20 30
delta(x1)

Figura 5.23 — Regido de estabilidade em torno do ponto x; = 6,98 e x, =
—19,44, calculada com a linearizacdo da equacédo 5.113.

30

miiiiiii??é

20

1085

0 =

delta(x2)

3 =20 -0 0 10 20 30
delta(x1)

Figura 5.24 — Regido de estabilidade em torno do ponto x; = 6,98 e x, =
—19,44, calculada com a linearizacdo da equacéo 5.114.

Outra forma de avaliacdo da extensdo da estabilidade para o sistema néao
linear em cada ponto é a verificacdo dos pontos de uma determinada trajetoria

do sistema. Por exemplo, utilizando o mesmo procedimento de calculo da
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fronteira de estabilidade através da equacao 5.111 e considerando a trajetoria
dos estados da condigéo inicial x; = 2 e x, = —2, verifica-se que a linearizagéo,
feita de acordo com a equacgao 5.114, neste ponto, permite assegurar que
todos os outros pontos da trajetdria estdo dentro de uma regido de
estabilidade. Na Figura 5.25 o ponto (2,-2,2,-2) corresponde a origem onde foi
feita a linearizacdo. S4o mostrados os gréficos de 27Q2 e 22T Pg(2) para todos
os pontos da trajetéria de onde se observa que a relagdo 27Q2 > 22TPg(2) se
verifica para todos os pontos. Neste caso a matriz Q foi escolhida como a

matriz ldentidade.

50

-50

22"Pg(x)
N
N
—‘
o
[(e]
x

-100

Tz

N -150

-200

-250
0 500 1000 1500

Pontos na Trajetéria

Figura 5.25 — Pontos na trajetéria com condicao inicial em (2, -2, 2. -2) dentro
da regido de estabilidade verificada a partir de uma linearizacéo
feitaem (2, -2, 2.-2).

O mesmo procedimento é utilizado para uma linearizacdo em torno do ponto
(19,06, -167.63, 19.01, -177.64). Na Figura 5.26 este ponto € o décimo primeiro
ponto, contados a cada intervalo de amostragem, da trajetdria iniciada em (20,-
20, 20 -20). A figura mostra os graficos de 27QZ e 227Pg(2), com Q igual a

identidade. O gréafico se inicia em 10 pontos antes do ponto considerado e vai
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até 100 pontos depois. Verifica-se que é possivel garantir a estabilidade do
sistema ndo linear para a regido indicada na figura onde é satisfeita a relacéo
2TQz > 22TPg(2).

05 /T~ 22'Pg(x)

2zTPg(x)
=)
(61 o

ZTZ

0 20 40 60 80 100 120 140
Pontos na Trajetdria

Figura 5.26 — Regido de estabilidade em tono do ponto (19,06, -167.63, 19.01,
-177.64). O ponto considerado encontra-se na abscissa 11.
A origem corresponde ao ponto (20, -20, 20, -20).
Procedendo desta forma para todos os pontos de uma determinada trajetéria €
possivel mostrar que em torno de cada ponto existe uma regido de estabilidade
assegurada pela utilizacdo de uma linearizagcdo em torno deste ponto que é
idéntica ao sistema nao linear avaliado no mesmo ponto. Juntando-se todas
estas regides verifica-se que o sistema serd estavel para toda a trajetoria.
Observa-se que quanto mais distante da origem estiverem os estados, menor
sera o raio da regido de estabilidade tornando necessario calcular as matrizes

variantes da parametrizacdo SDC do sistema com uma frequéncia mais alta.

Ressalta-se que para as duas analises de regido de estabilidade realizadas
nesta secdo, o fato do método utilizado ser baseado na funcdo de Lyapunov

indica que nas regides onde foi possivel mostrar que € valida a relacdo
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2TQz > 22"TPg(2) a estabilidade é assegurada, mas sobre as regides onde a

relacdo nao se mostrou valida nada pode ser afirmado.
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6 EXEMPLO DE APLICACAO DA TECNICA LQG/LTR/SDRE PARA O
CONTROLE DE UM SATELITE ARTIFICIAL

Para testar o procedimento, realizou-se a aplicacdo do mesmo para controle de
um sistema nao linear que representa as equagdes dinamicas de um corpo
rigido em movimento rotacional. Esta classe de sistemas tem especial
importancia no estudo de sistemas de controle para satélites artificiais, uma vez

gue estas equacdes descrevem a atitude de um satélite.

As equacdes dinamicas utilizadas aqui sdo uma versdo modificada das
equacdes apresentadas em Souza e Gonzales (2012), excluindo a dinamica
das rodas de reacdo considerada naquele trabalho. Foi também realizada uma
pequena alteracdo sobre os valores dos momentos de inércia utilizados no
sistema original com a finalidade de ilustrar o caso mais geral onde os

momentos de inércia em torno de cada eixo sdo diferentes.

As equacdes dinamicas do sistema séo dadas por

. Ny, (;—15) (6.1)
W, = — + —(l)zw3
I I
. N, (Iz3—1) (6.2)
(1)2 =—+ —(1)3(1)1
I I
. Ny (1) (6.3)
(1)3 =—+ —(1)1(1)2
I I3
_ sinfs cos 63 (6.4)
1™ cos 0, @2 cos 6, @s
6, = cos B;w, — sin O; ws (6.5)
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sin 85 sin 6, cos 05 sin 6, (6.6)

932(1)1"’ w3

w
cos 6, 2 cos 0,
Onde, 6, 8, e 05 sd@o as posicdes angulares do satélite e w,, w, € w3 S4o suas

velocidades angulares.

Os valores dos momentos de inércia sdo: I; = 1,80 kg.m?, I, = 1,40 kg.m? e
I; = 1,20 kg.m?.

Seguindo os passos para projeto do compensador apresentados na secao 4.1
inicialmente realiza-se as atribuicdes: x; = 0, x, = 6,, x3 = 03, X, = W4,

x5 = a)z,x6: (1)3,“,1 = Nl,uz = Nzeu3 = N3.

Assim uma parametrizacao na forma SDC como descrita na equacao 4.1 pode ser

x(t) = A(x)x + Bu

6.7
y = Cx (6.7)
com
[0o0o0 0 sin x3/cos x, coS x3/c0S X5 1
[0 00 0 COS X3 — sinx; |
Ay =]0 00 1 sinxs sinx,/cosx,  cosxs sinx,/cosx, (6.8)
“looo 0 0 (I, — 1) /1)x
000 (Uz—11)/I)xe 0 ’ 8 il
lO 00 0 (I — ) /13)x4 0 J
[ 0 0 0 1
0 0 0
B = 0 0 0 (6.9)
1/1, 0 0
0 1/1, 0
) 0 1/15 |
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1 0 0
o 1 o

c=[0 0 1| (6.10)
0 0 0
lo o o]
b o ol

As especificacbes para o projeto do sistema foram estabelecidas apenas a
partir de restricbes sobre o tempo de resposta do sistema e 0 erro em regime
estacionario. Foi definido entdo, como especificacdo para o projeto, um tempo
de resposta de no maximo 2 segundos e erro em regime menor que 0,002,
para que o sistema partindo das condi¢es iniciais 6; =1rd, 6, = —1rd,
6;=0rd, w;=-07, w,=-05e w3 =0,6, seja levado para os estados
6, =-12rd,0,=067rd, 6; = 2rd.

Devido ao numero de estados e a natureza das matrizes A(x), B e C, a
determinacdo da estabilizabilidade e detectabilidade € a primeira vista
trabalhosa, mas neste caso é possivel realizar o procedimento através de
algum software de manipulacdo simbolica e verifica 0 posto das matrizes de
controlabilidade e observabilidade. Este procedimento foi utilizado neste
trabalho verificando que as duas matrizes apresentam posto completo para
qualquer valor dos estados. Adicionalmente foram testados passo a passo,
durante a simulacéo, os postos das duas matrizes, garantindo a detectabilidade
e estabilizabilidade da parametrizacao utilizada. N&o foram realizadas analises
sobre erros de modelagem porque este exemplo ndo previa este tipo de
analise. A existéncia e natureza dos zeros de transmissdo foram analisadas
passo a passo na simulacao, verificando a inexisténcia de zeros no semiplano
direito para as simulagbes realizadas. O projeto foi realizado baseado
inicialmente nas equacbOes de estado parametrizada avaliadas em uma
condicdo inicial arbitraria para o sistema e depois testado para outras
condic¢des iniciais.

Para obtencdo do tempo de resposta especificado, inicialmente baseando-se

nas relacdes entre largura de banda e tempo de resposta de um sistema linear
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de segunda ordem, foi definido como alvo uma largura de banda de
aproximadamente 1,33 rad/s, porém foi verificado, através de simulacdes, que
para o este sistema, a largura de banda necessaria para se conseguir o tempo
de resposta especificado deve ser bem maior que esta estimativa assim a
largura de banda desejavel foi redefinida para aproximadamente 10 rad/s. A
malha obijetivo foi entdo ajustada para uma frequéncia desta ordem. Utilizando
u=10"* e U =BBT foi obtida a malha objetivo com ganhos principais

mostrados na Figura 6.1

120«

100

80

60

40

20

Magnitude (dB)
/

10° 10" 10° 10" 10 10 10
rad/s

Figura 6.1 - Valores singulares da malha obijetivo.

Na Figura 6.2 € mostrada a recuperacdo da malha objetivo enquanto p recebe
os valores 1 e 107*. E possivel aproximar ainda mais a malha objetivo com
valores menores para p, mas observou-se que a situacao ilustrada na figura foi
suficiente para atender as especificacdes e por isso adotou-se o valor minimo
dep=10""*.
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Ressalta-se que os ganhos do controlador e do estimador foram calculados

pela solucdo das equacdes de Riccati a cada intervalo de amostragem.

150¢

100 |-

//

5O [l

/

Magnitude (dB)
o
o
/
/
f‘ fH

-100 - ] =

=

-150 p=ll T

-200

_250=- . --l 0 1 T -
10 10 10 10 10 10 10
rad/s

Figura 6.2 — Recuperacdo das caracteristicas da malha objetivo.

A Figura 6.3 apresenta os graficos dos ganhos das fun¢@es de transferéncia de

malha fechada para os canais y; — uy, y, — u, € y3 — us.

Na Figura 6.4 sdo apresentados superpostos os graficos da magnitude das
funcbes de transferéncia de malha fechada para os canais y; — uy, y, — u, €
y3 — Us, obtidas para cada intervalo de simulagdo com a matriz A(x) avaliada

no ponto considerado.

Na Figura 6.5 sdo mostradas as malhas recuperadas para todos os pontos da
trajetoria.
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Figura 6.3 — Gréfico da magnitude das fun¢bes de transferéncia de malha
fechada para os canais y; — uy, y, — u, € y3 — us.
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Figura 6.4 — Gréfico da magnitude das fun¢des de transferéncia de malha
fechada para os canais y; — uy, y, — u, € y; — us, obtidas
para todos os pontos em cada intervalo de simulacdo com a
matriz A(x) avaliada em cada ponto.
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Figura 6.5 — Malha recuperada em cada ponto da trajetéria dos estados.

Na Figura 6.6 € mostrada a evolucdo das posi¢cdes angulares do satélite
partindo das condic¢des iniciais especificadas e na Figura 6.7 sdo mostradas as
velocidades angulares. Verifica-se pelos graficos que as especificacfes foram

atendidas.

A Figura 6.8 mostra o grafico dos sinais de controle e na Figura 6.9 sdo
mostrados os erros da saida com relacdo a referéncia e a norma do vetor de

velocidades angulares.
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Figura 6.6 - Evolucdo das posi¢cdes angulares do satélite partindo das
condicbes iniciais 6, =1rd, 6, =—-1rd 03 = 0rd, w; =
-0,7,w, = =0,5,w; = 0,6 e com referéncia 8, = —-1.2rd, 6, =
0.6rd 6; = 2rd.
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Figura 6.7 - Evolugdo das velocidades angulares do satélite partindo das
condicbes iniciais 6;=1rd, 8, =—-1rd 6;=0rd, w;=
_0,7, Wy, = _0,5 yW3 = 0,6
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Figura 6.8 - Sinais de controle para condi¢@es iniciais 6, = 1rd, 6, = —1rd,

;= 0rd, w; =—-0,7, w, = —0,5e w; = 0,6 e com referéncia
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Figura 6.9 — Grafico dos erros entre as saidas e a referéncia. (a) Erro em 6,; (b)

Erro em 6,; (c) Erro em 65; (d) Norma do vetor de velocidades
angulares.
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Com a finalidade de testar o desempenho do compensador para valores dos
estados em regides distantes da utilizada no projeto foi realizada uma
simulacdo para estabilizacdo do sistema partindo das condicfes iniciais
6, =1rd, 6, =—-2rd 6;= 2rd, w; =628 w, =—1,w; =1. Os resultados
da simulacédo sdo apresentados nas figuras 6.10, 6.11 e 6.12, onde pode ser
observado que o compensador apresentou bom desempenho com respeito ao
tempo de estabilizagdo e erro em regime estacionério. Ressalta-se que os
sinais de controle poderiam ter valores menores se as restricdes sobre o tempo
de resposta fossem amenizadas ou se o0s deslocamentos angulares
considerados fossem menores, lembrando que o projeto foi realizado dentro da
premissa “cheap control”. Assim quando houver restricbes sobre a energia de

controle o projeto devera ser repensado para este contexto.

Posicao Angular (rad)
|_\

0 0.5 1 15 2 2.5 3
tempo(s)

Figura 6.10 — Posi¢cOes angulares do satélite partindo das condicdes iniciais

91=1Td, 92=—2Td 63= ZTd, W1=6,28,W2=_1,W3=1
para um comando de estabilizagao.
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Figura 6.11 —Velocidades angulares do satélite partindo das condi¢des iniciais

91=1Td, 92=—2Td 93= 27‘d,W1=6,28,W2=—1,W3=1
paraum comando de estabilizacao.
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Figura 6.12 — Sinais de controle durante manobra de estabilizagdo para
condigbes iniciais 8, =1rd, 6, =—-2rd 63 = 2rd,w; =
6,28, Wy, = _1,W3 =1.
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Os exemplos apresentados neste Capitulo, até aqui, consideram a planta com
uma dinamica que representa o0 movimento de atitude de um veiculo espacial,
no entanto, o comportamento da atitude de um satélite real, na pratica, nao
apresenta requisitos de resposta no tempo tdo rigorosos como aqueles
considerados. Assim com o objetivo de verificar o comportamento da técnica
proposta diante de uma situacdo mais proxima do caso real, 0 compensador
proposto foi ajustado para realizar a estabilizacdo e manutencdo de
apontamento de um satélite artificial modelado como nos exemplos anteriores,
mas com restricdes de tempo de resposta menos rigorosas. A seguir Sao
apresentados resultados para a estabilizacdo e apontamento de um satélite
com dindmica descrita como nos exemplos anteriores, com condi¢des iniciais
0, =0.18rd, 0, =—-0.11rd, 6; = 0.2rd, w; =0.04,w, =01, wy3 =-0.12 e
referéncia 6, =0rd, 6, =0rd, 65 = 0rd, w; =0 wy, =0, w3 =0. Os
parametros p e u foram ajustados para p = 10 e u = 100. Na Figura 6.13 ¢é
apresentado o gréfico dos valores singulares da malha objetivo e sua
recuperacdo e as figuras 6.14, 6.15 e 6.16 mostram, respectivamente, 0s
graficos das posi¢des angulares, das velocidades angulares e dos sinais de
controle para este exemplo.

Os resultados das simulacfes apresentados neste Capitulo evidenciam a
flexibilidade da técnica proposta com respeito ao ajuste dos parametros de
projeto permitindo a reducdo da energia de controle para atender, por exemplo,
restricdes sobre atuadores mesmo quando as manobras necessarias sejam de
grande amplitude, observando-se a esperada caracteristica de balanceamento

entre o tempo de resposta e a energia de controle.
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Figura 6.13 — Gréfico dos ganhos principais da Malha Obijetivo. e recuperacéo
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da mesma pela utilizacdo dos parametros p = 10 e u = 100.
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Figura 6.14 — Posi¢bes angulares do satélite com condi¢cbes iniciais 6,

0.18 T‘d, 92 = —0.11 Td, 93 = 0.2 Td,

w1 = 004‘, Wy = 0.1 , W3

—0.12 para um comando de estabilizac&o (p = 10 e u = 100).
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Figura 6.15 — Velocidades angulares do satélite com condic¢des iniciaisf; =

0.18rd,0, = —-0.11rd,0; = 0.2rd, w; = 0.04,w, =0.1,w3 =
—0.12 para um comando de estabilizacdo (p = 10 e u = 100).
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Figura 6.16 — Sinais de controle durante manobra de estabilizagdo para
condig¢des iniciais ; = 0.18rd, 8, = —-0.11rd 6; = 0.2rd,w; =
0.04,w, = 0.1,w; = —0.12 (p = 10 e u = 100).
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7 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA FUTUROS TRABALHOS
7.1.1. Conclusoes

O controle de sistema multivariaveis néao lineares é um tema complexo e de
dificil abordagem. Cada uma das técnicas atualmente existentes para o
tratamento deste problema possui limitagdes e apresenta restricdes sobre sua
aplicacdo. O presente trabalho prop6e a combinacdo de duas técnicas de
controle efetivas e de aplicacdo sistematica, as metodologias LQG/LTR e
SDRE. Né&o foram encontrados na literatura revisada outros trabalhos com esta
proposta. Houve tentativas de extensdo da técnica LQG/LTR para sistemas
nao lineares (GRUNBERG; ATHANS,1987; CHUN; WANG,1988; HAN; KIM,
2003), mas nenhuma chegou a resultados equivalentes ou com a generalidade

agui apresentada.

Neste trabalho foi explorada a solu¢do subétima associada a técnica SDRE na
obtencdo de um compensador para controle de sistemas nédo lineares, porém
foi apresentada a possibilidade de utilizacdo da equacdo completa que conduz
a solucédo otima para o problema. Nos dois casos, calculam-se as solucdes
para as equacdes de Riccati e utilizam-se os resultados para a obtencédo do

controle.

O trabalho apresenta um carater relativamente geral, pois embora tenham sido
feitas restricbes sobre a continuidade das funcdes consideradas, a classe de
sistemas tratados inclui uma grande variedade de problemas de interesse
pratico. Dentro da qual se excluem apenas 0s casos em que 0 sistema nao é

detectavel ou estabilizavel.

Foi apresentado que a implementacdo da técnica proposta pode ser realizada
utilizando qualquer método para solucdo das equacOes de Riccati, por
exemplo, solucdes exatas, solucdes linearizadas, solugcdes interpoladas obtidas

previamente ou solugbes em tempo real.
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Um importante resultado foi a demonstracdo da preservacéo das propriedades
e caracteristicas da metodologia LQG/LTR quando aplicada ao caso nao linear
pelos sistema lineares que aproximam o sistema original em cada ponto de
uma trajetéria seguida pelos estados. Este resultado permite inferir o
comportamento do sistema n&o linear compensado. Também foram
apresentadas provas de estabilidade local, que podem ser estendidas para

toda a faixa de operacédo do sistema néo linear.

Os estudos e testes realizados mostraram que uma grande flexibilidade de
projeto estd associada a combinacao destas duas técnicas deixando aberta a
possibilidade de introducdo de novas caracteristicas ainda ndo consideradas

para aplicacdo ao controle de sistemas nao lineares.

Ainda, de acordo com as simulagcdes e testes executados verificou-se que a
associacdo proposta apresentou resultados satisfatorios para o tratamento de
sistemas nédo lineares. Aliado a este fato, a simplicidade de projeto e
implementacéo indica que a técnica € promissora e permite visualizar novas

oportunidades de estudo sobre o tema.

Os resultados aqui obtidos sugerem a extensdo o emprego da técnica
LQG/LTR do universo dos sistemas lineares, que é bastante restrito, para o
universo de sistemas néo lineares, o que permite aproximar melhor a solucdo

de controle ao da grande maioria dos casos do mundo real.

7.1.2. Sugestdes para Futuros Trabalhos

Entre as varias possibilidades de extenséo de pesquisas sobre o assunto foram
identificados, no decorrer do desenvolvimento deste trabalho, os seguintes
topicos que podem ser deixados como sugestdo para continuacdo deste

trabalho:
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A realizagdo de analises sobre a aplicacdo da técnica em tempo real, pois
relativamente poucos trabalhos foram direcionados a este tdpico. No entanto, o
condicionamento da existéncia de solucfes locais a cada iteracdo da malha de
controle, solugcbes essas dependentes apenas da existéncia das respectivas
matrizes de Controlabilidade e Observabilidade, abre o horizonte para

aplicacdes em tempo real para algumas classes de sistemas nao lineares;

O estudo do impacto das incertezas, modeladas sob varias formas, sobre o
desempenho da técnica proposta e para verificacdo da robustez do sistema de

controle;

A exploracao da flexibilidade associada a utilizacdo de matrizes de ponderacao
gue também sejam dependentes dos estados, pois embora a introducdo desta
dependéncia, no contexto geral do problema néo linear, signifiqgue que a funcao
custo ndo sera mais quadratica, na solucdo subdtima resolvida ponto a ponto, o

carater quadrético ainda € valido;

Aplicacéo de técnicas menos conservadoras para determinacéo das regides de
estabilidade do sistema e comparacdo do desempenho do sistema
compensado via técnica proposta e outras técnicas de controle para sistemas

nao lineares;

pY

Quantificacdo do esforco computacional associado a implementacdo do
algoritmo de controle apresentado neste trabalho e utilizacdo da Teoria das
Perturbacdes no calculo do sinal de controle para reducdo do esforco

computacional.
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ANEXO A — DEFINICAO DA FUNCAO h(x,X)
Esta definicao foi apresentada em Banks et al (2007).

Dado um sistema nédo linear que pode ser escrito na forma

() = A)x(D) (A1)
y(® = Cx)x(D)
Com x € R™ e C(x) uma fung¢édo matricial continua.
Entdo, sendo um sistema da forma
Xe(t) = AXe)Xe (D) + L(x.) (¥ — C(xe)xe
(A.2)

L(x.) = F(xe)CT(xe)V_l
um estimador de estados para A.1 obtido pela solucéo da equacdo de Riccati

dual que minimiza o funcional

1 A.3
JR 1) = 5] &Tuzx + aTvia)dt (A-3)
0
com a seguinte dinamica associada
x(t) = ATR)R+ CT®)0 (A.4)
Entdo escrevendo os parametros sob a forma
C(x) =Cy + AC(x)
V(ix) =Ty + Al'(x)
tem-se
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Ly = LoCo V™1 (A.7)

Definindo o erro de estimacao como

e(t) = x(t) — x. (V) (A.8)
vem

e() = x(t) — x. (D) (A.9)
Substituindo A.1 e A.1 em A.9 e utilizando as relacdes A.5 a A.7 obtém-se

é(t) = (Ag — LoCp)e + AA(X)x — AA(X,)X, (A.10)
— L(xo) (AA()x — AA(xe)%,) — AL(x.)Coe

Definindo
g(X, X, ) = AAX)Xx — AA(Xp)Xe — L(X0) (AA(X)x — AA(X.)Xe) (A.11)
— AL(x.)Cpe
Vem
e(t) = (4o — LoCp) + 8 (A.12)

Considerando que A(x), AA(x), C(x) e AC(x) sdo localmente Lipschitz, entdo

definindo

h(x,xe) = wallxll + 1AAGN + Kcllx L&+ NACKIINLEIN (A.13)
+ [JAL(x ) I Coll

E possivel mostrar que

llg(xxe, @)l < h(x, xc)llell (A.14)
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ANEXO B — TEOREMAS

Como a demonstracdo do Teorema do Valor Médio utiliza o Teorema de Rolle, segue

abaixo este ultimo com sua demonstracao:

Teorema de Rolle

Seja f uma funcdo continua no intervalo fechado [a,b] e diferenciavel no
intervalo aberto (a, b), com f(a) = f(b) = 0.

Entdo existe um ndmero ¢ no intervalo aberto (a, b) tal que f'(c) = 0.
Demonstracéo

Se f(x) =0 para todo x € [a,b], entdo f'(x) =0 para todo x € [a,b] € O

namero ¢ pode ser qualquer um entre a e b.

Se f(x) # 0 para algum x € (a,b), como f € continua no intervalo fechado
[a,b], sabe-se que f tem um valor maximo absoluto em [a,b] € um valor
minimo absoluto em [a, b]. Por hipotese f(a) = f(b) = 0, assim conclui-se que
f terd um valor maximo absoluto positivo em algum c¢; em (a,b), ou um valor
minimo absoluto negativo em algum ¢, em (a, b), ou ambos. Deste modo para
c=c, OU c =c, conforme seja 0 caso tem-se um extremo absoluto em um
ponto interior do intervalo [a, b]. Portanto, o extremo absoluto f(c) é também

um extremo relativo, e como f'(c) existe por hipétese, resulta que f'(c) = 0.

Teorema do Valor Médio (Leithold, 1977)

Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado [a,b] e diferenciavel no

intervalo aberto (a, b).

Entdo existe um namero ¢ no intervalo aberto (a, b) tal que
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f (b) f(a) (B.1)

b—a

f'le) =

Demonstracéo

Definindo os pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b)), entdo, uma equacao da reta que

passaporAeBé

y— @ =LO=T@ g

ou

_f) - f()

(- @)+ f(@

Agora, se F(x) determina a distancia vertical entre um ponto (x, f (x)) no gréafico

da funcédo f e o ponto correspondente na reta secante que passa por A e B,

entdo

P = £ - LRI oy pa) (8.2

Esta funcdo F(x) satisfaz as trés condi¢cBes da hipotese do Teorema de Rolle,

entdo, existe um ¢ no intervalo aberto (a, b) tal que F'(c) = 0. Mas

P = oo - L=
Assim
P =0 - 1010

Portanto, existe um namero c em (a, b) tal que
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b) —
0= priey 1O @

Ou segja,

fb) - f(a)
b

—a

f'le) =
0 que prova o Teorema.

Teorema 4.15 (Khalil, 2002)

Seja x=0 um ponto de equilibrio para o sistema nao linear

%= f(t,%) (B.3)

onde f:[0,0)xD — R"®™ ¢é continuamente diferencidvel, com D ={x¢€
R™| ||x]l, <r} e a matriz jacobiana df/dx € limitada e Lipschitz em D,

uniformemente em t.
Seja

A(t) = % (t, x) (B4)

x=0
Entdo, a origem € um ponto de equilibrio exponencialmente estavel para o

sistema néo linear se ela é um ponto de equilibrio exponencialmente estavel

para o sistema linear
x =A(t)x (B.5)
Prova: Desde que o sistema linear tem um ponto de equilibrio na origem e A(t)

€ continua e limitada, entdo existe uma matriz positiva definida P(t), limitada,

continuamente diferenciavel que satisfaz a equacgao

131



—P(t) = P(H)A() + AT(OP(t) + Q(t) (B.6)

Onde Q(t) é continua, positiva definida, e simétrica. Utilizando V(t,x) =
xTP(t)x como uma funcéo de Lyapunov candidata para o sitema nao linear. A

derivada de V (t, x) ao longo das trajetérias do sistema é dada por

V(t,x) = xTP(O)f(t,x) + fT(t, x)P()x + xTP(t)x
=xT[P(OA() + AT(OP(E) + xTP(t)]x +
2xTP(t)g(t,x)
=—xTQ(t)x + 2xTP(t)g(t,x)

< —csllxllf + 2c,LlIx|13

< —(c3 = 2c,Lp)IxI3, lIxll, < p

Escolhendo p < min{r,2c,L} fica garantido que V(t,x) seja negativa definida
em ||x|l; < p. Assim ficam satisfeitas em ||x||; < p todas as condi¢des para que a

origem seja exponencialmente estavel.
Corolério 4.3 (Khalil, 2002):

Seja x=0 um ponto de equilibrio para o sistema nao linear x = f(x), onde f(x)
€ continuamente diferencidvel em alguma vizinhanca de x =0. Seja A =
[0f/0x](0). Entdo x = 0 € um ponto de equilibrio exponencialmente estavel

para o sistema ndo linear se e somente se A é Hurwitz.
Teorema 5.1 (Khalil, 2002):
Considere o sistema

x = f(t,x,u), x(0) =x, (B.7)

y = h(t,x,u) (B.8)
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ondexe R"eu€eR™eyeRP, f:[0,0) x D x D, - R™ € continua por partes
em t e localmente Lipschitz em (x,u), h:[0,00) X D X D,, » RP é continua por
partes em t e continua em (x,u), D € R™ é um dominio que contém x = 0, e
D, € R™ € um dominio que contém u = 0. Para cada x, € D, as equacdes de
estado dadas por B.7 e B.8 definem um operador H que designa para cada
sinal de entrada u(t) o correspondente sinal de saida y(t). Suponha que x = 0

€ um ponto de equilibrio do sistema nao forcado

% = f(tx,0) (B.9)

Tomando r >0 e r, > 0 tal que {||x||<r}cD e {J|ull <n}c D, e supondo

que

e x=0 €& um ponto de equilibrio exponencialmente estavel de B.9, e

existe uma funcéo de Lyapunov V (¢, x) que satisfaz

e lIxlI2 <Vt %) < cyllxli? (B.10)
oV v (B.11)
- - < — 2

v (B.12)
|5 = e

para todo (t,x) € [0,0) X D e algumas constantes positivas c;, ¢,, c3 € ¢,
e f e h satisfazem as desigualdades

1f (& x,u) = (&%, 0l < Lilull (B.13)
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lRCE 2, W < myllx]l + n llull (B.14)
para todo (t,x,u) € [0,00) X D x D,, e algumas constantes ndo negativas L, n, e
2.

Entdo, para cada x, com ||x,|| < r/c,/c,, 0 sistema representado em B.7 e B.8
é L, estavel sinal-pequeno ganho-finito para cada p € [1, «]. Em particular para

cada u € L, COM sup<<.|lull < min{r, c;c37/(c2c4L)}, a saida y(t) satisfaz

ly@Oll., < vl + B (8.15)

Para todo 7 € [0, ), com

1, i = 00
y =11y + 1 B = x| \FP onde p =1 12\ 1/p v
2 (22)", ifpe(Lo)

C1C3 !
C3p

Além disso, se a origem é global exponencialmente estavel e todas as
suposi¢cbes sao vélidas globalmente (com D =R" e D, =R™), entdo, para
cada x, € R", o sistema representado por B.7 e B.8 € £,, estavel ganho-finito

para cada p € [1, x].
Demonstracao
A derivada de V ao longo das trajetérias de B.7 satisfaz

. av v av
V(txw =2+ 2 f(e,x,0) + Z[f (6 xu) ~ £(6x, 0] < —cllxlZ+egLllxllllul

Definindo W (t) = /V(t,x(t)). Quando V(t,x(t)) # 0, W =V /2+V. Aplicando
B.10 vem

W =2 (2)w + = ol
T2\ T

Quando V(t, x(t)) = 0 pode ser verificado que
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c4L

D*W(t) < 2\/C_1IIu(t)II (B.16)
Entao
. 1/c3 cyuL
D W) < —5(2)w =l

2

Para todo valor de V(t,x(t)). Pelo Lema da Comparagdo (Lema 3.4, Khalil,

2002), W (t) satisfaz a desigualdade

c4L
W(t) < e~tes/2c21(0) + —

t
—(t-1)c3/2¢; llu(®)lld
e u T
2+ C1J;)

Usando B.10, obtém-se

c o A
lx(®ll < Enxone-%mz +o- f e~ (t=D/2¢ |l (t)||dT
1 0

1

Pode ser verificado que

C Cc1C3T
lroll = 7 2 e supoagelhu@)l < 227

C2C4L

Assegura que ||x(t)|| <r; assim, x(t) permanece dentro do dominio de

validade das suposi¢ées. Usando B.14, tem-se

t
IOl < ke 4k | e u@lde + k@l o

onde
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Calmy C3
1 k3

= a —_—
2¢, N2,

Cy _
kq o lxollmy, k2 = 2¢,

Definindo

V() = ke, y(0) = ky [y e O u@lldr e ys(t) = ksllu(®)ll

Supondo que u € L7, para algum p € [1, =], verifica-se que

k
1yzellz, < Zlheells, € Iysellz, < ksllucll,
Para o termo y, (t), verifica-se

1, if p=o

Iy12llz, < kip, onde p = (1

1/p ] 1
o) i pEL®)

Assim pela desigualdade do triangulo, B.15 é satisfeita com
k2
Y =ks+—, B =kip

Quando todas as suposicbes valem globalmente, ndo ha necessidade de
restringir ||x,|| ou os valores instantaneos de ||u(t)||. Assim B.15 é satisfeita

para cada xo € R" e u € Ly,.

A existéncia das relagcdes B.10 e B.12 podem ser mostradas utilizando o
Teorema de Lyapunov Reverso (Teorema 4.14 em Khalil, 2002).

Corolario 5.1(Khalil, 2002):

Suponha que, em uma vizinhangca de (x =0,u=0),a funcdo f(t,x,u) é
continuamente diferenciavel, as matrizes Jacobianas [df/dx] e [0f/du] s&o
limitadas, uniformemente em t, e h(t, x,u) satisfaca B.14. Se a origem x =0 é

um ponto de equilibrio exponencialmente estavel do sistema nao forcado
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representado em B.9, entdo existe uma constante r, > 0 tal que para cada x,
com ||xoll <1, O sistema representado em B.7 e B.8 seja L, estavel sinal-
pequeno ganho-finito para cada p € [1,c]. Ademais, se todas as suposi¢oes
sdo validas globalmente e a origem x =0 é um ponto de equilibrio global
exponencialmente estavel de B.9, entdo para cada x, € R™, o sistemaem B.7 e

B.8 é L, estavel com ganho-finito para cada p € [1, «].

137



138



ANEXO C - TUTORIAL PARA APLICACAO DA TECNICA LQG/LTR VIA
SDRE

Este anexo contém o roteiro simplificado para aplicacdo da técnica LQG/LTR
utilizando a metodologia SDRE, incluindo alguns detalhes, que foram omitidos
no Capitulo 4 para ndo comprometer a clareza ou quebrar a sequéncia do

conteudo do texto.

1. Escolha da Parametrizacdo SDE

Colocar as equacodes do sistema nao linear em uma forma parametrizada com

coeficientes dependentes dos estados, que seja estabilizavel e detectavel.

2. Avaliacéao dos Erros de Modelagem

Realizar um estudo das incertezas sobre as equacdes nao lineares originais e
determinar, a partir deste estudo, uma estimativa de um limite para o erro,

modelado na forma multiplicativa (Cruz, 1996), nas equagdes parametrizadas.

3. Definicdo do Modelo de Projeto

Realizar os acréscimos, quando necessarios, a dinamica da planta,

representada pelas equacdes parametrizadas.

4. Definicdo da Malha Objetivo

Estabelecer o desempenho desejado, traduzido na escolha da malha objetivo,
baseada nas especificacbes no dominio do tempo ou no dominio da

frequéncia;
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5. Projeto de um Compensador LQG/LTR para o Sistema Linear Obtido
da Parametrizacdo SDE Calculada em um Ponto Representativo da
Faixa de Operacao Prevista para o Sistema

Estabelecer um vetor de estados dentro da faixa de operacdo do sistema e
realizar o projeto do compensador LQG/LTR convencional para o sistema linear
obtido pela avaliacdo das equacbes dependentes dos estados para este vetor

de estados especifico.

6. Teste do Projeto Inicial sobre Toda a Faixa de Operacao do Sistema

O projeto inicial mencionado no item anterior é testado, utilizando um programa
de simulacdo que realiza, a cada passo de discretizacdo de um periodo

simulado, as seguintes tarefas:
¢ Integracdo das equacdes de estado reais nao lineares;
e Calculo das Equactes Dependentes dos Estados;

e Solucédo das equacgOes de Riccati associadas ao Filtro de Kalman e ao
Regulador Linear Quadratico;

e Calcula dos ganhos do Filtro e do controlador;

e Exame dos zeros de transmissdo do sistema representado pelas

Equacbes Dependentes dos Estados;
e Calculo e plotagem dos ganhos principais da Malha Objetivo;

e Célculo e plotagem dos ganhos principais de malha da planta em série

com o compensador;

e Calculo e plotagem da resposta temporal do sistema.
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7. Ajuste dos Parametros de Projeto

Apéds a simulacdo é realizada a andlise dos dados gerados e se necessario 0s
parametros de projeto sdo ajustados, repetindo-se 0s passos 5 e 6 até a
obtencédo do desempenho desejado sobre toda a faixa de operacéo do sistema.
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