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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sobre manobras orbitais que possam ser realizadas
com o uso de propulsdo impulsiva e de uma passagem por um corpo celeste
intermediério. Duas principais op¢des sdo consideradas: i) um “Swing-By propulsado”,
que consiste em uma passagem por um corpo celeste combinada com a aplicacdo de um
impulso no veiculo espacial, e ii) manobras de “Swing-By assistidas por cabo”, aonde 0
giro do vetor velocidade é obtido através de um sistema que liga o veiculo espacial a um
corpo celeste através do uso de um cabo. Ambas as manobras provocam modificacdo na
trajetdria do veiculo espacial. O objetivo principal € a economia de combustivel na
missdo espacial. O “Swing-By propulsado” ja foi estudado na literatura, e aqui é
realizada uma extensdo para considerar um sistema cuja Orbita dos priméarios seja
eliptica em torno de um centro de massa comum. Os resultados mostram que aplicar um
impulso em diferentes direcdes e pontos da trajetdria, trabalhando em conjunto com a
parte gravitacional da manobra, otimiza 0 ganho ou perda de energia do veiculo
espacial. A manobra de “Swing-By assistida por cabo” é a combinagdo do “Swing-By
puro” com o efeito catapulta que um tether fixado na superficie de um corpo, com o
veiculo espacial preso na outra extremidade, pode causar. E suposto que a estrutura do
tether ja estd fixada no corpo, em um ponto de equilibrio, preparado para receber o
veiculo. As condicBes de equilibrio, estabilidade e forca para alocar o tether serad
apresentada para diferentes sistemas de corpos, com formas regulares e irregulares. A
motivacdo do presente trabalho é colaborar nos estudos para o envio de um veiculo
espacial a um asteroide, inspirado na missdo ASTER, que é uma missdo proposta por
diversas instituicdes brasileiras e em fase de estudos. Nessa etapa o veiculo devera se
utilizar de uma passagem pela Lua para aumentar sua energia. Sendo assim, as
possibilidades aqui estudadas podem ser consideradas pela missdo, em particular o
"Swing-By Propulsado™.

Palavras-chave: Astrodindmica, Manobras orbitais, Swing-By propulsado, Satélites
artificiais, Manobras impulsivas, Tethers.
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ORBITAL MANEUVERS COMBINED WITH THE USE OF IMPULSIVE
PROPULSION AND PASSAGE BY AN INTERMEDIATE BODY

ABSTRACT

This research presents a study about the orbital maneuvers that can be performed with
the use of impulsive propulsion and an intermediary passage by a celestial body. Two
main options are considered: i) a “powered Swing-By”, that consists in a passage by a
celestial body combined with the application of an impulse in the spacecraft, and ii)
the “tethered Swing-By” maneuvers, where the rotation of the velocity vector is
obtained through a system that connects the spacecraft to a celestial body, using a
cable. Both maneuvers generate modifications in the trajectory of the spacecraft. The
main goal is fuel economy in space mission. The "powered Swing-By" has already
been studied in the literature, and an extension to consider a system whose orbits of
the primaries are elliptical around a common center of mass is made here. The results
show that applying an impulse in different directions and points of the trajectory,
combined with the gravitational part of the maneuver, optimize the energy gain or
loss of the spacecraft. The “tethered Swing-By” maneuver is the combination of the
standard Swing-by with the slingshot effect generated by a tether attached to the
surface of a body with the spacecraft at the other end. It is assumed that the structure
of the tether is already fixed in the body, in an equilibrium point, ready to receive the
spacecraft. The equilibrium conditions, stability and force to allocate the tether, are
presented for different systems with regular and irregular forms. The motivation of
this work is to collaborate in studies to send a spacecraft to an asteroid, inspired by
the ASTER mission, which is a mission proposed by several Brazilian institutions and
under study at this moment. At this stage, the spacecraft should use a passage by the
Moon to increase its energy, so the possibilities studied here can be considered for the
mission, in particular the "powered Swing-By".

Keywords: Astrodynamics, Orbital maneuvers, Powered Swing-By, Artificial satellite
Impulsive maneuvers, Tethers.
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1 INTRODUCAO

Manobras orbitais (PRADO; RIOS NETO, 1993; PRADO; KUGA, 2001) sao
extremamente importantes em quase todos os tipos de missdes. Diversas linhas de
trabalho estdo incluidas dentro dessa categoria. Um tipo particular, que seré abordado
no presente trabalho, se constitui no conjunto conhecido como “Manobras de Swing-
By”. Elas séo usadas em missOes espaciais para enviar sondas a alvos como planetas,
luas ou asteroides, com a intencdo de fazer uma passagem préxima ou orbitar o corpo.
Ela pode também ser usada para provocar a captura ou escape de uma sonda em relacdo

ao corpo celeste.

Neste trabalho o objetivo ¢ estudar manobras derivadas do “Swing-By” que s&o
executadas através do uso de um terceiro corpo com o qual o veiculo espacial se
aproxima. O primeiro caso é o “Swing-By propulsado” e o segundo o “Swing-By

assistido por cabo”, e ambos serdo apresentados.

Quando um veiculo espacial passa proximo a um corpo celeste e usa a gravidade deste
corpo para alterar sua oOrbita, chamamos de “manobra de Swing-By puro” ou “manobra
de Swing-By padrdao”. Essa altera¢dao inclui modificagdo da velocidade, energia e
momento angular do veiculo espacial. Esse € um tipo de manobra conhecido na
literatura, ja usado em missdes espaciais, cujo principal objetivo € a economia de
combustivel, considerando que o Swing-By € equivalente a aplicacdo de um impulso

com gasto de combustivel zero.

Este trabalho apresenta um estudo sobre a manobra de Swing-By propulsado em
sistemas com primarios em Orbitas elipticas. Além de resultados numéricos para
diferentes condicGes iniciais, foi feito também um estudo analitico da variacdo da
velocidade, energia e momento angular da manobra pura e propulsada, analise da
eficiéncia do Swing-By propulsado quando comparado a um Swing-By puro com
impulso aplicado fora da esfera de influéncia do corpo secundario e, por fim, analise da

sensibilidade dos parametros envolvidos na manobra de Swing-By propulsado.

A manobra assistida por cabo € conhecida na literatura, inclusive com propostas
recentes da criacdo de "Portais™ de escape e captura (PRADO, 2015; 2016) se utilizando
de sistemas baseados em cabos fixos em luas ou asteroides. Porém, ndo existem estudos

mais detalhados sobre esse assunto e o presente trabalho se propde a dar mais um passo



nessa direcdo, utilizando os pontos de equilibrio para um cabo espacial. Este € um
assunto bastante considerado na literatura com o objetivo de instalagdes de “péndulos
orbitais” e “elevadores espaciais™, para construir essas estruturas que funcionem como
portais para as manobras. Essa situacdo sera estudada com vistas a aplicacfes em luas
planetarias, com a ideia de capturar o veiculo espacial em relacdo ao planeta central, e
em asteroides, com o0 objetivo de enviar veiculos espaciais para o0s planetas do sistema

solar exterior ou mesmo para fora do sistema solar.

A proposta neste trabalho para esta manobra segue as ideias de Prado (2015). O objetivo
¢ otimizar a variacdo da energia e estudar o problema de captura ou escape do veiculo
espacial. Para ajudar a reduzir os problemas tecnolégicos relatados para a fase de
ancoragem, a proposta € construir uma estrutura fixa na lua. Neste caso, uma grande
rede seria fixada na extremidade do tether, que tem a outra ponta presa na lua. O veiculo
espacial apenas necessita ser manobrado para alcancar a rede. A manobra funciona da
seguinte forma: o veiculo espacial se aproxima da lua com uma dada velocidade, entéo
ele é conectado ao tether pela rede, que servird como dispositivo de ancoragem. Em
seguida é feita uma rotacdo em torno da lua, durante o tempo em que o tether esta ativo.
Esta rotacdo pode servir para lancar o veiculo espacial em direcdo ao planeta forcando
sua captura, ou como uma catapulta langando o veiculo para um ponto distante do

sistema.

Além do sistema Terra-Lua, outros sistemas de planeta e lua foram usados no estudo.
Sao eles: Jupiter-Adrastea, Jupiter-Thebe, Saturno-Daphnis, Urano-Cordélia e Netuno-
Naiad. Estes foram escolhidos por que: i) as luas sdo pequenas, requerendo cabos mais
curtos a fim de facilitar o trabalho de engenharia a ser feito; ii) eles tém velocidade
orbital alta, que ¢ um dos principais parametros que define a quantidade de energia
obtida pelo veiculo espacial; iii) tem ressonancia de spin-Orbita 1:1, o que significa que
eles mantém a mesma face para o planeta, evitando os problemas de movimento relativo

durante a manobra.

O equilibrio em torno de um sistema de corpos com formas irregulares, assumidas
serem elipsoides, também foi analisado. A irregularidade dos corpos foi descrita pelos
coeficientes de expansdo dos harmonicos esféricos. O estudo foi aplicado aos sistemas
de asteroides binarios sincronos (3169) Ostro e (90) Antiope, ambos pertencentes ao

cinturdo principal de asteroides.



A principal motivacdo do presente trabalho é colaborar nos estudos para o envio de um
veiculo espacial a um asteroide, inspirado na missdo ASTER, que é uma missao
proposta por diversas institui¢des brasileiras e em fase de estudos. Nessa etapa o veiculo
devera se utilizar de uma passagem pela Lua para aumentar sua energia, sendo assim as

possibilidades aqui estudadas podem ser consideradas pela missao.

O capitulo 1 apresenta a introducdo e uma revisdo bibliogréafica sobre os assuntos aqui
abordados. O capitulo 2 apresenta um estudo analitico da manobra de Swing-By puro e
propulsado. O capitulo 3 apresenta 0 modelo matematico do problema restrito eliptico
de trés corpos e do Swing-By propulsado. Os resultados para a manobra de Swing-By
propulsado para o caso particular de quando o impulso é aplicado no periapsis da Orbita
do veiculo espacial (68 = 0°) e quando o ponto de aplicacdo do impulso na trajetoria €
variado (mudancas no valor de 8) sdo mostrados no capitulo 4. O capitulo 5 apresenta a
eficiéncia da manobra de Swing-By propulsado e o capitulo 6 a anélise da sensibilidade
dos pardmetros envolvidos na manobra. Ja o capitulo 7 expde a manobra de Swing-By
assistida por cabo, o qual é subdividido em: modelo matematico do tether, condicGes de
equilibrio, estabilidade, tensdo no cabo e ganho de energia obtido na manobra. Os
capitulos 8 e 9 apresentam os pontos de equilibrio, estabilidade e forca do tether, para
corpos regulares e irregulares, respectivamente. No capitulo 8 o estudo é feito para
diferentes sistemas de planeta-lua e no capitulo 9 a abordagem é para sistemas de
asteroides binarios. As limitagcfes préaticas do trabalho sdo apresentadas no capitulo 10.

Por fim, sdo apresentadas as conclusdes no capitulo 11.

1.1. Revisdo Bibliografica

Minovitch (1961) foi o autor de um dos primeiros e mais importantes documentos sobre
manobras de Swing-By. Ele mostrou os fatos béasicos sobre Swing-Bys quando
aplicados a trajetorias de veiculos espaciais. Uma descricdo deste trabalho desenvolvido
por Minovitch esta disponivel em Dowling et al. (1990, 1991). Em relacdo as aplicactes
praticas, Flandro (1966) projetou as missbes Voyager, baseado em equacdes
desenvolvidas por Minovitch. Depois disto, manobras de Swing-By nos grandes
planetas do Sistema Solar foram usadas para obter energia e ajudar o veiculo espacial a
alcancar seus objetivos. A missdo Galileo também usou a manobra de Swing-By
padrao, como mostrado em D’ Amario et al. (1981, 1982) e Byrnes e D’Amario (1982) e
as missdes Messenger e BepiColombo enviadas para Mercurio (McNUTT et al., 2004;



McNUTT et al., 2006; GRARD, 2006; JEHN et al., 2008). Mais misses sdo mostradas
em NASA (2010) e JHU/APL (1999-2016).

A manobra de Swing-By pode também contribuir para a captura de veiculos espaciais
pelo corpo celeste, como mostrado em Nock e Upholf (1979), Lynam et al. (2011) e
Brasil et al. (2015).

Alguns autores estudaram a combinagdo da manobra com uma passagem da sonda pela
atmosfera de um planeta, conhecida como “manobra de aero-gravidade assistida”
(LEWIS; McCRONALD, 1992; SIMS et al., 1995; LOHAR et al., 1996; BONFIGLIO et
al., 2000; SIMS et al., 2000; LAVAGNA et al., 2005; ARMELLIN et al., 2007). O
estudo de manobras considerando uma nuvem de particulas foi feito por Gomes e Prado
(2010).

Gomes et al. (2015) estudaram situacdes em que o encontro proximo é suficientemente
perto da superficie da Terra, de tal forma que a sonda atravessa a sua atmosfera,

considerando forcas de arrasto e de sustentagéo.

Trabalhos foram desenvolvidos combinando a manobra de Swing padrdo com um
impulso aplicado no veiculo espacial em algum ponto da trajetoria, com o objetivo de
otimizar a manobra. Chamado de “Swing-By propulsado” o uso desta manobra ¢ ideal
quando a energia obtida a partir da manobra de Swing-By puro ndo é o suficiente para
atender as necessidades da misséo.

Uma combinacdo de baixo empuxo e gravidade assistida foram usadas nos trabalhos de
McConaghy et al. (2003) e Okutsu et al. (2006). O caso particular do Swing-By
propulsado, considerando a 6rbita dos primarios como circulares, foram estudados em
Prado (1996), Silva et al. (2013a, 2013b) e Ferreira et al. (2015).

Prado (1996) mostrou como funciona a manobra de Swing-By propulsado com a
condicdo de que o impulso seja aplicado no veiculo espacial exatamente no instante de
sua passagem pelo periapsis da oOrbita (ponto mais proximo entre o veiculo espacial e 0
corpo secundario) e em um ponto apos a saida do veiculo espacial da esfera de
influéncia do corpo celeste. A ideia foi mostrar a eficiéncia da manobra e o local onde é

mais interessante aplicar o impulso.



O trabalho de Silva et al. (2013a) apresenta a varia¢ao da energia do veiculo espacial na
manobra, para o impulso aplicado antes ou depois do periapsis da 6rbita, na vizinhanca
do corpo secundario. Silva et al. (2013b) estudaram a aplicacdo do impulso durante o
encontro préximo, analisando apenas o maximo ganho de energia. Ambos os trabalhos
contém apenas resultados parciais. O resultado completo e detalhado para o caso com
impulso aplicado no periapsis da orbita do veiculo espacial, incluindo andlise de
méaximo ganho e perda de energia, foi apresentado em Ferreira et al. (2015).

O presente trabalho visa o estudo da manobra de Swing-By propulsado realizada em um
sistema onde os corpos primarios estdo em oOrbitas elipticas em torno de seu centro de

massa comum.

Sistemas elipticos sdo numerosos no mundo real e ha varios estudos relatados para esta
dindmica. Broucke (1969) estudou a estabilidade das oOrbitas periddicas no problema
restrito eliptico de trés corpos. Um exemplo de sistema altamente excéntrico no Sistema
Solar é o planeta ando Haumea, que tem uma lua com excentricidade préxima de 0,25
(SANCHEZ et al., 2016). Uma primeira observacdo de manobras neste sistema é
mostrado em Ferreira et al. (2016). Também relacionado com a presente pesquisa,
Prado (1997) estudou a manobra de Swing-By puro (sem impulso) para o caso eliptico.
Outra possivel aplicacdo de manobras envolvendo uma passagem préxima e aplicacdo
de impulsos em sistemas altamente elipticos sdo asteroides do sistema solar. Uma
missao interplanetaria pode se utilizar desses corpos para enviar um veiculo espacial
para os planetas exteriores ou mesmo para fora do sistema solar. Essas passagens
préximas teriam também a funcdo de observar esses corpos, o que faria das passagens
proximas uma necessidade cientifica da missdo, independente dos ganhos de energia

gue possam ser obtidos.

Sobre a manobra de “Swing-By assistida por cabo”, ou “Tethered Sling Shot Maneuver
(TSSM)”, a ideia vem do conceito de tethers espaciais. Um tether espacial consiste em
dois ou mais veiculos espaciais conectados por um fino cabo que orbitam um corpo
celeste (BELETSKY:; LEVIN, 1993; TROGER et al., 2010). Os “tethers” mais comuns
na literatura sdo os que permitem a transferéncia de energia e momento angular entre 0s
objetos (CARTMELL; MCKENZIE, 2008). O tamanho do cabo pode variar de metros a

milhares de quilémetros. Ha outros estudos para os tethers espaciais, tais como geragédo



de energia na atmosfera, elevador espacial para transporte de carga e outros
(ARTSUTANOQV, 1979; PEARSON, 1978; PEARSON, 1979).

O “Swing-By assistido por cabo” ou “Tethered Sling Shot Maneuver (TSSM)”
(PENZO; MAYER, 1986; PUIG-SUAI et al., 1995; THOMPSON; STERN, 1995;
LANOIX, 1996; LANOIX; MISRA, 2000; PRADO, 2015) é uma manobra onde uma
extremidade do cabo é ancorada em um corpo celeste e a outra em um veiculo espacial.
Esta configuragdo faz o veiculo espacial rotacionar em torno do corpo em um dado
angulo, fazendo modificacbes mais significativas na trajetoria do veiculo espacial
quando comparado a manobra de Swing-By puro. Esse maior ganho de energia ocorre
devido a um angulo maior de giro proporcionado pelo cabo, quando comparado ao giro
dado exclusivamente pela gravidade do corpo.

Penzo e Mayer (1986) aplicaram o conceito a asteroides, com o objetivo de enviar
sondas a planetas exteriores. Thompson e Stern (1995) estudaram caracteristicas de
materiais para a estrutura do tether. Lanoix (1996) considerou problemas de massa e
tensdo do tether. Lanoix e Misra (2000) estudaram manobras para asteroides proximos
da Terra (NEAS), considerando os problemas de ancoragem e o projeto do tether. Prado
(2015) apresentou um estudo do problema de captura do veiculo espacial pelo planeta
usando este tipo de manobra em uma das luas do planeta. Ele considerou uma manobra
onde a sonda carrega o cabo a bordo e usa um dispositivo de ancoragem para fixar a

corda na lua.

A ideia de Prado (2015) tem problemas complexos de engenharia a serem resolvidos.
Mesmo sendo um cabo fino, ele requer um espagco grande para ser armazenado na
sonda. Além disso, aumenta também a massa que tem que ser lancada a partir da Terra.
Este é um problema relevante quando consideramos pequenas sondas, com espaco e
massa muito limitados. O segundo problema é a fase de ancoragem da missdo. O
veiculo espacial aproxima-se da lua com a velocidade muito alta, o que disponibiliza um

tempo curto para a manobra de ancoragem. Se esta manobra falhar, a misséo é perdida.

Um dos problemas abordados nesta pesquisa é encontrar os pontos de equilibrio, em
torno do corpo celeste, para alocar o mecanismo de ancoragem da sonda. Eles sdo
pontos onde a for¢a resultante é zero no topo do tether. O raio do corpo é considerado
finito (PEARSON, 2004; PEARSON et al., 2005; LEVIN, 2005), a massa do tether
negligenciada e o tamanho do tether obtido a partir das condi¢bes de equilibrio. A
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analise foi feita para o tether ancorado em diferentes posi¢des da superficie do corpo. O
veiculo espacial pode se mover no espaco tridimensional e ndo influencia 0 movimento

dos corpos primarios.

A anélise de um ponto de equilibrio é importante, porque uma particula posicionada
neste ponto com velocidade inicial zero ird permanecer indefinidamente neste ponto.
Alguns trabalhos disponiveis na literatura apresentam estudos relacionados ao
equilibrio, como o de Blitzer (1979), que estudou o equilibrio e a estabilidade de um
péndulo em um veiculo espacial em orbita. Ele verificou que o nimero, a orientacéo e a
estabilidade dos pontos de equilibrio dependem do comprimento do péndulo e a
localizacdo do ponto de ligacdo em relacdo ao centro de gravidade do veiculo espacial.
Sarychev (1999) apresentou um estudo do equilibrio de um péndulo duplo em uma
orbita circular. Burov e Troger (2000) apresentaram o equilibrio relativo de um péndulo
orbital suspenso em um tether. Lavagna et al. (2005) apresentaram solucdes analiticas
para as configuracGes de equilibrio, em relacdo ao sistema de referéncia da 6rbita, para
um sistema espacial articulado de trés corpos. Guerman (2003) estudou o equilibrio de
uma cadeia de varios corpos no plano da érbita. Em 2006, Guerman sugeriu um estudo
analitico de um sistema que consiste em um numero arbitrario de veiculos espaciais
conectados, em uma Orbita circular. O objetivo da andlise foi determinar todas as
configurac@es de equilibrio espacial do sistema. Sobre elevadores lunares, Burov et al.
(2014a) fez o estudo variando o tamanho do cabo e com leis de controle para esta
variagdo. Burov e Kosenko (2014) estudaram o movimento de libragdo de um elevador
lunar. H& também a analise do equilibrio relativo na vizinhanca dos pontos colineares
(BUROV; RICARD, 2005; BUROQV et al., 2011) e triangulares (BUROV; KOSENKO,
2007). Burov et al. (2014b) apresentou uma andlise das condicdes de existéncia das
configuragdes de equilibrio para um tether ancorado na superficie da Lua.

A estabilidade dos pontos de equilibrio e a forca que age no tether em cada ponto
também serdo analisadas. Para o veiculo espacial conectar-se ao tether durante a
manobra é necessario que a forca sobre o tether seja de tragdo e, preferencialmente, o

equilibrio seja estavel.

Os detalhes de engenharia da aplicacdo do tether ndo estdo no escopo dessa pesquisa. A
literatura tem varios trabalhos considerando alguns desses pontos (PENZO; MAYER,
1986; PUIG-SUAI et al., 1995; THOMPSON; STERN, 1995; LANOIX, 1996;



LANOIX; MISRA, 2000). Também ndo sdo estudadas aqui as manobras necessarias
para colocar o dispositivo de ancoragem do veiculo espacial de volta para a sua posi¢do
apo6s a sua utilizacdo em uma manobra. Presume-se sempre que o dispositivo esta
localizado em pontos de equilibrio quando o veiculo espacial chega ao sistema e

conecta-se na rede.



2 ESTUDO ANALITICO DA MANOBRA DE SWING-BY PURO E
PROPULSADO

Sera efetuado um estudo analitico da manobra de Swing-By puro e propulsado,

desenvolvida em sistemas com primarios em Orbitas elipticas em torno de um centro de

massa comum.

Em 1988, Broucke apresentou um trabalho sobre a manobra de gravidade assistida, ou
Swing-By, para sistemas com oOrbitas circulares. Ele desenvolveu equacgdes analiticas
para a variacdo da velocidade, energia e momento angular do veiculo espacial em
funcdo de pardmetros que descrevem a Orbita inicial do veiculo. A manobra é
desenvolvida em torno do corpo secundario (M) e as variacdes calculadas em relacédo

ao corpo primario do sistema (My).

Partindo da ideia de Broucke, este trabalho visa apresentar as equacfes analiticas da
manobra de Swing-By para sistemas com primarios em Orbitas elipticas. Sabe-se que a

excentricidade da oOrbita dos primarios e a anomalia verdadeira do corpo secundario

mudam o comportamento da velocidade de M, (172), que deixa de ser constante. A
variacdo dos parametros é dependente desta velocidade, logo é necessario um estudo

detalhado da influéncia destes parametros na manobra.

2.1. Equac0es analiticas da manobra de Swing-By puro

Na manobra de Swing-By puro o veiculo espacial usa apenas a gravidade do corpo M,
para modificar sua trajetdria. Na Figura 2.1 da geometria da manobra, M,, M, e M5 S&o:
0 corpo primario com maior massa, 0 corpo secundario e o veiculo espacial,

respectivamente. 7, € o raio do periapsis da orbita do veiculo espacial, P o periapsis de
sua Orbita e 17,, a velocidade do veiculo no periapsis. ¥ € o angulo de aproximacao, que
define a orientacdo do Swing-By. I7}nf_ e 17}nf+ sdo as velocidades de aproximacao e
afastamento em relacdo ao corpo secundario, respectivamente, e 25 € a deflexdo total da

manobra. V, é a velocidade do corpo secundario em torno do centro de massa do

sistema, que no caso da orbita eliptica varia de acordo com a posic¢ao do corpo na orbita.

B é o angulo entre V, e a linha que conecta os primarios.



Figura 2.1. Geometria da manobra de Swing-By puro (adaptado de Prado, 1996).
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A Figura 2.2 apresenta os vetores velocidade envolvidos na manobra.

Figura 2.2. Vetores velocidade envolvidos na manobra de Swing-By (adaptado de Prado,
1996).

P+ 180°

>
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Na manobra de Swing-By puro l7inf_ e l7inf+ sdo iguais em magnitude, mas ndo em

— — —

direcdo. Logo Vipr— = Vippy = Ving. Vi = Vinp— + V, € 0 vetor velocidade do veiculo
espacial antes do encontro proximo e V, = Vi,r, + V, 0 vetor velocidade do veiculo
espacial depois do encontro proximo, ambos em relacdo a M;. A variacdo da velocidade
do veiculo espacial é dada por AV =V, —V, e a variagdo das componentes da

velocidade sdo dadas por AX e AY.
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> {X = Ving €05(90° + 4 = 8) = ~Vipssen(y — 6) (21)

=y = Ving sen(90° + ¢ — §) = +Viprcos(ip — 6)

Yy = Vips sen(90° + ¢ + 6) = +Viyrcos(y + 6)

Vinp+:

_ {X+ = Vins c0s(90° + ¢ + 8) = —Viprsen(y + 6)

{AX = —2Viur Sen & cos (2.2)

AY = —2Viny sen § senyp

Portanto, a variacdo da velocidade para um sistema com orbitas elipticas é dada por:

AV = |AV| = 2V,,rsen 8, @3)

1

ToVin 2\
<1+me>
7

o - P . N . P 1,2 =
O proximo passo é calcular a variacdo da energia, que é dada por AE = > (VE—-V# ou

para sen § =

AE =V, - AV (BROUCKE, 1988; BARGER; OLSSON, 1973).

Temos que 172 é a velocidade orbital de M,. Logo:

{VZx = -V, cosf (2.4)

Véy = V& SeTlﬁ

n = . ] , - W
O angulo entre V, e a linha que conecta os primarios € B = cos 1<—V—r). Sendo
2

_ (1-w) . . _ _ 2 1 .
V. =e a(iez) SV a velocidade radial da lua, V, = J(l ) (d a) a velocidade

orbital da lua, u o parametro de massa do corpo secundario, a 0 semieixo maior da

Orbita dos primarios, e a excentricidade da O¢rbita dos primarios, v a anomalia

. 1—e? e A ..
verdadeirade M, e d = a(—esl a distancia entre os primarios.

1+eco

A variacdo da energia de um veiculo espacial em funcdo dos trés parametros
independentes relacionados ao Swing-By e aos parametros relacionados a

excentricidade da orbita é dada por AE.
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2.5)
AE = 2V Vasend cos(y + )

As subsecOes a seguir apresentardo as configuracdes de méximo ganho e maxima perda
de energia, além de um estudo do erro obtido entre o estudo analitico e 0 numérico para

a variacdo da energia.

A variacdo do momento angular também serd apresentada. Sabe-se que 0 momento
angular é igual ao produto vetorial da posicdo pela velocidade, logo C=dx
Sabemos também que o Swing-By muda a orbita do veiculo espacial instantaneamente,
logo d, que € a posicdo do corpo secundario em relacdo a M;, devido a aproximacao
“patched conics”, ¢ o mesmo nos dois instantes. Entao, se considerarmos C_=dx 17)1- 0
momento angular calculado antes do Swing-By e 5+ =d x 17; 0 momento angular
calculado depois do Swing-By, podemos fazer a diferenga entre eles e teremos a
variagio do momento angular AC = d x (¥, — V;) = d x AV. Os médulos de d e AV
sdo conhecidos e o0 angulo entre eles também (ver Figura 2.2).
(2.6)
AC = |A5| = 2dV;,rsendsen(180° + ¢) = —2dV;,rsendseny)

B a(l—e?)

=-2 mVinfsen(? Senl/)

2.1.1. Configuracdes de maximo ganho e perda de energia

Para sistemas com Orbitas circulares, o veiculo espacial perde energia quando 0° < ¥ <
180°, com perda maxima em y = 90°. E ganha energia quando 180° < y < 360°, com
ganho méaximo em y = 270° (BROUCKE, 1988).

Para sistemas em oOrbitas elipticas, examinando a Equagéo 2.5, temos que Vi, V; €
sen § sdo sempre positivos (0 < § < 90°), logo a orientagdo do Swing-By em relagéo a
M,, dada por 1, e a orientacdo de V,, dada por S, € que definem o sinal de AE. A regido
de perda de energia ocorre para 90° < ¥ + 8 < 270°, com perda maximaem ¢ + f =
180°. A regido de ganho é —90° < ¥ + B < 90°, com ganho mé&ximo em Y + 8 = 0°
oup + B = 360°.

12



O efeito do Swing-By puro é nulo quando ¥y + 8 = 90°ou ¢ + 8 = 270°.

A Figura 2.3 é um gréfico referente a Eg. 2.5 que mapeia a variacdo da energia para
diferentes valores de ¥ e 8, para um sistema com massa similar a Terra-Lua, r, = 1.1

raios da Lua, Vs = 1.0 u.c., excentricidade igual a 0.1 e v = 0.

Figura 2.3. Variacdo da energiaparae = 0.1 e v = 0°.

360

270 +
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; = 0 % T
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A Figura 2.4 é um destaque da variacdo da energia em funcdo de B, para yp = 90° e
P = 270°.

Figura 2.4. Variacdo da energia parae = 0.1, v = 0%y = 90° e ip = 270°.
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Quando ¥ = 90°, a méxima perda € em B = 90° e 0 maximo ganho em g = 270°.
Quando ¥ = 270°, a maxima perda é em = 270° e 0 méximo ganho em 8 = 90°. A

variacdo de energia é nula quando 8 = 0° ou 8 = 180°.

Note que a andlise da manobra para um sistema eliptico coincide com o caso circular
quando a lua esta no periapsis ou apoapsis de sua Orbita. Isto porque, nestes casos com
B =90° e no caso circular, onde g é sempre 90°, 0 ponto de maximo ganho é em
Y = 270° e maxima perda em y = 90°, para ambos 0s casos. O Swing-By tem

variacdo de energia nula paray = 0° ou yp = 180°.

2.1.2. Comparacao entre os resultados obtidos pelo método analitico e numérico

O objetivo é mostrar a diferenga que ocorre nos resultados da variacdo da energia
quando o estudo ¢ feito analiticamente, usando a aproximacao ‘“patched-conics” e,

numericamente, integrando as equacdes do movimento do veiculo espacial.

A aproximagdo “patched-conics” ¢ um método de simplificacdo dos calculos da
trajetoria de um veiculo espacial em um ambiente com Vvarios corpos envolvidos. A
trajetoria € analisada por partes. Quando o veiculo esta dentro da esfera de influéncia de
um corpo, a forca gravitacional dos outros corpos é desconsiderada e assim a trajetéria é
calculada por partes. O estudo numerico integra as equag¢des do movimento do

Problema Restrito Eliptico de Trés Corpos no tempo, obtendo os dados desejados.

Em 2007, Prado apresentou um trabalho com a comparacgdo dos resultados analiticos e
numéricos da manobra de Swing-By no sistema Sol-Jupiter, considerando a Orbita dos
primarios como circulares. Nesse estudo ele mostrou que, para diferentes condi¢bes
iniciais, o erro entre os dois métodos chega a até + 5%. Nos casos onde o erro é
positivo, o modelo “patched-conics” superestimou os efeitos do Swing-By. Quando o
erro foi negativo, o modelo “patched-conics” subestimou os efeitos do Swing-By. Isto
ocorreu para condi¢des com variacdo de energia proximas ou igual a zero. Para estas

situagdes o0 método de aproximacao “patched-conics” tem uma precisao limitada.

Neste trabalho o erro absoluto entre os modelos seré apresentado pela diferenca entre a
variagdo da energia usando o método “patched conics” e a variagdo da energia usando o

Problema Restrito Eliptico de Trés Corpos.
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A Tabela 2.1 apresenta a variacdo da energia usando o méetodo numerico, analitico e o

erro absoluto entre eles para e = 0.1.

Tabela 2.1 — Comparacdo da variacdo da energia usando o método analitico e numérico para

e =0.1.
v (°) AE umérico (U.C) AE g haiitico (U.C) Erro Absoluto (u.c)
Y = 90°
0 -1.6668 -1.5611 0.1057
90 -1.5596 -1.4192 0.1404
180 -1.4452 -1.2773 0.1679
270 -1.5585 -1.4192 0.1393
Y = 270°
0 1.6668 1.5611 -0.1057
90 1.5585 1.4192 -0.1393
180 1.4452 1.2773 -0.1679
270 1.5596 1.4192 -0.1404

A Tabela 2.2 apresenta a variacdo da energia usando o método numeérico, analitico e o

erro absoluto entre eles para e = 0.3.

Tabela 2.2 — Comparacdo da variacdo da energia usando o método analitico e numérico para

e =0.3.
v (°) AE umérico (U.C) AE g aiitico (U.C) Erro Absoluto (u.c)
P =90°
0 -1.8932 -1.9243 -0.0311
90 -1.6167 -1.4803 0.1364
180 -1.2542 -1.0362 0.2180
270 -1.5997 -1.4803 0.1194
P = 270°
0 1.8932 1.9243 0.0311
90 1.5997 1.4803 -0.1194
180 1.2542 1.0362 -0.2180
270 1.6167 1.4803 -0.1364

A Tabela 2.3 apresenta a variacdo da energia usando o método numérico, analitico e o

erro absoluto entre eles para e = 0.5.
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Tabela 2.3 — Comparacdo da variacdo da energia usando o metodo analitico e numérico para

e = 0.5.
v (°) AE umérico (U.C) AE shaiitico (U.C) Erro Absoluto (u.c)
P =90°
0 -2.2520 -2.4458 -0.1938
90 -1.7468 -1.6305 0.1163
180 -1.0943 -0.8153 0.2790
270 -1.8438 -1.6305 0.2133
Y = 270°
0 2.2520 2.4458 0.1938
90 1.8438 1.6305 -0.2133
180 1.0943 0.8153 -0.2790
270 1.7468 1.6305 -0.1163

O erro nos casos apresentados € maior que 5%, pois mostram os resultados maximos
obtidos para o caso circular no sistema Sol-Jupiter (PRADO, 2007) e com valores
proximos aos resultados obtidos no caso circular do sistema Terra-Lua (PRADO, 1996).
Este comportamento é esperado, devido ao parametro de massa Terra-Lua e a
excentricidade da ¢rbita dos priméarios. Quanto maior for o parametro de massa do

sistema, maior também sera a diferenca entre os resultados obtidos. Ja a excentricidade

faz a velocidade do corpo secundario (172) ter um comportamento diferente para cada

posicdo de M, na Orbita.

Note que para a maioria dos casos com ¥ = 270° o erro é negativo, isso significa que o
modelo “patched-conics” subestima o ganho de energia perto do ponto de efeito
maximo do Swing-By. Para 0s casos com i =90°, o modelo “patched-conics”

superestima o ganho de energia do veiculo espacial.

2.2. Equacdes analiticas da manobra de Swing-By propulsado

A manobra de Swing-By propulsado é a combinacdo da manobra de Swing-By puro
com a aplicacdo de um impulso no momento em que o veiculo espacial passa pelo
periapsis da orbita em torno de M,. O impulso é aplicado no plano dos primarios, porém
com magnitude e direcdo variaveis. A descricdo da primeira parte da trajetoria do
veiculo espacial, antes da aplicacdo do impulso, permanece similar a da manobra de

Swing-By puro. A segunda parte da trajetoria € modificada devido ao impulso. A
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magnitude do impulso é dada por 6V e a dire¢do do impulso definida por @ (&ngulo

entre o vetor velocidade do veiculo espacial no periapsis e o vetor impulso).

Para este caso a manobra também é desenvolvida em um sistema de priméarios com
Orbitas elipticas. Logo, a excentricidade da 6rbita dos primarios, a anomalia verdadeira
do corpo secundario e a velocidade do corpo secundario, que varia de acordo com sua

posicao na Orbita, serdo consideradas.

Sabemos que o vetor velocidade AV é dado pela diferenca entre 17; e 171-, e que l7i =

Vinf— +V, e V,= inf+ T V,. Logo AV = \/(Vox - Vix)2 + (V;Jy - Viy)z- As
componentes de 172 sdo descritas pela Equacdo 2.4, I7inf_ € 0 mesmo descrito para a

manobra pura, para Vi,r = Vipe- (Eq. 2.1) e I7mf+ é reescrita para a manobra

propulsada.
; o 2.7
X, = Vl-nf+ cos(90° =8 +yY +0) = —Vinf+S€TL(l/J —-4§+0)
Vinreid .
ey, = Ving, 5en(90° = & + Y + 0) = +V;ps _cos(h — & +0)
Sendo 0 a deflexéo total para a manobra (angulo entre I7mf_ e 17}nf+), temos:
Vix = —Vipg_sen(yp — 6) — V, cos B, (2.8)
Viy = Ving_cos( — &) +V, senf, (2.9)
Vo = ~Vinpssen( — 8 + ) — V; cos B, (2.10)
(2.11)

Voy = Vinpscos(p — 6 + 0) + V; senf.

Usando a conservacdo de energia, calcula-se a velocidade do veiculo espacial no

periapsis da drbita antes da aplicagdo do impulso: V,_ = /Vinf_z + Zr—“ A velocidade do
14

veiculo espacial no periapsis da Orbita depois da aplicagdo do impulso é dada por

Vpy = \/Vp_z + 0V? + 2V,_6V cos a. Logo, a velocidade de afastamento do veiculo
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espacial depois do impulso é Vi,r, = /Vpﬁ—i—”. SituacBes onde V,,,* —i—”< 0
p 4

significam que o veiculo espacial ndo escapou da drbita em torno do corpo secundario.

O semieixo maior da orbita depois do Swing-By é dado por ag = I% para valores
inf+

8V2-v,_%2-v,,?
— P P10

. A 4 ) — ool
de Vi, s+ maior que zero, e o angulo entre V,_ e V,, € A = cos ( v, Vs

momento angular h, o semilatus rectum p e a excentricidade da segunda Orbita sdo

2
calculados. As equagOes sdo h = 7, V. sen(90° — 1), p = % ee; = /1 + aﬁ.

rﬁ — 1)) do veiculo

. . . _ 1
Em seguida calcula-se a anomalia verdadeira f, = + cos™?! (e—(
14

S
espacial, em torno do corpo secundério, na érbita ap6s a aplicacdo do impulso. Este € o
angulo de deflexdo entre 7, e r,,,, sendo 7,,, 0 raio do periapsis da segunda orbita. A

anomalia verdadeira das assintotas da segunda Orbita do veiculo espacial, depois do

impulso, é dada por fi, = cos™! (— ei) Logo, © =6 — fy + fiim — 90°. Sendo

§ =sen™?! ( ) 0 angulo de deflexdo da manobra antes do impulso.

1+(1pVing?/1t)
O valor de a define se f, é positivo ou negativo. Se 0° < a < 180°, o0 veiculo espacial
é enviado na direcdo contraria ao corpo secundario, logo ja tera passado pelo periapsis
da segunda orbita e a anomalia verdadeira f; é positiva. Se —180° < a < 0°, 0 veiculo
espacial é enviado na direcdo do corpo secundario e ainda passara pelo periapsis da
segunda Orbita. Logo, a anomalia verdadeira f; é negativa. A Figura 2.5 apresenta a

geometria da manobra de Swing-By propulsado.
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Figura 2.5. Geometria da manobra de Swing-By propulsado (adaptado de Prado, 1996).

Trajetoria depois do impulso

Trajetoria antes
do impulso

cCM

1

A Figura 2.6 mostra os vetores velocidade envolvidos na manobra.

Figura 2.6. Vetores velocidade envolvidos na manobra de Swing-By propulsado.

M, — M,

Trabalhando com essas informacdes, a variagdo da velocidade para uma manobra de
Swing-By propulsado com primérios em Orbitas elipticas pode ser encontrada.
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(2.12)

AV = JVinf—z + l’:[nf+2 - Zme_me+ cos @

=6V2 + 2Vip 2 + 26V (Vip—* + 20/1) Y2 cos @ — 2V (6V2 + Vipp_? +
28V (me_z + 2u/r,) 12 cos a)lfzsen(é' + cos™?! (1/ (1+ ((rp(8V? +
me_z + 28V (me_z +2p/1) /2 cos a) (Tmef_z +2u+46Vr, (me_z +
2u/1) /2 cos @)") | WP (rpViny -2 + 200D0)Y2) * cos™ ((pVinp-2 + 1 +
0Vr, cosa (Z(me_z + 2;4/?},)1"2 + 6V eosa))/(u(1+ ((rp(6V? + me_z +
Zé‘V(me_z + IZ,u/rp)U2 cos a)(Tmef_z + 2u +

SV, Wing-2 + 20/7)""% €05 @) )/ (02 (iViny > + 20000/

A variacdo da energia é dada por AE =% (17;2 — I7i2) ou AE = 172 LAV (BROUCKE,
1988; BARGER; OLSSON, 1973).

2.13
AE = 1/2(me+2 - me—z — 2VaVipg- sen(f—8+¢) + 2V Ving+ sen(f—8+0+ U’)) ( )

= STVZ+ 8V (Vs -2 + 201/1,)*? cOS @ — VyVipp _sen(B — 6 + 1) — (8V2 + Vpp > +
28V (Vip 2 +2p1/7,) Y2 cos a)u2 cos (B +1 + cos™t (—1,! (1+ ((r, (8V2 + Vi 7 +
20V (Vip-? +2p1/1,) Y2 cos @) (1, Vips 2 + 201 + 8VT, (Vir* +2/7,) Y/ cos a)z) /
(12 (Ving 2+ 2))) Y2) T 0052 ( ((yVing 2 + 11+ 8VT, €05 @ (2 (Vimp -2 +
2u/r,) Y%+
8V cosa)) / (n(L+ ((rp(8V? + Vip 2 + 20V (Ve * + 21/1,) Y2 c0s @) (1,Vinp > +
20+ 6V, (Vs 2+ 201/1,) Y2 05 @) / (2 (Vi 2+ 2000))) ¥2) )

A variacdo do momento angular é calculada por AC =d x (17; — IZ) = d x AV. Sendo

d conhecido e as componentes do vetor AV dadas pelas equacBes 2.8 a 2.11.

Desenvolvendo o produto vetorial temos que AC = d(V,,, — V;,).
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(2.14)
AC =d(—Vipp— cos(8 — ) + Vippy cos(6 — 0 — 1))

B a(l —e?) s
T (1+ecosv) (Viny - cos(®p — &)

— (5V2 + me_z + 25V(me_2 + Z,u/:r“p)lfz cos a:)l'zzsen(u’)

+ cos~! (1 /A + (p(BV? + Vig—2 + 26V (Vin -2

+ Z,u/Tp)lfz cos CI)(Tmef_Z + 2+ é'Vrp(me_z + 2u

Jr)*? cos @)") [ (U2 (Vi -2 + 21N /) * cos ™ (G Vimp -2 + 1

+ 6V, cosa (Z(me_z + Z;L/Tp)lfz +6Veosa))/(u(1 + (rp(6VZ* + me_z
+ 25V(me_2 + Z;tj’rp)m cos a)(Tmef_z +2u + 5V?"p(me_2 + 2u

/1)1 cos @)/ (WP (1 Vi 2 + 26000) %) ))

Nas equagGes de AV, AE e AC, o termo +cos™! € positivo para a < 0 e negativo para
a > 0. A partir das equacOes analiticas somente é possivel identificar casos em que o
veiculo espacial ndo escapou da regido de influéncia do corpo secundario. N&o é
possivel distinguir entre captura e colisdo. Essa distin¢cdo somente é possivel a partir do
estudo numérico. No estudo aqui apresentado, ocorreram casos em que 0 Veiculo
espacial colidiu com o corpo, porém analiticamente foi considerada uma trajetoria que

escapou, devido as colisGes ndo serem computadas.

2.2.1. Comparagdo entre os resultados obtidos pelos métodos analitico e numérico

A comparacao entre 0os modelos analitico e numérico da variacdo da energia e do
momento angular € feita na Figura 2.7, para e = 0.1, v = 0°, r, = 1.1 raios da Lua,

Y = 270°, Viny— = 1.0 u.c., magnitude e dire¢do do impulso variando.
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Figura 2.7.

Comparacdo entre os modelos analitico e numérico.

251

05F

(AE analitico) - (AE numérico)

V=40

V=35

o (graus)

180

(a) Diferenga entre as variacOes da energia do modelo analitico e numérico

051

3v=0

(AC analitico) - (AC numérico)

25
-180

1
-135

1
135

180

(b) Diferenca entre as variacdes do momento angular do modelo analitico e

numérico

Para facilitar o entendimento da Fig. 2.7 para 0 momento angular, a diferenca entre os

métodos foi dividida por 10°.

As magnitudes das diferencas variam de aproximadamente -0.4 a aproximadamente 2.3
para a energia e de aproximadamente -2.4 a aproximadamente -0.3 para 0 momento

angular. Note que o erro € menor para valores de @« maiores que 90°, referente a energia.
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Em relacdo ao momento angular, a magnitude do erro é maior para a entre
aproximadamente -45° e 135°. Em ambos 0s casos 0 aumento da magnitude do impulso

aumenta também a magnitude do erro entre os métodos.

A regido em branco nas bordas do grafico, incompleta em relacdo a a, representa casos

em que o veiculo espacial foi capturado ou colidiu com o corpo secundario.

Para validar a equacdo analitica obtida para a variacdo da velocidade, energia e
momento angular, comparamos 0s resultados para excentricidade igual a zero com 0s
resultados apresentados em Prado (1996) para o sistema Terra-Lua, obtendo resultados

semelhantes.

O estudo analitico sera usado para calcular a eficiéncia do Swing-By, comparando o
impulso aplicado no periapsis da érbita e o impulso aplicado depois do Swing-By, fora
da esfera de influéncia do corpo secundario. E também usaremos esse estudo para

verificar a sensibilidade dos parametros envolvidos na manobra.

Usaremos 0 método numeérico para apresentar a variacdo da energia para trajetorias com
diferentes condicOes iniciais e entdo apresentar a analise dos resultados. A vantagem
deste modelo é o aumento da precisdo dos resultados, pois ndo depende de

aproximacoes, além da identificacdo de trajetdrias resultantes em capturas e colisGes.
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3 ESTUDO NUMERICO DA MANOBRA DE SWING-BY PROPULSADO

O estudo numeérico integra as equaces do movimento do Problema Restrito Eliptico de

Trés Corpos no tempo, obtendo os dados desejados.

3.1.  Problema Restrito Eliptico de Trés Corpos

O estudo aqui desenvolvido é baseado no modelo matematico dado pelo “Problema
Eliptico Restrito de Trés Corpos (PRETC)” (SZEBEHELY, 1967). O sistema é formado
por dois corpos com massas finitas, chamados primarios, e denotados por M; e M,,
sendo M, o corpo principal com a maior massa € M, o0 corpo secundario. Ha também
um terceiro corpo com massa negligenciavel, chamado M5, que se desloca sob as forgas
gravitacionais dos dois priméarios. Neste caso ele representa o veiculo espacial se
movendo em torno dos dois corpos e tem seu movimento limitado ao plano dos
primarios. Este veiculo espacial faz um encontro proximo com M,, cujo estudo é o
principal objetivo do presente trabalho. Os dois primarios M; e M, movem-se em torno
de um centro de massa comum em Orbitas elipticas. O sistema canénico de unidades €
usado e abreviado por “u.c.” Ele tem as seguintes propriedades: a massa de M, € dada

mp

por u ===~ (sendo m, e m, as massas reais de M; e M,); a massa de M; e (1 —
1 2

u), tal que a massa total do sistema é unitéria; a constante gravitacional também é

unitaria; a unidade de distancia é o semieixo maior da Orbita dos primarios; e a unidade

de tempo é definida tal que o periodo orbital dos primarios seja 2.

Figura 3.1 — Sistema de coordenadas para o Problema Restrito Eliptico de Trés Corpos.

y
s
y , &\
o
M. °°
3
o X
r
n Mz
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> X
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As equacbes do movimento no sistema fixo de referéncia com origem no centro de
massa (SZEBEHELY, 1967) s&o dadas por:

g ZAmmxx) p(x=%) (31)
r r.

go 0=y aly-y), (32)
rl r2

onde r; é a distancia entre M; e M; r, a distancia entre M, e M3; ¥ = (x,y) 0 vetor
posicdo de M; medida a partir da origem do sistema fixo, v a anomalia verdadeira de

M, em relacdo a M;; x4, y1, X, € Y, S80 as posi¢cdes de M, e M,, respectivamente.

{xl = —ud cosv (3.3)
y, = —ud senv

{xz = (1—pu)dcosv (3.9
v, = (1—p)dsenv

A distancia entre os primarios é definida por d, sendo a = 1 0 semieixo maior da érbita

dos primarios.

_a(l-e?) (3.5)
" 1+4+ecosv

Um algoritmo foi desenvolvido para integrar numericamente as equacdes do

movimento, com diferentes condicdes iniciais, para encontrar as trajetdrias de interesse.

3.2.  Swing-By propulsado

O “Swing-By propulsado” ¢ uma técnica em que o0 veiculo espacial se aproxima de um
corpo celeste e usa a gravidade deste corpo para modificar sua trajetoria, combinado
com um impulso efetuado por um sistema de propulsdo. Esta € uma manobra mais
complexa comparada com o “Swing-By padrdo”, onde apenas o campo de gravidade do

corpo celeste é usado para modificar a trajetoria.

A manobra sera feita em sistemas onde 0s dois corpos primarios estdo em Orbitas
elipticas em torno de seu centro de massa comum. O movimento do veiculo espacial é

limitado ao plano dos primarios.
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O algoritmo desenvolvido integra as equacdes do movimento do PRETC para obter a
variacdo da energia do veiculo espacial, calculada pela diferenca da energia antes e
depois da manobra propulsada. A magnitude e direcdo do impulso e o ponto da érbita
onde serd aplicado podem ser variados, podendo-se buscar os melhores resultados de

acordo com o objetivo da manobra.

A Figura 3.2 mostra uma descri¢cdo da manobra. Os eixos x e y definem o sistema fixo

de referéncia com origem no centro de massa do sistema (CM). V; é o vetor velocidade
de M, em relacdo a M,; v é a anomalia verdadeira do corpo secundério, que descreve a
posicdo de M, em relacdo a M,; 8 define o ponto de aplicacdo do impulso (ponto Q) na
oOrbita do veiculo espacial, e é o angulo entre ? er a” € 0 vetor posicao com origem
no centro de massa do sistema fixo (CM) ao periapsis (ponto P); 7 é o vetor posicdo do
veiculo espacial, com componentes x e y, obtido por integracdo numérica; ¥ é o angulo

de aproximagéo, 7, 0 vetor posicdo do periapsis, ambos especificam a posicéo inicial do
veiculo espacial, definindo sua 6rbita; 8V é o impulso aplicado; V_ é a velocidade do

veiculo espacial no ponto Q, antes da aplicacdo do impulso, e W a velocidade do
veiculo espacial no ponto Q, depois da aplicacdo do impulso. A linha cinza continua
representa a trajetéria do veiculo espacial antes do impulso, que finaliza no ponto Q,
onde o impulso é aplicado. A linha cinza tracejada € uma continuagdo imaginaria desta
trajetdria, que seria a trajetoria do veiculo espacial se ndo houvesse o impulso. No ponto
Q inicia-se a segunda parte da trajetoria do veiculo espacial, representada pela linha
preta continua, que mostra a trajetéria depois do impulso. A linha preta tracejada € uma
representacdo imaginaria da trajetoria do veiculo espacial depois do impulso, antes do

ponto Q. O angulo a descreve a direcdo do impulso, medido em relacdo a direcdo do

movimento do veiculo espacial (V:). Se —180°< a < 0° o impulso tem uma
componente na dire¢do do corpo secundario, fazendo o veiculo espacial se aproximar
dele. Se 0° < a < 180°, o impulso tem uma componente na direcdo oposta de M,,
fazendo o veiculo espacial se afastar. Para @ < —90° ou a > 90° ha uma componente
do impulso que é oposta a direcdo do movimento do veiculo espacial, causando uma
desaceleracdo. No intervalo —90° < a < 90° o veiculo espacial é acelerado pela

manobra impulsiva, porque o impulso é aplicado na dire¢gdo do movimento do veiculo.
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Se 6 =0° o0 ponto Q coincide com o ponto P. Isso significa que o impulso sera
aplicado no periapsis da Orbita do veiculo espacial. O passo a passo da manobra é

apresentado a seguir:

a) As condicBes iniciais sdo os parametros que definem o periapsis da érbita do
veiculo espacial (ponto P, Fig. 3.2) em torno de M, (x,, ¥, X, € ). Séo eles:
Ving—, a velocidade de aproximagéo do veiculo espacial com respeito a M,; 7, 0
vetor posicdo do periapsis com origem no centro de M, e 7,, a distancia do
periapsis ao centro de M,; ¥ é o angulo de aproximacdo, o angulo formado entre
a linha dos primarios e o vetor 7,,; e, a excentricidade orbital dos primarios; e v a
anomalia verdadeira do corpo secundario em relagdo a M; no momento em que a

manobra é desenvolvida;

(2.6)
(1-w(1—e?)
Xp = 1+ o cosv cosv +1,cos(P +v)
(1—-w(1—e?)
Yp = T+ e cosv senv + 1, sen(y +v)

< 1—uwesenv 1-— 1+ecosv 2
Xp = (Lcosv —( 1 )senv — Vl-nf_z +—“sen(l,l) +v)
1—e? V1 —e? £
1—uesenv 1-— 1+ ecosv 2
Yy = Lsenv + ( 1( )cosv + Vinf_z +—Mcos(lp +v)
L 1—82 ‘/1—62 Tp

b) A partir do periapsis efetua-se uma integracdo reversa ou direta, de acordo com

o valor de 6, para definir o ponto da drbita onde o impulso seré aplicado (ponto
Q, Fig. 3.2). 8 é medido a partir do vetor posicdo do periapsis com origem no
sistema fixo (?) até o vetor posicdo do ponto Q com origem no sistema fixo (7).
Foi adotado para o deslocamento de 6 o sentido anti-horario como positivo e o
sentido horario como negativo, e seu valor é especificado antes da integracao;

c) Definido o ponto Q, a partir dele a trajetdria € integrada reversamente no tempo
até o veiculo espacial alcancar a distancia onde é assumido que o movimento
veiculo espacial- M; é kepleriano. Este valor esta no intervalo 0,3 a 0,5 u.c. Um
teste é feito para escolher o melhor valor. Neste ponto sdo medidos todos os
dados importantes do veiculo espacial antes da manobra: posic¢do, velocidade,

energia, momento angular, etc.;
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d) Depois as condicdes iniciais do veiculo espacial sdo ajustadas no ponto Q, e

neste momento o impulso € aplicado, usando as varidveis: 6V, a magnitude do

impulso; «, angulo entre Ve sV, que define a direcdo do impulso. A trajetoria
é integrada para frente no tempo, até o veiculo espacial alcancar novamente a
distancia onde é assumido que o movimento veiculo espacial- M; é kepleriano,
da mesma forma que foi feita no passo (c). Entdo sdo medidos todos 0s mesmos
parametros do veiculo espacial que foram avaliados antes da manobra;

Baseados nos parametros de antes e depois da manobra, as variacdes podem ser
obtidas subtraindo diretamente as quantidades envolvidas. Entdo é possivel
mapear as variacdes das grandezas desejadas como funcéo de todas as variaveis,
buscando as melhores condicBes para aplicar o impulso para uma dada
geometria e magnitude do impulso. A Figura 3.2 mostra a geometria da

manobra.

Figura 3.2 — Geometria da manobra de Swing-By propulsado.
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4 RESULTADOS DA MANOBRA DE SWING-BY PROPULSADO USANDO O
PROBLEMA RESTRITO ELIPTICO DE TRES CORPOS

Neste capitulo serdo apresentados os resultados das simulacfes feitas para um sistema

com parametro de massa u = 0,01214, tamanho e distancia similares ao sistema

Terra-Lua, mas com diferentes valores da excentricidade dos primarios, tais como

e =01, e =03¢e e =05 O objetivo & medir o efeito desse parametro nas

manobras em um sistema equivalente ao Terra-Lua.

Foi adotado um raio de periapsis r, = 1,1 raio do corpo secundario, para obter grandes
efeitos por parte da gravidade na manobra. Para o angulo de aproximacdo i, varios
valores foram usados para cobrir diferentes possibilidades, a partir de 0° a 360°, em
passos de 45°. A anomalia verdadeira (v) de M, em relagdo & M, recebeu os valores
0°,90°,180° e 270°, cobrindo as regides de maximo ganho, maxima perda e variacao
zero da energia em relacdo a manobra usando apenas a gravidade. A magnitude do

impulso 6V varia de 0,1 u.c a 4,0 u.c.

O ponto de aplicacdo do impulso na manobra pode variar de acordo com o angulo 6. O
caso particular 8 = 0°, quando o impulso é aplicado no periapsis da orbita do veiculo
espacial em torno do corpo secundario e no plano, sera apresentado na Secdo 4.1. A
Secdo 4.2 apresentara os resultados, no plano, para o impulso aplicado em diferentes

pontos da trajetdria, com 6 variando de -180° a 180° com passo de 1,0°.

Para entender os resultados que serdo apresentados € necessario considerar que o
impulso muda a trajetéria em todos os aspectos. Isso inclui a modificagdo do angulo de
aproximacdo (). Os valores de ¥ mostrados nos resultados sdo relativos as manobras

efetuadas apenas com gravidade. Os valores reais dependem da aplicagéo do impulso.

4.1. Manobras de Swing-By com impulso aplicado no periapsis da orbita (6 = 0°)

Nesta secdo o impulso seré aplicado sempre no periapsis da orbita e o veiculo espacial
se movimentara somente no plano dos primarios. As combinacdes dos parametros
acima apresentados resultam em um total de 960 diferentes condicGes iniciais, que
foram integradas numericamente com a dire¢do do impulso a variando de -180° a 180°,
com passo de 1,0°, resultando em 346.560 trajetdrias com diferentes variacGes de

energia. Alguns desses resultados serdo apresentados nesta se¢do para anélise.
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Mapas serdo plotados mostrando a variacdo da energia como uma funcdo do angulo que
define a direcdo do impulso (4E vs «), para as diferentes condi¢des iniciais. Quando a
variacdo da energia é negativa significa que o veiculo perdeu energia na segunda érbita
(depois da manobra) em relagdo a primeira Orbita (antes da manobra). Caso contrério, o

veiculo espacial ganhou energia.

Para cada conjunto de figuras da variacdo da energia serdo apresentados seus
respectivos mapas de capturas e colisdes. Na subsecdo 4.1.4 este assunto sera tratado
mais detalhadamente. Os pontos na cor vermelha representam casos de captura e 0S
pontos na cor preta representam colisdo do veiculo espacial com a Lua. No eixo
horizontal temos a magnitude do impulso e no eixo vertical o angulo que define a

direcdo do impulso (a).

A Figura 4.1 apresenta a variagdo da energia, em unidades canonicas (u.c.), para

excentricidade e = 0,1, anomalia verdadeira v = 0° e diferentes valores de .
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Figura 4.1 — Variacao da energia em funcéo da direcdo do impulso parae = 0,1 e v = 0°.
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A Figura 4.1 apresenta a variacdo da energia para 0s casos com excentricidade igual a

0,1, anomalia verdadeira igual a 0° (quando ocorre 0 encontro entre o veiculo espacial e

M,), diferentes valores de iy e 8V. H& uma curva para cada valor do impulso

(representada por diferentes cores) e uma figura para cada angulo de aproximacao

(Figura 4.1(a) até 4.1(d)). A Tabela 4.1 apresenta os valores numéricos da variacao

méaxima e minima de energia e seu a correspondente, para as condi¢@es da Figura 4.1.
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Tabela 4.1 — Variagdo maxima e minima da energia com o valor a correspondente para e = 0,1,
v = 0°, diferentes valores de ¢ e 6V.

SV(UC) | AEms (u€) [ a(®) | dEmm (o) |  a(9)
Y =0°
0,1 0,4841 6,0 -0,5156 -175,0
0,3 1,3987 6,0 -1,7839 169,0
0,5 2,2784 6,0 -1,788 129,0
1,0 4,4620 4,0 -1,0864 114,0
1,5 6,7340 3,0 -1,1553 116,0
2,0 9,1525 3,0 -0,9204 119,0
2,5 11,7415 2,0 -0,9866 124,0
3,0 14,5125 2,0 -1,1014 130,0
35 17,4721 1,0 -1,1483 136,0
4,0 20,6250 1,0 -1,6185 144,0
P =90°
0,1 -1,4616 13,0 -1,7944 -165,0
0,3 -0,9778 14,0 -1,8714 -121,0
0,5 -0,4206 15,0 -1,9092 -110,0
1,0 1,1637 17,0 -1,7585 91,0
1,5 2,9572 18,0 -1,6423 112,0
2,0 4,9422 18,0 -1,5504 115,0
2,5 7,1177 19,0 -1,7178 120,0
3,0 9,4857 19,0 -1,0605 124,0
3,5 12,0479 19,0 -1,1794 131,0
4,0 14,8058 19,0 -0,9442 138,0
P = 180°
0,1 0,0941 -154,0 -0,0661 58,0
0,3 0,6733 165,0 -0,1627 75,0
0,5 0,7087 129,0 -0,2343 84,0
1,0 0,7816 -21,0 -0,3365 97,0
1,5 1,6928 -13,0 -0,345 106,0
2,0 2,8683 -9,0 -0,2738 113,0
2,5 4,2817 -7,0 -0,1433 121,0
3,0 5,9199 -5,0 -0,0161 130,0
35 7,7757 -4,0 0,0848 136,0
4,0 9,8448 -4,0 0,2753 143,0
(continua)
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Tabela 4.1 — Concluséo.

Y = 270°
01 1,9248 -9,0 1,3561 179,0
03 2,4384 -13,0 0,0168 163,0
05 2,9611 -16,0 0,4358 -121,0
1,0 4,3881 -18,0 0,5633 121,0
15 6,0203 -19,0 0,5248 121,0
2,0 7,8651 -19,0 0,3344 121,0
2,5 9,9222 -20,0 0,091 124,0
3,0 12,1901 -20,0 -0,1245 129,0
35 14,6673 -20,0 -0,2686 135,0
4,0 17,3524 -20,0 -0,2986 141,0

Quando M, estd no periapsis da drbita (v = 0°), ocorre a méaxima varia¢do de energia
para a manobra assistida pela gravidade pura (sem impulso), se todos os outros
parametros sdo fixados (PRADO, 1997). Neste ponto o corpo M, esta alinhado a direita

de M; e esta € a menor distancia entre esses corpos.

A primeira caracteristica visivel nos resultados apresentados na Figura 4.1 é 0 aumento
da variacdo da energia proporcional ao aumento da magnitude do impulso. Embora este
resultado seja esperado, os resultados mostrados aqui podem quantificar esses
aumentos, que ajudam a determinar a melhor magnitude que deve ser usada em uma

manobra real.

Observando a Tabela 4.1, temos que para iy = 0°, onde a variacao da energia é nula por
parte da gravidade, a direcdo 6tima (de maxima variacdo de energia) para aplicar o
impulso é proxima de zero (direcdo do movimento do veiculo espacial). Isso é
consistente com a ideia de que, ndo havendo contribuicdo a partir da parte gravitacional
da manobra, € importante obter a maior variacao de energia possivel a partir do impulso.
Esta situacdo ocorre quando o impulso é aplicado na direcdo do movimento do veiculo
espacial. A direcdo do impulso é proxima de zero e positiva para enviar o veiculo para
longe de M,, e isso faz o angulo de aproximacdo final estar na regido de ganho de
energia (180° <y < 360°). A dire¢do do impulso € reduzida para mais proxima de
zero quando a magnitude do impulso aumenta, porque nesta situacéo a parte propulsada
da manobra tem maior participacdo, comparada com a parte gravitacional.
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Para o caso de minima variagdo de energia, a esta proximo de 180° para 6V > 0,1 u.c.,
tendo assim uma componente oposta a0 movimento para desacelerar o veiculo espacial
e outra componente na direcdo oposta a M, afastando o veiculo do corpo. Para 8V =
0,1 u.c., 0 angulo que define a dire¢do do impulso é -175°. O impulso é retrogrado e ha
uma componente na direcdo do corpo secundario. Essa diferenca em relacdo a
geometria do impulso com magnitudes maiores deve-se a complexidade da dindmica da
manobra. A combinacdo das vérias variaveis envolvidas na manobra e o impulso
modificam os parametros, como o0 raio do periapsis e 0 angulo de aproximacao para

regides que, neste caso, sdo propicias a perda de energia.

Para 0 caso oposto, quando y = 180°, também ndo ha contribuicdo da parte
gravitacional da manobra para a variacdo da energia. Agora o impulso retrogrado
aumentara o angulo de giro do veiculo espacial e deslocard o angulo de aproximagao
para a regido de ganho de energia (180° < < 360°). Isto € visivel para impulsos até
0,5 u.c. A partir de 0,5 u.c. o impulso € aplicado na direcdo do movimento do veiculo
espacial para obter mais energia, a partir da parte propulsada da manobra, e a é
negativo, fazendo o veiculo aproximar-se de M, e se beneficiar da parte gravitacional da

manobra, que agora proporciona um aumento de energia.

Para obter a minima variacdo de energia, para impulsos até 0,5 u.c., @ esta préximo de
90°, enviando o veiculo espacial para longe de M, e deslocando o angulo de
aproximagcéo para a regido de perda de energia (0° <y < 180°). Para impulso acima
de 0,5 u.c. o impulso é retrégrado e positivo, fazendo o veiculo espacial desacelerar

perdendo energia e se afastar do corpo secundario.

Para o0 caso ¥ = 90°, onde ha a maior perda de energia por parte da gravidade do corpo,
a direcdo Otima para obter a maxima variacdo de energia esta proxima de 20°, tendo
assim uma componente da velocidade do veiculo espacial oposta a direcdo de M,. Este
comportamento se justifica pelo principio que, havendo perda da energia por parte da
gravidade, € melhor mover a sonda para o mais longe possivel do corpo celeste, com o
objetivo de minimizar essa perda de energia. O impulso também modifica o angulo de
aproximagéo, removendo ele do ponto de méxima perda de energia (» = 90°). Por
outro lado, para obter a maior variacdo de energia possivel por parte do impulso, a
direcdo de aplicacdo dever estar o mais proximo possivel da diregdo do movimento do

veiculo espacial. Firmando o compromisso entre esses dois efeitos, as solugfes 6timas
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tém valores positivos e proximos de 20° para a direcdo do impulso. A magnitude de «
aumenta conforme aumenta a magnitude do impulso, representando o fato de que um
aumento na magnitude permite modificagdes mais fortes na Orbita, fazendo alteragdes
maiores no angulo de aproximacdo. Para 0 caso ¥ = 90°, que representa a maxima
perda de energia por parte da gravidade, modificacGes na geometria causam efeitos mais
fortes do que no caso Y = 0° e ¥ = 180°, por exemplo, que estdo em regides onde 0

efeito da gravidade € nulo.

Para obter a minima variagdo de energia, a configuracdo 1 = 90° é a mais conveniente.
Em todos os casos o impulso é retrogrado. Combinando a maxima perda de energia por
parte da gravidade do corpo com a desaceleracdo causada pelo impulso aplicado
contrério a dire¢cdo do movimento do veiculo espacial, obtendo assim a minima variagao

de energia.

A geometria com 1 = 270° representa 0 caso com méximo ganho de energia a partir da
gravidade do corpo celeste. O ideal é aproximar o veiculo espacial 0 maximo possivel
do corpo para intensificar este ganho. Por isso a é negativo, enviando o veiculo para a
direcdo de M,, maximizando este ganho por parte da gravidade. A magnitude da direcéo

do impulso aumenta proporcional ao aumento da magnitude do impulso.

Quando o objetivo € a minima variacdo de energia, 0 impulso é retrogrado e na maioria
dos casos positivo, desacelerando a sonda e afastando-a do corpo celeste, para
minimizar o efeito da gravidade, que neste caso trabalha contra o objetivo da manobra.

Nota-se, em geral, que para valores pequenos da magnitude do impulso, o ganho de
energia por parte da gravidade da manobra domina o cenario. Os maximos € minimos
ganhos de energia estdo localizados na mesma regido prevista pela manobra padréo
(pura), Y = 270° e Y = 90°, respectivamente. Nos casos de ganho nulo de energia pela
parte gravitacional da manobra (i = 0° e ¥» = 180°), o impulso é aplicado de tal forma
que o angulo de aproximacéo se desloca para a regido de ganho de energia (quando o
objetivo é a variacdo maxima de energia). Outra observagédo a ser feita € relacionada
com o sinal da variacio da energia. E possivel encontrar regides de variacdo positiva na
geometria de méxima perda de energia (¥ = 90°). Nas situacfes de variacdo neutra de
energia (¥ = 0° e ¥ = 180°) a manobra propulsada pode sempre obter ganhos de

energia, como esperado. O caso ¥ = 0° gera uma maior variagdo comparada com 0
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caso ¥ = 180°. Para mudar o angulo de aproximacéo para a regido de ganho de energia,
o impulso tem que ser aplicado na direcdo do movimento do veiculo espacial, no caso
Y = 0°, obtendo efeitos maiores a partir da parte impulsionada da manobra. Para o caso
oposto, quando 1y = 180°, o impulso é aplicado na dire¢cdo oposta do movimento do
veiculo espacial, obtendo mais energia pela parte gravitacional da manobra, mas menos

energia a partir da parte propulsada.

Na Figura 4.2, a parte em branco no fim das curvas indicam regides de captura ou
colisdo do veiculo espacial por M,. E possivel notar que a grande maioria dos casos foi
de colisdo, quando comparado com o0s casos de captura. Pode-se notar também que a
maior regido de captura é para impulso menor que 1.0 u.c. e que a regido de captura e

colisdo é maior para impulso retrégrado.

Figura 4.2 — Mapa de capturas e colisbes parae = 0,1 e v = 0°.
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A Figura 4.3 apresenta a variacdo da energia em funcdo da direcdo do impulso para

excentricidade igual a 0,1 e &ngulo de aproximagc&o igual a 270°.
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Figura 4.3 — Variacdo da energia em funcdo da direcdo do impulso para e = 0,1, ¥ = 270° e
diferentes valores para a anomalia verdadeira.
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A Tabela 4.2 apresenta os valores numéricos da variacdo maxima e minima de energia e

seu a correspondente, para as condi¢des da Figura 4.3.
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Tabela 4.2 — Variacdo maxima e minima da energia com o valor a correspondente para e = 0,1,
Y = 270°, diferentes valores de v e §V.

OV(UC) [AEmax () | a(®)  [AEpm@uc) | a(9)
v=20°
0,1 1,9248 -9,0 1,3561 179,0
0,3 2,4384 -13,0 0,0168 163,0
0,5 2,9611 -16,0 0,4358 -121,0
1,0 4,3881 -18,0 0,5633 121,0
1,5 6,0203 -19,0 0,5248 121,0
2,0 7,8651 -19,0 0,3344 121,0
2,5 9,9222 -20,0 0,091 124,0
3,0 12,1901 -20,0 -0,1245 129,0
35 14,6673 -20,0 -0,2686 135,0
4,0 17,3524 -20,0 -0,2986 141,0
v =90°
0,1 1,8228 -11,0 1,1541 177,0
0,3 2,4197 -15,0 -0,1955 148,0
0,5 3,0262 -17,0 -0,1748 -124,0
1,0 4,6835 -19,0 -0,1865 117,0
1,5 6,5835 -20,0 0,3521 117,0
2,0 8,7361 -21,0 0,1772 119,0
2,5 11,1417 -21,0 -0,0508 123,0
3,0 13,799 -21,0 -0,2456 129,0
35 16,7068 -21,0 -0,3478 136,0
4,0 19,8641 -21,0 -0,2903 144,0
v = 180°
0,1 1,6809 -17,0 1,0042 171,0
0,3 2,2971 -21,0 -0,1735 -144,0
0,5 2,9385 -22,0 0,2645 -125,0
1,0 4,7394 -24,0 -0,2405 112,0
1,5 6,8516 -25,0 0,2674 112,0
2,0 9,279 -25,0 0,0565 116,0
2,5 12,0194 -25,0 -0,1387 122,0
3,0 15,0706 -25,0 -0,2445 129,0
3,5 18,4307 -25,0 -0,1919 139,0
4,0 22,0982 -25,0 -0,2225 159,0
(continua)
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Tabela 4.2 — Concluséo.

v =270°
0,1 1,7819 -15,0 1,2157 174,0
0,3 2,304 -19,0 0,4517 -145,0
0,5 2,848 -21,0 0,4255 -123,0
1,0 4,3722 -23,0 0,5421 116,0
1,5 7,0047 -22,0 0,6494 115,0
2,0 8,1973 -23,0 0,2066 118,0
2,5 10,4976 -23,0 -0,0119 122,0
3,0 13,0528 -23,0 -0,1608 129,0
3,5 17,3258 -22,0 -0,0969 135,0
4,0 18,9199 -23,0 -0,0508 1440

Os resultados na Figura 4.3 mostram o efeito da anomalia verdadeira do corpo

secundario na variacdo da energia, neste caso para e = 0,1.

Os resultados mostram que as direcdes 6timas para aplicar o impulso, quando o objetivo
¢ a maxima variacdo da energia, sdo sempre negativas, desde que o angulo de
aproximacéo seja 270° e a manobra tente obter a maior variacdo possivel de energia a

partir da parte gravitacional da manobra. A anomalia verdadeira ndo muda este fato.

Para entender o efeito deste parametro é necessario lembrar que a variacdo da energia é
proporcional a velocidade do corpo secundario (V,), que é maior no periapsis. E
possivel confirmar esta regra observando a Tabela 4.2, para valores com impulso igual a
0,1 u.c. A méxima variacdo da energia € maior para v = 0° e menor para v = 180°.
Para valores altos da magnitude do impulso é dificil fazer previsdes sobre este

resultado, pois o impulso causa mudancas significativas na geometria.

Na maioria dos casos de variagdo minima de energia (AE,,;»), 0 impulso é aplicado na
direcdo contraria ao movimento do veiculo espacial e afastando o veiculo de M,, para

desacelerar e forcar a perda da energia.

O mapa de capturas e colisbes apresentado na Figura 4.4 refere-se as condic¢des da
Figura 4.3. Observe que a quantidade de colisdes é significativamente maior que a de

capturas e a maioria das capturas ocorrem para impulso igual a 0,5.
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Figura 4.4 — Mapa de capturas e colisGes para e = 0,1 e ¥ = 270° e diferentes valores para a

anomalia verdadeira.
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A variacao da energia paray = 270° e e = 0,3 € apresentada na Figura 4.5.
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Figura 4.5 — Variacao da energia em funcéo da dire¢do do impulso parae = 0,3 e p = 270°
e diferentes valores para a anomalia verdadeira.
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A Tabela 4.3 apresenta os valores numéricos da variacdo maxima e minima de energia e

seu a correspondente para as condi¢Oes da Figura 4.5.
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Tabela 4.3 — Variacdo maxima e minima da energia com o valor a correspondente para e = 0,3,
Y = 270°, diferentes valores de v e §V.

OV(UC) [AEmax () | a(®)  [AEpm@uc) | a(9)
v=20°
0,1 2,2062 -1,0 1,7513 -173,0
0,3 2,6180 -5,0 1,0433 -164,0
0,5 3,0284 -8,0 0,5987 -122,0
1,0 4,1148 -11,0 0,5782 -102,0
1,5 5,3199 -13,0 0,7491 132,0
2,0 6,6537 -13,0 0,694 130,0
2,5 8,1178 -14,0 0,4541 129,0
3,0 9,7116 -14,0 0,1901 132,0
35 11,4342 -14,0 -0,0578 135,0
4,0 13,2847 -14,0 -0,2645 139,0
v =90°
0,1 1,8895 -5,0 1,1728 -179,0
0,3 2,5166 9,0 0,1255 -148,0
0,5 3,1360 -11,0 0,1182 -122,0
1,0 4,7725 -14,0 0,2725 120,0
1,5 6,5944 -15,0 0,2381 120,0
2,0 8,6217 -16,0 0,1869 122,0
2,5 10,858 -17,0 -0,0094 125,0
3,0 13,3049 -17,0 -0,2438 130,0
35 15,9618 -17,0 -0,4506 135,0
4,0 18,8284 -17,0 -0,5734 142,0
v = 180°
0,1 1,4769 -24,0 0,6977 164,0
0,3 2,1985 -27,0 0,1331 -143,0
0,5 2,9665 -28,0 0,1631 -130,0
1,0 5,1751 -29,0 0,1844 103,0
1,5 7,8195 -30,0 0,0564 106,0
2,0 7,0127 -29,0 0,3367 114,0
2,5 9,0900 -30,0 0,0784 123,0
3,0 18,3566 -30,0 -0,1769 133,0
35 22,7282 -30,0 0,0935 156,0
4,0 27,5265 -30,0 1,5358 149,0
(continua)
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Tabela 4.3 — Concluséo.

v =270°
0,1 1,7946 -18,0 1,371 172,0
0,3 2,2051 -22,0 0,0906 163,0
0,5 2,6427 -24,0 0,6588 -123,0
1,0 3,8917 -25,0 0,7606 119,0
1,5 5,3718 -25,0 0,5655 1140
2,0 7,0799 -25,0 0,309 117,0
2,5 9,0114 -25,0 0,0925 121,0
3,0 11,1627 -24,0 -0,0509 127,0
3,5 13,5310 -24,0 -0,0894 133,0
4,0 16,1141 -24,0 -0,018 148,0

A excentricidade agora é 0,3, 0 angulo de aproximacdo é 270° e a anomalia verdadeira
de M, € 0°, 90°, 180° e 270°. Novamente todas as dire¢des do impulso sdo negativas,
para aproximar o veiculo espacial do corpo celeste e aproveitar ao maximo o efeito da
gravidade. A magnitude de @ aumenta com a magnitude do impulso, porque maiores
impulsos tém efeitos mais fortes na geometria, levando a maiores ganhos de energia a

partir da manobra combinada.

O mapa de capturas e colisdes é apresentado a seguir. As capturas e colisGes ocorrem
para impulso aplicado retrogrado em relacdo ao movimento do veiculo espacial e, com

excecdo de v = 0°, a maioria das capturas ocorre para impulso igual a 0,5 u.c.
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Figura 4.6 — Mapa de capturas e colises para e = 0,3 e ¥ = 270° e diferentes valores para a

anomalia verdadeira.

180

180

135 - f J j J 1350 x ‘ ‘ \ ‘ ‘ ‘ 1
904 90
. 45| 45}
B @
5 0 = Captura = ol 1= Captura
& — Colisdo ‘f — Colisdo
454 Tl
-90 4 90k
1351 ‘ ' 4351 ‘
180 } I ! ! | | ! ! 180 I |
0305 1 15 2 25 3 35 4 0305 1 15 2 25 3 35 4
Impulso Impulso
=0° b) v =90°
a) v = Vv =
n JTTTTTTT
135 ‘ ' ‘ ‘ ‘ ‘ 136 J
sl 90
= 45 45
Z w
g = Captura g o = Captura
B J 5 1
‘f — Colisdo 20 — Colisdo
45+ g a5
90 -90
A3t ‘ 35 l
-180 [ 180 ‘ |
0305 1 15 2 25 3 35 4 0305 1 15 2 25 3 35 4
Impulso Impulso
— [} — o
(©) v =180 (d) v = 270

A variagdo da energia para angulo de aproximagéo de 270° e anomalia verdadeira igual

a 0° é apresentada a seguir, na Figura 4.7.
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Figura 4.7 — Variacdo da energia em funcao da direcdo do impulso paray = 270°e v = 0°.
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A Figura 4.7 e a Tabela 4.4 mostram em detalhes o efeito da excentricidade dos
primarios. Quanto maior a excentricidade, menor a distdncia no periapsis entre 0s
corpos e maior a distancia no apoapsis. A anomalia verdadeira do corpo secundario é

fixada em 0° e o0 angulo de aproximagédo em 270°.

A regra de valores negativos para a direcdo do impulso ndo € seguida no caso e = 0,5
com pequenos valores da magnitude do impulso, pois nestes casos os valores sdo
positivos. Para magnitudes do impulso até 0,5 u.c., a variacdo méaxima da energia
aumenta com o aumento da excentricidade. Acima desse valor de impulso o ganho de

energia diminui com Orbitas mais excéntricas.

Em relacdo a variagdo minima de energia, as maiores perdas ocorrem para as maiores
magnitudes do impulso. Isso porque a configuragdo v = 0° e y = 270° € a mais
propicia para se ganhar energia e, como 0 objetivo é perder energia, usa-se o impulso

para modificar a0 maximo a manobra e minimizar o ganho.
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A Figura 4.8 apresenta 0 mapa de capturas e colisdes para as diferentes excentricidades.
Parae = 0 e e = 0,1, a maior concentracdo de capturas ocorre para impulso igual a 0,5
u.c. Para e = 0,3, essa concentracdo ocorre em 6V = 1,0 u.c. e para e = 0,3, em
6V =1,5 u.c.,, mas com quantidades significativas também em &V = 1,0 u.c. As
colisGes acontecem em todos 0s casos com impulso maior que 0,1 u.c., exceto para
excentricidade 0,5 em que capturas e colisdes ocorrem para magnitude do impulso igual

ou maior que 1,0 u.c.

Figura 4.8 — Mapa de capturas e colisbes parayp = 270°e v = 0°.
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Tabela 4.4 — Variacdo maxima e minima da energia com o valor a correspondente para
Y = 270°, v = 0° e diferentes valores da excentricidade.

SV(UC) | AEmsy (u€) [ a(®) | dEmm (o) |  a(9)
e=0
0,1 1,7971 -13,0 1,1737 175,0
0,3 2,3617 -17,0 0,0078 -147,0
0,5 2,9429 -19,0 -0,0924 -124,0
1,0 4,5526 21,0 0,4497 116,0
1,5 6,4183 22,0 0,3927 116,0
2,0 8,5455 -22,0 0,1831 118,0
2,5 10,933 -22,0 -0,0422 123,0
3,0 13,5788 22,0 -0,2103 129,0
35 16,4813 -22,0 -0,2692 136,0
4,0 19,6391 22,0 -0,1502 145,0
e=0,1
0,1 1,9248 -9,0 1,3561 179,0
0,3 2,4384 -13,0 0,0168 163,0
0,5 2,9611 -16,0 0,4358 -121,0
1,0 4,3881 -18,0 0,5633 121,0
1,5 6,0203 -19,0 0,5248 121,0
2,0 7,8651 -19,0 0,3344 121,0
2,5 9,9222 -20,0 0,091 124,0
3,0 12,1901 -20,0 -0,1245 129,0
35 14,6673 -20,0 -0,2686 135,0
4,0 17,3524 -20,0 -0,2986 141,0
e=03
0,1 2,2062 -1,0 1,7513 -173,0
0,3 2,6180 -5,0 1,0433 -164,0
0,5 3,0284 -8,0 0,5987 -122,0
1,0 4,1148 -11,0 0,5782 -102,0
1,5 5,3199 -13,0 0,7491 132,0
2,0 6,6537 -13,0 0,694 130,0
2,5 8,1178 -14,0 0,4541 129,0
3,0 9,7116 -14,0 0,1901 132,0
35 11,4342 -14,0 -0,0578 135,0
4,0 13,2847 -14,0 -0,2645 139,0

(continua)
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Tabela 4.4 — Concluséo.

e=05
0,1 2,6737 8,0 2,341 -165,0
0,3 2,9804 4,0 1,9175 -157,0
0,5 3,2821 1,0 1,1174 -151,0
1,0 4,0570 -4,0 0,878 -98,0
15 4,8869 -6,0 1,0429 147,0
2,0 5,7814 -7,0 1,0533 145,0
2,5 6,7428 -8,0 1,0734 145,0
3,0 7,7721 -8,0 0,8428 137,0
3,5 8,8687 -8,0 0,5716 138,0
4,0 10,0324 -8,0 0,3001 139,0

Os resultados, em geral, mostram que a variacdo da energia € diretamente proporcional
a magnitude do impulso, na maioria dos casos. Esta conclusdo ndo é aplicavel em
algumas situacdes, para trajetorias nas extremidades dos gréaficos (relativo ao eixo x).

Isto é devido a influéncia de a nestes casos.

Regides de captura ou colisdo do veiculo espacial por M, também ocorrem em todas as
situacbes estudadas, normalmente para valores extremos de a, com excecdo das
condi¢des com 6V = 0,1 u.c., como mostrado nos mapas de capturas e colisdes. Uma
analise deste comportamento sera apresentada mais adiante neste trabalho. A seguir sera
apresentada uma sintese dos efeitos de cada parametro na manobra.

4.1.1. Efeitos do angulo de aproximacéao ()

Este angulo define a posicdo do periapsis da drbita do veiculo espacial em relagdo ao
corpo secundario. Para 0° < 1 < 180°, quando v = 0° ou v = 180°, o veiculo espacial
esta passando em frente ao corpo secundario e é desacelerado por M,, perdendo energia.
A méaxima perda ocorre quando ¥ = 90°. Se 180° < ¥ < 360°, 0 veiculo espacial
estd passando atrds de M, e é acelerado, ganhando energia. O maximo ganho ocorre
quandoy = 270° Paray = 0°ey = 180° o efeito da manobra de gravidade pura é
nulo. Esta conclusdo é obtida a partir da Equacdo 2.5 que, para estes valores de v, se
reduz a Equacédo 4.1 que da a variacdo da energia para a manobra de Swing-By padrdo

equivalente a apresentada por Broucke (1988). E, é a energia da segunda érbita, E_ a
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energia da primeira Orbita, V, a velocidade de M, em relacdo a M, e & é a curvatura da

trajetdria do veiculo espacial.

E, —E_ = =2V _V,sendseny (4.1)

A Figura 4.9 e Tabela 4.5 apresentam alguns resultados para a “Manobra de Swing-By

propulsado”.

Figura 4.9 — Variacdo da energia para e = 0,1, v = 0°, 6V = 0,5, 6V = 2,0 u.c. e diferentes

valores de .
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Os pontos dispersos, visiveis na Figura 4.9 (a), sdo continuos em relacdo a a a partir do
ponto anterior, porém tem um salto no valor da variacdo da energia. 1sso ocorre porque,
devido a configuracdo dessas trajetérias, o veiculo espacial aproxima-se cada vez mais
da Lua, modificando sua energia, que ndo é mais continua em relacdo aos casos

anteriores. Esses pontos sdo o limite entre o escape e a captura ou colisao.
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Tabela 4.5 — Variacdo maxima e minima da energia com o valor de a correspondente para
e=0,1,v=0°6V =0,5u.c.edV = 2,0u.c. e diferentes valores de .

6V =0,5u.c. 6V =2,0u.c.
() AEmx a AEmin a AErnax a AEmin a
(u.c) ) (u.c) ) we () @ ()
0 2,2784 6,0 -1,788  129,0 | 9,1525 13,0 -0,9204 119,0

45 0,8131 11,0 -2,0498 1270 | 7,3981 11,0 -1,5974 116,0
90 -0,4206 150 -1,9092 -110,0 | 49422 18,0 -1,5504 1150
135 -0,0914 -132,0 -1,1349 -850 | 29641 180 -0,9536 117,0
180 0,7087 129,0 -0,2343 84,0 28683 -9,0 -0,2738 113,0
225 1,7953 -390 08092 107,0 | 52489 -290 10,0005 114,0
270 2,9611 -16,0  0,4358 -121,0 | 7,8651 -19,0 10,3344 1210
315 3,1518 -2,0 -0,9946 -1250 | 9,3545 -8,0 -0,2445 123,0

Os resultados mostram que o angulo de aproximagéo desempenha um papel importante
no ganho de energia (AE,,s). Para uma manobra no caso circular sem impulso,
Y = 270° daria a maxima variacdo de energia. Mas € importante lembrar que o
impulso e a excentricidade dos primarios mudam o valor real do éangulo de

aproximacéo.

Os resultados numéricos mostram que o caso yp = 315° tem alguns pontos com maior
variacdo de energia. Isto acontece porque esta combinacdo faz o angulo i real
aproximar-se do ponto de maximo (¥ = 270°), quando Orbitas com ¥ = 270° sdo

desviadas deste ponto pelo impulso.

Nota-se também que o caso yp = 0° tem alta variacdo de energia, porque é o caso onde
o impulso modifica a trajetoria e coloca o angulo de aproximacdo na regido de ganho de

energia.

A minima variacdo de energia ndo ocorre exatamente em i = 90°, também devido a

modificagcdo do angulo de aproximacéo pelo impulso.

Estes fatos mostram a importancia do presente estudo, porque apenas solucbes
numéricas podem encontrar as condi¢fes de maxima e minima variagao de energia nesta

manobra complexa.
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4.1.2. Efeitos da excentricidade (e)

A partir das caracteristicas de uma elipse temos que, quanto maior a excentricidade,
menor a distancia entre os corpos M; e M,, no periapsis. Essa distancia aumenta, no

apoapsis, com o0 aumento da excentricidade.

O efeito fisico da excentricidade é aumentar a velocidade de M, em relacdo ao centro
de massa do sistema, uma vez gque ja ndo é mais constante. V, € maior quando M, esta
no periapsis € menor quando estd no apoapsis da orbita. Como mostrado pela Equacao

4.1, a variacdo da energia do veiculo espacial € proporcional a V.

Os resultados mostrados sdo para valores fixos de v, 8V e y. A Figura 4.10 mostra a
variacdo da energia do veiculo espacial para M, no periapsis da oOrbita (v = 0°), com
angulo de aproximacdo ¥ = 90° e dois valores para a magnitude do impulso: 6V =
0,1u.c.edV = 2,0u.c.

Esta é a situacdo com perda de energia, de modo que o principal efeito do aumento da

excentricidade é obter maiores perdas da energia.

Os picos para cada linha sdo quase zero, com relacdo a direcdo do impulso. Ha um
comportamento muito uniforme para 6V = 0,1 u.c. O caso com §V = 2,0 u.c. resulta
em efeitos mais fortes na geometria e os resultados sdo menos uniformes e previsiveis

analiticamente.

Para excentricidades iguais a 0,01 e 0,05, casos mais proximos de aplicacOes reais, a
variacdo da energia comporta-se de forma similar ao caso circular, com uma pequena

diferenca na magnitude da energia.

Nota-se também a aparicdo de capturas e colisfes, ja que agora o impulso é capaz de

fazer modificagBes mais fortes na Orbita do veiculo espacial.
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Figura 4.10 — Variacgdo da energia para v = 0°,3 = 90° e diferentes valores para a
excentricidade.
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Tabela 4.6 — Variacdo méaxima e minima de energia e seu a correspondente para v = 0° e

P = 90°.
oV =0,1u.c. oV =2,0u.c.
AEax a AEin a AEax a AEin a

(u.c) @) (u.c) ) (u.c) ) (u.c) )

00 | -12852 160 -16562 -1620 | 59348 21,0 15071 1220
001 | -1,3024 150 -16694 -1630 | 58348 21,0 .14686 1210
005 | -1,3721 140 -17236 -1630 | 54360 200 -17737 1190
01 | -14616 130 -17944 -1650 | 49422 180 -15504 1150
02 | -1,6466 90  -1,9463 -1680 | 39697 150 -18099 1090
03 | -1,8323 50  -2,1118 -1740 | 30127 100 20264 1030
04 | -20313 -60 -23089 1760 | 20351 40 22291 97,0

05 | -23872 -150 26250 1670 | 43606 -780 25171 91,0

06 | -30241 00 -31749 1780 | 03050 00 81539 -107,0

07 | -38249 20 39566  180,0| L7057 50 47007 -1250

4.1.3. Efeitos da anomalia verdadeira de M (v)

A anomalia verdadeira de M, (v) descreve a posi¢do do corpo secundario em relacéo a
M,.Parav = 0° M, esta no periapsis da érbita e, parav = 180°, M, esta no apoapsis
da orbita. Portanto v influencia a magnitude e direcdo da velocidade de M, (V,) que,

consequentemente, influencia a variacao da energia.
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Para este estudo foi assumido v = 0°,v = 90°v = 180° e v = 270°. Os resultados

para excentricidade 0,1, 1 = 270°, impulso 0,3 u.c. e 1,5 u.c. e para cada valor de v sdo

apresentados na Figura 4.11 e Tabela 4.7.

Figura 4.11 — Variagéo da energia para e = 0,1, ip = 270° e diferentes valores de v.
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Tabela 4.7 - Variagdo maxima e minima de energia e seu a correspondente para e = 0,1 e

P = 270°.
o6V =0,3 u.c. oV = 1,5u.c.

v AE iy a AEin a AE a AE i a
) | @we) O (u.c.) ) | @e) @ @c) ©
0 24384  -13.0 0.0168 163.0 | 6.0203 -19.0 0.5248 1210
90 24197  -15.0 -0.1955 1480 | 6.5835 -20.0 0.3521 117.0
180 | 2.2971  -21.0 -0.1735  -1440 | 6.8516  -25.0 0.2674 112.0
270 | 23040 -19.0 0.4517 -145.0 | 7.0047 -22.0 0.6494 1150

Para 6V = 0,3 u.c. 0 maior AE,,s, €, como esperado, em v = 0°, quando M, estad no

periapsis da 6rbita, porque a velocidade de M, € maior. O menor valor de AE,,s, € para

v = 180°, no apoapsis, quando a velocidade de M, € menor. Neste caso ocorreram

descontinuidades na variacdo da energia devido a combinacdo das condig¢des iniciais.

Para 6V = 1,5 u.c. a parte propulsada da manobra domina o cenario e o melhor valor

para a anomalia verdadeira ndo pode ser previsto sem a analise numérica efetuada no

presente trabalho. Na maioria dos casos, quando v = 0° temos um resultado menor em

termos de AE,, 5.
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4.1.4. Capturas e colisdes

Ha& varias manobras terminando em captura ou colisdo do veiculo espacial pelo corpo
secundario. Captura ocorre quando o veiculo espacial permanece em torno do corpo
secundario com energia de dois corpos negativa durante o periodo total de integracao.
Coliséo é quando o veiculo espacial choca com a superficie do corpo secundario.

A partir dos mapas de captura e colisdo apresentados nas Figuras 4.2, 4.4, 4.6 e 4.8,
pode-se notar que a grande maioria dos casos foi de colisdo quando comparado com 0s
casos de captura. Nota-se também que a maior regido de captura é para impulso menor

que 1.0 u.c.

Na maioria dos casos as capturas e colisdes ocorrem para valores extremos de «
(a >90°e a < —90°). Isso acontece porque, para estes valores, o impulso tem uma
componente que desacelera o veiculo espacial, agindo na dire¢cdo oposta ao seu
movimento. Para as situacfes onde ha também uma componente enviando o veiculo
espacial para a direcdo de M,, a quantidade de capturas ou colisdes é significativamente

maior.

Para todos os casos, quando 8V = 0,1 u.c., ndo houve capturas ou colisdes do veiculo
espacial pelo corpo, porque esta magnitude do impulso ndo é grande o suficiente para

gerar estas situacoes.

Algumas trajetorias resultantes em colisbes sdo mostradas a seguir. A linha preta sélida

representa a trajetdria do veiculo espacial e a linha vermelha é a superficie de M,.

A Figura 4.12 apresenta a trajetéria resultante em colisdo parae = 0,1, v = 0°, ¥ = 0°,
6V = 0,3 u.c. e a = 144°. O veiculo espacial deixa M, devido ao valor positivo de «, é

desacelerado, e entdo retorna para colidir com M,.
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Figura 4.12 — Trajetoria do veiculo espacial resultante em colisdo parae = 0,1,v=0°, ¢ =
0°, 8V =10,3u.c.e o = 144°.

0sf”

04F

03f

Y iue)

02F

01F

L L L L L L L
0.8 0.85 0.9 0.95 1 108 1.1
X (u.c.)

A Figura 4.13 mostra a trajetoria do veiculo espacial colidindo com M, parae = 0,1,
v =0° ¢y = 270° 6V = 0,5u.c.e a = —156°. Neste caso houve uma captura

temporéria antes da colisdo.

Figura 4.13 — Trajetdria do veiculo espacial resultante em colisdo para e = 0,1,v=0°, ¢ =
270°,8V =0,5u.c.e a = —156°,
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A seguir, as Figuras 4.14 e 4.15 mostram trajetorias resultantes em captura do veiculo

espacial pelo corpo secundario.

A trajetéria mostrada na Figura 4.14 tem um impulso com componente na direcéo
oposta ao movimento do veiculo espacial, que reduz sua velocidade e causa a captura.
Os dados séo: e = 0,3, v = 180°, ¥ =90°, 8V = 0,5u.c. e a = —180°.
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Figura 4.14 - Trajetéria do veiculo espacial resultante em captura para e = 0,3, v = 180°, ¢ =
90°, 8V =0,5u.c.e a = —180°.
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A Figura 4.15 apresenta a trajetéria para e = 0,5, v = 0°, ¢ = 180° 6V =
1,5u.c. e ¢ = 155°, que € similar ao caso anterior, mas com excentricidade dos
primarios maior.

Figura 4.15 - Trajetoria do veiculo espacial resultante em captura para e = 0,5, v =0°, ¢ =
180°, 6V =1,5u.c. e a = 155°.
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4.1.5. Méxima variacdo de energia (AEmax)

Para resumir toda a anélise feita até aqui, alguns gréaficos mostrardo a méaxima variagao
de energia e a respectiva dire¢do do impulso como uma funcdo do angulo de

aproximacéao, para as diferentes excentricidades dos primarios.
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Os resultados sdo mostrados nas Figuras 4.16, 4.17 e 4.18, para e =0,1, e=0,3 e
e = 0,5, respectivamente. Em cada figura sdo feitos graficos para as anomalias
verdadeiras: v = 0°,v = 90°,v = 180° e v = 270°. A magnitude do impulso assume 0s
valores 0,1, 0,3,0,5,1,0,1,5,2,0, 2,5, 3,0,3,5 e 4,0 u.c.

Figura 4.16 — Maxima variacdo de energia e dire¢do do impulso vs angulo de aproximacao para

e=0,1.
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A Figura 4.16 quantifica o quanto a variagcdo da energia aumenta com a magnitude do
impulso. Para valores pequenos da magnitude do impulso, a curva segue os resultados
esperados pela manobra de “gravidade pura” (BROUCKE, 1988). O maior valor de
méaxima variacdo da energia esta localizado em i = 270°, 0 menor valor em iy = 90° e

os valores sdo proximos de zero para y = 0° e yp = 180°, todos para a manobra pura.

O aumento do impulso desloca os resultados, e agora os maiores valores de maxima

variacdo da energia estdo localizados em ¥ = 0° e i = 360° € 0S menores em Y =
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180°. A razdo é o deslocamento do valor real do &ngulo de aproximacdo feito pelo
impulso, assim como a distancia do periapsis, que obtém a melhor combinacdo dos

ganhos de energia provenientes da parte gravitacional e propulsada da manobra.

A direcdo do impulso permanece perto de zero na maioria dos casos, com algumas
excecdes, nos casos onde o impulso retrogrado é necessario para aumentar o ganho de

energia a partir da parte gravitacional da manobra.

Equacdes empiricas para estimar a variacdo maxima de energia, a partir das variaveis
independentes y e 6V, foram desenvolvidas. As equacdes foram obtidas fazendo uma
curva de ajuste dos dados disponiveis. As Equacdes 4.2 até 4.5 referem-se aos dados
mostrados na Fig. 4.16, para e=0,1 e v=0° v =90°%v =180° e v = 270°,

respectivamente. Os coeficientes estdo descritos no Apéndice A.

AEmax = a1P® + bip® + cp* + dip® + erp® + iy + gy (4.2)
AEmax = aa® + boYp® + p* + dop® + ep? + o + g, (4.3)
AEpmax = azh® + bsp® + cspp* + dsp® + esh® + fsib + g3 (4.4)
AEpmax = agh® + byp® + cp* + dytp® + eh® + fop + g4 (4.5)
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Figura 4.17 — Maxima variacdo de energia e dire¢do do impulso vs angulo de aproximacao para

e=20,3.
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A méaxima variacdo de energia mostrada na Figura 4.17 tem as mesmas caracteristicas
observadas na Figura 4.16. A principal diferenca € um aumento na magnitude da
méaxima variacdo da energia, obtida pelo aumento de V,. A importancia da anomalia

verdadeira também € maior, pela mesma raz&o.

As equacdes empiricas 4.6 até 4.9 referem-se aos dados mostrados na Fig. 4.17, para
e=03ev=0°%v=90°%v=180° e v=270° respectivamente. Os coeficientes
estdo descritos no Apéndice A.

AEpmay = asp® + bsp® + cs9p* + dsyp® + esyp® + fop + g5 (4.6)

AEmay = agh® + bep® + co¥* + dep® + ecp® + fop + go (4.7)
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AEpmay = a9 + byp® + cp* + dy® + e p® + i + gy (4.8)

AEpay = ag® + bgp® + cgp* + dgip® + egh? + fop + gg (4.9)

Figura 4.18 - Maxima variacéo de energia e direcdo do impulso vs angulo de aproximacao para

e =0,5.
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A Figura 4.18 mostra a méaxima variacdo da energia para e = 0,5.

O caso onde v = 0° mostra um comportamento regular da maxima variagdo da energia
e direcdo do impulso préximo de zero para valores do angulo de aproximacéo de 0° a

90° e de 270° a 360°. Para os outros valores de i, ocorre casos com a dire¢do do
impulso retrégrado.
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Para v = 90°, hd uma acentuada perda na variacdo maxima de energia para ¥ = 225°.

A direcdo do impulso € irregular para i entre 45° e 225°.

Para i = 180° as magnitudes da méxima variagdo de energia permanecem muito
similares, para os diferentes valores de 8V, comparado com outros valores de . A
direcdo do impulso tem um comportamento regular, com a forma de uma senoide. Né&o

ha impulsos retrégrados neste caso.

As equacOes empiricas 4.10 até 4.13 para e = 0,5 e v=0° v =90°v = 180° e
v = 270°, respectivamente, sdo apresentadas. Os coeficientes estdo descritos no
Apéndice A.

AEpq, = agh® + bsp® + cop* + doyp® + eghp? + fop + go (4.10)

AEpmay = a10¥® + bigy7 + c109® + digP® + ey + +fi0¥? (4.11)
+ gro¥® + hyoh + i

AEmay = ajp® + bygp® + cpp* + dyp? + e 9® + fii + 913 (4.12)

AEpmay = aiah® + bph® + cpop* + dipp® + e + fio + 910 (4.13)

A trajetoria do veiculo espacial para os casos resultantes em méaxima variacdo de
energia, quando v = 0°,1p = 0° e 6V = 4,0 u.c., para as excentricidades 0,1, 0,3 e 0,5,
no sistema fixo de referéncia, é apresentada na Figura 4.19. A trajetéria natural (V = 0
u.c.) e circular (e = 0) é apresentada para comparacdo (Fig. 4.19(a)). As linhas
tracejadas representam a primeira parte da Orbita (antes do impulso) e as linhas
continuas a segunda parte (depois do impulso). O simbolo + em vermelho representa
M,.
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Figura 4.19 — Trajetorias resultantes em maxima variacdo da energia para v = 0°, i = 0° (a)
e=0edV=0uc,(b)e=01eéV=40uc,(c)e=03edsV=40uc.e
(d)e =0,5€e 8V = 4,0 u.c. O simbolo + em vermelho representa M.
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A Fig. 4.19(a) é a trajetoria natural do veiculo espacial, para os priméarios em orbita
circular (e = 0). A Fig. 4.19(b) representa a excentricidade 0,1, @« = 1,0° e 4E, 5, =
20,625 u.c. A Fig. 4.19(c) € o caso com excentricidade 0,3, @ = 2,0° € AE 4, =
16,1766 u.c. Com e =0,5 temos a Fig. 4.19(d), com a =3,0° e AE,;, =
12,2308 u.c.

Para esta geometria M, esta no periapsis da Orbita em relacdo a M, e o periapsis da
Orbita do veiculo espacial estd alinhado a direita de M,. Note que, para cada
excentricidade, M, tem uma posicdo diferente no sistema. Isto ocorre porque a

excentricidade altera a distancia entre os primarios.

4.1.6. Minima variagéo de energia (AEmin)

O foco principal é ganhar energia depois da manobra, mas pode haver casos em que a

necessidade seja diminuir a energia depois da manobra. Essa situacdo ocorre quando o
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objetivo é capturar um veiculo espacial. Pode ocorrer quando da chegada dele ao
planeta destino em uma missdo interplanetéaria, ou quando do retorno de um veiculo

espacial a Terra, etc.

A minima variacdo de energia (AE,,;,) € a respectiva dire¢cdo do impulso como uma
funcdo do angulo de aproximacdo, para as diferentes excentricidades dos primarios,
serdo apresentadas. Lembrando que AE,,;, pode ser positivo, quando ha um aumento da
energia na segunda Orbita em relacdo a primeira. Neste caso € calculado o menor
aumento possivel. Pode ser negativo, quando o veiculo espacial perde energia depois da

manobra, comparado com a primeira Orbita.

As equacOes empiricas que estimam a minima variacdo de energia, a partir das variaveis
independentes Y e 6V, foram obtidas a partir da curva de ajuste dos dados disponiveis.

Os coeficientes das equacdes estdo descritos no Apéndice A.

A Figura 4.20 mostra a variagdo minima de energia para e = 0,1. Em cada figura ha
graficos para as anomalias verdadeiras: v = 0°,v =90°%v = 180° e v = 270°. A
magnitude do impulso assume os valores 6V =0,1u.c.,6V =0,3u.c.,6V =
0,5u.c.,6V=10u.c, 6V=1,5u.c.,6V =2,0u.c.,, 6V =2,5u.c.,8V =
3,0u.c.,6V=35u..cedV =4,0u.c.
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Figura 4.20 - Minima variacdo de energia e direcdo do impulso vs angulo de aproximacédo para

e=0,1.
2
—_ P
S <
= 2,
~ E V=01
- V=01 g 8v=03
<1 8v=0.3 V=05
‘ . ‘ . ‘ ‘ ‘ V=05 das e B w0 25 20 35 30 V=10
~o 45 90 135 180 225 270 35 360 8v=10 V=15
V=15 200 V=20
200 5V=2.0 : : 5 V=25
BV=25 - aV=3.0
o 100 8V=3.0 g V=35
2, | B35 ] V=40
) V=40 B
3 -100
200 : ; , . N . ; 0 45 90 135 180 225 270 315 360
45 90 135 180 225 270 315 360
w (graus) v (graus)
— o — o
@v=0 (b) v=90
2 2
—_
g
= —— sv=01
e V=01 —— 8v=03
5 8v=03 —— V=05
b V=05 —— V=10
V=10 4 . . . . . . . V=15
V=15 0 45 9 135 180 226 270 315 360 5V=2.0
200 V=2.0 V=25
V=25 20 5V=3.0
fon V=30 _ 0 8V=35
H 0 3V=35 S V=40
£ e =
@ 5V=4.0 &
<
Z 100 n -
-200 . . . . . . . 200 : : . . . . ;
0 45 80 1% 180 25 270 Hm 360 0 45 90 135 180 225 270 315 360
v (graus) v (graus)

(©) v = 180° (d) v = 270°

As equacOes empiricas sdo apresentadas da Eq. 4.14 a 4.17.

AEmin = a7 + by3® + ci39° + dizp* + ez + fizP? (4.14)
+ 913Y + hy3

AEpmin = a1,97 + by + ca¥p® + dighp* + enqp® + fiap? (4.15)
+ g1aY + hys

AEpin = a;597 + bisP® + 59 + disp* + egsyp® + fisy? (4.16)
+ g15¥ + hys
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AEpmin = a3697 + big¥® + 169 + digh* + esop® + fis)h? (4.17)
+ 916¥ + hie

Uma caracteristica visivel é que, para o angulo de aproximac&o entre 0° e 180°, ocorre
perda de energia depois da manobra de Swing-By propulsado e, para 180° < i < 360°,
ha valores positivos de AE,,;,, 0 que significa que o esfor¢co da manobra foi feito para

ganhar o minimo possivel de energia.

A direcdo de aplicacdo do impulso ocorre para os valores extremos apresentados,
préoximos de -180° ou 180°. Esse é um comportamento esperado, ja que um impulso
retrégrado tem uma componente na direcdo oposta ao movimento do veiculo espacial,
desacelerando-o para forcar a perder energia. Para magnitude do impulso maior ou igual
a 1,0 u.c. o impulso afasta o veiculo espacial do corpo secundario. Para impulso menor

que 1,0 u.c. ha casos em que o veiculo espacial é enviado na direcdo do corpo.

A Figura 4.21 mostra a variagdo minima de energia, para e = 0,3, com anomalias
verdadeiras de v =0°v =90°%v =180° v =270° e magnitude do impulso
assumindo os valores &6V =0,1u.c.,8V =0,3u.c.,6V = 0,5u.c.,6V=10u.c,
oV=15uc,6V=20uc, 8V =25u.c,6V=30uc,V=35uc e o6V =
4,0 u.c.
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Figura 4.21 - Minima variacdo de energia e direcdo do impulso vs angulo de aproximacédo para

e=20,3.
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A Figura 4.21 tem o comportamento similar ao da Figura 4.20, com a minima variagdo
da energia oscilando entre minimizar o ganho (valores positivos) e maximizar a perda
(valores negativos). O impulso é retrogrado e, em situagdes com magnitude pequena
(até 0,5 u.c.), tende a enviar o veiculo espacial na direcdo de M,. As equagdes empiricas
sdo apresentadas da Eq. 4.18 a 4.21.

AEpmin = a3797 + by, + c79p° + dip* + e + fi,9? (4.18)
+ 917Y + hyy
AEmin = a1g97 + big® + cig¥ + digh* + egp® + figpp? (4.19)

+ 918Y + hyg
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AEpmin = a3997 + bioh® + c19° + digp* + ejop® + fiopp? (4.20)

+919¢ + hyg
AE i = az0tp” + byop® + C207~l)5 + dyop* + ey + froh? (4.21)
+ g20¢ + hyo
A Figura 4.22 apresenta a minima variacdo da energia para e = 0,5.

Figura 4.22 - Minima variagdo de energia e direcdo do impulso vs &ngulo de aproximagdo para

e=0,5.
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Quando v = 0° e v = 270°, a minima variagdo da energia tem comportamento similar
aos casos anteriores. Quando v = 180° também ha uma similaridade, com exce¢do dos
casos com impulso 3,5 u.c. e 4,0 u.c., que se destacam da curva em relacdo a magnitude
de AE,,;». Para v = 90° e angulo de aproximacao entre 180° e 270°, a perda de energia
é significativamente maior em relacdo a todos 0s outros casos apresentados. Ocorre um
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pico em 1 = 225° e a variagdo da energia chega a valores em torno de -20 u.c. As

equacdes empiricas para e = 0,5 sdo dadas nas Eqgs. 4.22 a 4.25.

AEpmin = az19p7 + byyp® + c19° + dpp* + exqp® + foq1)? (4.22)
+ 921¢ + hyy
AEp i = (1221,[)8 + bzzl.[)7 + C22'~/)6 + dzzl/J5 + 3221/)4 + +f221/’3 (4.23)

+ 9221,1)2 + hpop + iy,

AEpmin = a3y’ + bysp® + c1° + dosp* + ex3)® + fozh? + gozyp (4.24)

AEpin = a7 + bagth® + c° + dogh* + exq)® + fo41)? (4.25)
+ 9249 + hyy

4.2. Manobras de Swing-By com impulso aplicado em diferentes posi¢cdes da
orbita (0 variando)

Uma manobra de Swing-By propulsado com impulso aplicado no momento em que o
veiculo espacial passa pelo periapsis da drbita € um caso particular que foi estudado
inicialmente. Este ponto de aplicacdo pode variar na érbita, estando ele na vizinhanca
do periapsis e dentro da esfera de influéncia (ARAUJO, 2008) do corpo secundario. 6 é
o0 angulo que define o local de aplicacdo do impulso na trajetoria do veiculo espacial
(ver Figura 3.2).

Inicialmente pode parecer ébvio que o melhor local para aplicar o impulso na trajetoria
seja no periapsis da Orbita. Porém, os resultados mostram que, quando o sistema de
primarios esta em oérbita eliptica, na maioria das situacdes isso ndo € valido. Quando se
aplica um impulso em diferentes condicGes, pode-se aumentar ou diminuir a variacdo de
energia devido a parte gravitacional da manobra. Isso ocorre porque a 6rbita muda
instantaneamente, logo seus parametros também mudam, incluindo uma nova distancia
do periapsis até o corpo secundario e o &ngulo de aproximacdo, que podera ser menor
(essa mudanca ird depender das condicdes iniciais, pode-se querer minimizar o efeito do
Swing-By e entdo fazer com que r, seja maior) e, consequentemente, ter um Swing-By

mais eficiente. O resultado desta troca € positivo. Por isso a aplicacdo do impulso fora
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do periapsis pode ser mais eficiente para algumas condicdes, alem também de gerar uma

manobra mais flexivel, pois torna possivel abranger varios pontos da trajetoria.

Mapas de cores serdo plotados mostrando a variacdo da energia como uma funcdo do
angulo que define a direcdo do impulso e o angulo que define o ponto de aplicacdo do

mesmo.

S8o 960 diferentes condicdes iniciais, as mesmas adotadas na secdo 4.1, que foram
integradas numericamente. A magnitude do impulso varia de 0,1 a 4,0 u.c. O angulo que
define a direcdo do impulso («) varia de -180° a 180°, com passo de 1,0°. O angulo 6,
que define o ponto de aplicacdo do impulso, foi variado entre -180° e 180°, com passo
de 0,1°. Porém, nestes casos, sO serdo considerados os valores de 6 que geram um ponto

de aplicacdo para o impulso dentro da esfera de influéncia do corpo secundario.

Segundo Araujo (2008), esfera de influéncia é uma regido limitada por um raio em que
uma particula com uma dada velocidade relativa é significativamente influenciada pelo
corpo secundério. Adotamos a Esfera de Hill (MURRAY; DERMOTT, 1999) para

analisar a influéncia do corpo. O raio que define esta esfera € dado por:

(4.26)

R = a(l—e?) (E)1/3
HILL 1+ ecosv/\3

Somente algumas das trajetérias estudadas serdo apresentadas para analise. As
informacdes de variacdo maxima (AE,,4,) € minima (AE,,;,) da energia referente a cada
condigdo plotada e seus dados correspondentes: «,8, Vi,r, (velocidade do veiculo
espacial com relacdo ao corpo por onde faz a passagem proxima apds a manobra) e R
(distancia entre o corpo secundario e o veiculo espacial no instante de aplicacdo do

impulso na manobra) serdo apresentadas nas tabelas.

As variacgdes da energia para e = 0,1,v = 0°, ¥ = 0° e diferentes valores de impulso
sdo apresentadas a seguir. Note que, para essa configuracdo, o planeta, a lua e o
periapsis da orbita do veiculo espacial estdo todos alinhados, sendo o periapsis do
veiculo espacial a direita da lua, que por sua vez esta a direita do planeta.
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Figura 4.23 - Variagdo da energia parae = 0,1,v = 0°, i = 0° e diferentes valores para V.
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Para ¥ = 0°, a mudancga na energia com base na manobra de Swing-By padréo é nula,

forcando assim a necessidade de aproveitar a0 maximo o impulso para variar a energia.

A variacgdo da energia aumenta com o aumento na magnitude do impulso. Isto pode ser

visto a partir dos valores da escala de cores. Este € um comportamento esperado, uma
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vez que um impulso com maior magnitude pode dar mais energia para o sistema. Os
resultados apresentados podem quantificar este aumento, o que ndo é facil de estimar

devido a complexa dindmica envolvida.

A maxima variacdo da energia para valores do impulso acima de 0,1 u.c. estdo
localizadas aproximadamente no centro dos graficos, para direcdes do impulso positivas
e proximas de zero, aproveitando ao maximo a parte impulsiva da manobra (ver Tabela
4.8).

No caso de 8V = 2,0 u.c., variar o ponto de aplicagdo do impulso ndo otimizou a

trajetdria e a melhor opcao foi aplicar o impulso no periapsis da orbita.

As regides de minima variacdo da energia estdo concentradas nas bordas laterais das
figuras, com a proximo de £180° (ver Tabela 4.9). Isto corresponde a aplicar o impulso
na direcdo oposta ao movimento do veiculo espacial, para desacelera-lo e forcar a

diminuig&o na energia.

Os resultados limitam-se as trajetorias em que o ponto de aplicacdo do impulso pertence
a regido de influéncia do corpo secundario. Houve ocorréncias de captura e colisdes do

veiculo espacial pela Lua nas situacdes apresentadas.

A Tabela 4.8 mostra os dados referentes a méaxima variacdo da energia e a Tabela 4.9
referente & minima variacdo da energia relativa a Figura 4.23. As informagdes de
maxima e minima variacdo de energia e 0 a correspondente também sdo apresentadas.

O objetivo é mostrar o ganho obtido por otimizar 6.
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Tabela 4.8 — Méxima variacdo da energia e dados correspondentes, para e = 0,1, v =0° e

Y =0°.
oV AE 5 (U.C) a (O) AE 55 a (7 Vinf+ R
(uc) (6=0° | (6=0° (u.c) ©) | O (u.c) (u.c)
y=0°
0,1 0,48412 6,0 0,51269 48,0 | -16,8 | 1,39346 | 0,14295
0,3 1,39871 6,0 1,41638 70 | -0,2 | 1,86703 | 0,00522
0,5 2,27838 6,0 2,29892 6,0 | -01 | 2,21580 | 0,00504
1,0 4,46197 4,0 4,47858 40 | -0,1 | 2,95030 | 0,00504
15 6,73404 3,0 6,73889 30 | -0,1 | 3,59768 | 0,00504
2,0 9,15248 3,0 9,15248 3,0 0,0 4,20809 | 0,00495

Tabela 4.9 — Minima variacdo da energia e dados correspondentes, para e = 0,1, v=0° e

Y =0°.
)% AEin (U.C) a (o) AE in a 2] Vinf+ R
(u.c.) (6 = 0°) (6 = 0°) (u.c) ©) | O] (ue) (u.c)
p=0
0,1 -0,51561 -175,0 -0,52249 | -173,0 | -0,2 | 0,95229 | 0,00522
0,3 -1,78389 169,0 -1,78928 177,0 | 0,2 | 0,77122 | 0,00522
0,5 -1,78802 129,0 -1,80726 | -175,0 | 1,8 | 0,81624 | 0,01725
1,0 -1,08637 114,0 -1,82142 175,0 | 14,9 | 0,86769 | 0,12826
1,5 -1,15529 116,0 -1,91526 | -173,0 | 16,8 | 1,27360 | 0,14295
2,0 -0,92045 119,0 -2,03252 | -169,0 | 16,8 | 1,28961 | 0,14295

Segue a variacdo da energia para e = 0,1,v = 0°, i = 90° e diferentes valores de

impulso.
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Figura 4.24 - Variacdo da energia parae = 0,1,v = 0°, ¢ = 90° e diferentes valores para V.
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Quando ¥ = 90° ocorre a maior perda de energia devido ao Swing-By padrdo. O
veiculo espacial passa na frente do corpo celeste e é desacelerado devido a gravidade
deste corpo, forcando a perda de energia. Neste caso, quando o objetivo é aumentar a
energia depois da manobra, é necessario minimizar o efeito da gravidade do corpo sobre
o0 veiculo espacial. Quando o impulso € aplicado no periapsis da orbita (6 = 0°), a

direcdo é configurada para afastar o veiculo espacial do corpo secundério, logo « é
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positivo. Neste caso ocorreram situagdes em que a € negativo, mas a posi¢do de
aplicacdo do impulso em um ponto diferente do periapsis compensou a perda que se
teve em enviar o veiculo espacial na diregdo do corpo. O impulso foi aplicado antes do
periapsis, mudando as caracteristicas da trajetoria e minimizando os efeitos indesejados.

Para 6V = 0,1 u.c., o impulso ndo foi suficiente para mudar as caracteristicas da
trajetéria. O veiculo espacial continuou com menos energia na segunda Orbita em
relacdo a primeira, antes do impulso. O que se conseguiu foi diminuir essa perda, que
foi de -1,46160 u.c. para -0,83611 u.c.

A configuracdo 1 = 90° corresponde a minima variacdo de energia no caso circular.
Neste caso 0 objetivo é perder energia depois da manobra com impulso. Logo, além de
um angulo de aproximacao favoravel, a direcdo do impulso retrograda e negativa faz o
veiculo espacial desacelerar e se aproximar do corpo celeste, maximizando o efeito da
gravidade, fazendo assim o veiculo espacial perder mais energia. As regides em branco
dos gréficos da Figura 4.24 pertencem ao grupo resultante em capturas ou colisdes do
veiculo espacial. A Tabela 4.10 mostra os dados referentes & méaxima variagdo da

energia e a Tabela 4.11 é referente & minima variacéo da energia relativa a Figura 4.24.

Tabela 4.10 — Maxima variacdo da energia e dados correspondentes, para e = 0,1, v =0° e

W = 90°,
oV AEméx (U.C) a (0) AEméx a 0 Vinf+ R
(u.c) (6 =0°) (6 =0°) (u.c) | © (u.c) (u.c)
W = 90°

0,1 -1,46160 13,0 -0,83611 710 | -129 | 1,63964 | 0,14253
0,3 -0,97782 14,0 0,71584 -49,0 | -12,9 | 1,59704 | 0,14253
0,5 -0,42064 15,0 1,29107 -29,0 | -12,9 | 1,83153 | 0,14253
1,0 1,16374 17,0 2,63485 -17,0 | -125 | 2,35665 | 0,13795
15 2,95717 18,0 4,01277 -17,0 | -10,5 | 2,86611 | 0,11533
2,0 494217 18,0 5,75816 20,0 | -04 3,85229 | 0,00826
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Tabela 4.11 — Minima variacdo da energia e dados correspondentes, para e = 0,1, v = 0° e

P =90°.
oV AEin (U.C) a (O) AEin a (7] Vinf+ R
(u.c.) (6 = 0°) (6 = 0°) (u.c) ) | O (uc) (u.c)
W= 90°

0,1 -1,79443 -165,0 | -1,8276896 | -160,0 | -0,7 | 1,59099 | 0,01133
0,3 -1,87137 -121,0 | -1,8881751 | -120,0 | -0,1 | 1,44522 | 0,00542
0,5 -1,90920 -110,0 | -1,9928362 | -132,0 | 2,4 | 1,45785 | 0,14346
1,0 -1,75853 -91,0 -2,127076 | -131,0 | 2,4 | 1,10185 | 0,14346
1,5 -1,64232 112,0 -2,0655732 | -131,0 | 2,4 | 1,06430 | 0,14346
2,0 -1,55040 115,0 -1,8660492 | -113,0 | 0,1 | 1,30740 | 0,00696

A variacdo da energia para e = 0,1,v = 0°, yp = 180° é apresentada. Para iy = 180° o
efeito devido a parte gravitacional da manobra é similar ao caso ¥ = 0°, onde a

variacao da energia € nula.
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Figura 4.25 - Variacdo da energia parae = 0,1,v = 0°, i = 180° e diferentes valores para §V.
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Se 0 objetivo € aumentar a energia, o impulso € aplicado de tal forma que o angulo de
aproximac&o se desloca para a regido de ganho de energia. Note que também hé regides
de capturas ou colisbes do veiculo espacial pelo corpo secundario e que, como nos casos

anteriores, a variacdo da energia aumenta com o aumento da magnitude do impulso. Os
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dados referentes a maxima variacdo da energia estdo na Tabela 4.12 e os dados

referentes a minima variacdo de energia na Tabela 4.13.

Tabela 4.12 — Maxima variacdo da energia e dados correspondentes, para e = 0,1, v =0° e

W = 180°.
oV AE ax (U.C) a (O) AE 45 a 0 Vinf+ R
we) | ©=09 |©@=00| @O | O | O] @we) | wo
W = 180°
0,1 0,09413 -154,0 0,16294 | -153,0 | -0,3 | 0,88255 | 0,01062
0,3 0,67327 165,0 1,60836 -440 | -1,2 | 1,63362 | 0,13938
0,5 0,70871 129,0 1,70307 -29,0 | -1,1 | 1,97737 | 0,13343
1,0 0,78158 -21,0 1,85293 -20,0 | -0,9 | 2,64189 | 0,12158
15 1,69280 -13,0 2,25080 -18,0 | -0,7 | 3,04782 | 0,10964
2,0 2,86834 -9,0 3,06809 -33,0 | 0,3 | 3,30232 | 0,01062

Tabela 4.13 — Minima variacdo da energia e dados correspondentes, para e = 0,1, v = 0° e

W = 180°.
1% AEin (U.C) a (o) AEin a 0 Vinf+ R
we) | ©@=0 [6=00] ©) | O | O | we | @
¥ = 180°
0,1 -0,06609 58,0 -0,36683 780 | -1,2 1,06735 | 0,13938
0,3 -0,16273 75,0 -0,35063 | 126,0 | -0,4 1,21472 0,09102
0,5 -0,23434 84,0 -0,34636 81,0 | -0,3 1,12110 | 0,01062
1,0 -0,33653 97,0 -0,35504 99,0 | -0,2 1,12849 | 0,00709
1,5 -0,34500 106,0 -0,34557 | 107,0| 0,1 1,16053 0,00550
2,0 -0,27383 113,0 -0,27517 | 1150 | 0,1 1,41737 0,00550

Os resultados parae = 0,1,v = 0°, ¢ = 270° sdo mostrados a seguir.
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Figura 4.26 - Variacdo da energia parae = 0,1,v = 0°, ¢ = 270° e diferentes valores para 6V.
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O angulo de aproximacao igual a 270° é onde se tem 0 maior ganho de energia devido
ao Swing-By padrdo. Note na Tabela 4.14 que, para todos os valores de impulso, o
veiculo espacial é enviado na direcdo do corpo secundario. O objetivo é aproveitar ao
méaximo o efeito de ganho que a gravidade causa pelo fato do veiculo espacial passar
atras do corpo celeste e ser acelerado. O impulso é aplicado sempre depois do periapsis
da érbita, permitindo assim aproveitar a0 maximo a parte gravitacional, que neste caso

trabalha a favor da manobra.
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Se 0 objetivo é a minima variacéo de energia, a manobra precisa minimizar os efeitos da
gravidade. Logo, o impulso é aplicado antes do periapsis da Orbita, para modificar a
geometria do Swing-By e, na maioria dos casos, na direcdo retrograda e positiva,

afastando o veiculo espacial do corpo. Veja a Tabela 4.15.

Na Figura 4.26(a) a minima variacdo de energia significa que o veiculo espacial ganhou
menos, mas ainda sim ganhou energia na segunda orbita. Note que seu valor é positivo.
O impulso néo foi suficiente para modificar a orbita de tal forma que o veiculo espacial
perdesse energia na segunda Orbita em relacdo a primeira. Nas Figuras (b) e (c) o
veiculo tem uma variacdo minima negativa. O impulso foi aplicado antes do periapsis
da orbita, com 6 negativo, a uma distancia suficiente, que fez o veiculo dar a volta no
corpo secundario. Para 6V > 1,0 u.c., o impulso aplicado antes do periapsis, retrogrado

e na direcdo contraria a M,, foi o suficiente para afastar o veiculo do corpo secundério.

Tabela 4.14 — Méaxima variacdo da energia e dados correspondentes, para e = 0,1, v =0° e

Y = 270°.
14 AE 45 (U.C) a () AE 45 a 0 Ving+ R
(we) | 0=0) |(©=0)| W | O | O] @e) | o
W = 270°

0,1 1,92484 -9,0 1,93968 -7,0 | 0,1 | 1,56032 | 0,00542
0,3 2,43840 -13,0 2.49843 -10,0 | 0,2 | 1,86742 | 0,00627
0,5 2,96108 -16,0 3,07524 -11,0 | 0,2 | 2,15342 | 0.00627
1,0 4,38810 -18,0 4,63754 -13,0 | 0,2 | 2,79808 | 0,00627
15 6,02033 -19,0 6,39454 -14,0 | 0,2 | 3,39217 | 0,00627
2,0 7,86508 -19,0 8,35348 -15,0 | 0,2 | 3,95733 | 0,00627
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Tabela 4.15 — Minima variacdo da energia e dados correspondentes, para e = 0,1, v =0° e

W = 270°.
oV AEin (U.C) a (O) AE in a 0 Vinf+ R
(ue) | (8=0°) |(6=0°) (u.c) ©) | © (u.c. (u.c)
» = 270°
0,1 1,35606 179,0 0,86947 | 108,0 | -2,4 1,21778 | 0,14346
0,3 0,01675 163,0 -0,28477 | -58,0 | -1,9 1,14772 | 0,12252
0,5 0,43579 -121,0 -0,28775 | -77,0 | -0,7 1,15513 | 0,06278

1,0 0,56334 121,0 -0,46619 | 136,0 | -2,4 1,07307 | 0,14346
15 0,52483 121,0 -0,44729 | 136,0 | -2,4 1,47922 | 0,14346
2,0 0,33439 121,0 -0,32223 | 1350 | -0,2 1,29612 | 0,02376

A excentricidade da Orbita dos primarios causa modificacbes no comportamento da
manobra, comparada com o caso circular. A velocidade (V,) de M, em relacdo ao
centro de massa do sistema, que antes era constante, passa a variar. Ela varia de acordo
com a posicao da lua em relacdo ao planeta, e essa posi¢do é dada por v. Se v =0° a
lua esta no periapsis da orbita e V, € maior e, se v = 180°, a lua esta no apoapsis da
Orbita e V, é menor. A variacdo da energia é dependente de V,. Partindo destas
informagdes compararemos o efeito da excentricidade e da anomalia verdadeira de M,

nos resultados.

A Figura 4.27 apresenta a variacdo da energia nas trajetdrias com e = 0,1, = 270° e
6V = 0,5 u.c., para valores da anomalia verdadeira de M, iguais a 0°, 90°, 180° e 270°.

Note que os valores da escala de cores sd0 0S mesmos.
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Figura 4.27 - Variagdo da energia para e = 0,1, i = 270°, 6V = 0,5 u.c. e diferentes valores
para anomalia verdadeira.
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Note na Tabela 4.16 que a maxima variacdo da energia em v = 0° é maior que em
v = 180°, tanto no caso em que 8 = 0° quanto no caso que 6 varia. Mas, quando 6
varia, a magnitude da maxima variacdo da energia € maior. O oposto ocorre para a
minima variacdo de energia, e a perda é maior em v = 180° do que em v = 0°, como

esperado (veja Tabela 4.17).
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Tabela 4.16 — Méaxima variagdo da energia e dados correspondentes, para e = 0,1, iy = 270° e

6V =0,5u.c.
v AEméx (UC) a (O) AEméx (04 9 Vinf+ R
) (6 =0°) (6 =0°) (u.c) ) ®) | (c) (u.c)
0 2,96108 -16,0 3,07524 -11,0 | 0,2 | 2,15342 | 0.00627
90 3,02618 -17,0 3,12268 -140 | 0,1 | 1,92283 | 0,00558
180 2,93854 -22,0 3,04552 -190 | 0,1 | 1,87437 | 0,00576
270 2,84796 -21,0 2,97179 -16,0 | 0,2 | 2,09137 | 0,00660

Tabela 4.17 — Minima variacdo da energia e dados correspondentes, para e = 0,1, Y = 270° e

6V =0,5u.c.
v AEmn (U.) a () AEmin a 6 Vinf+ R
@ | ©=00 [6=0] WO | O | O] wey | ©o
0 0,43579 -121,0 | -0,28775 | -77,0 | -0,7 | 1,15513 0,06278
90 -0,17477 -124,0 | -0.33484 | -102,0 | -0,3 | 1.01088 0.05762
180 0,26449 -125,0 | -0.33233 | 153,0 14 | 1.16410 0.02403
270 0,42554 -123,0 | -0,18152 | -95,0 | -0,3 | 1,13163 0,05797

A méaxima e minima variacdo da energia e sua respectiva direcdo e ponto de aplicacdo

do impulso, como uma funcao de y, para anomalia verdadeira da Lua igual a 0°, 90°,

180° e 270° e excentricidade igual a 0,1 sera apresentado.
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Figura 4.28 — Méaxima variacdo da energia, direcdo e ponto de aplicacdo do impulso para
e=0,1.
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(c) v = 180° (d) v = 270°

Os gréficos da Figura 4.28 mostram o quanto a méaxima variacdo da energia aumenta
com o0 aumento da magnitude do impulso. Note que o impulso tem a dire¢do proxima ou
igual de sua méaxima transferéncia, para valores de i maior ou igual a 225°. Para a
maioria dos casos o ponto de aplicacdo do impulso, quando ¥ maior ou igual a 180°, é
em torno do periapsis da orbita. As equacbes empiricas que estimam a maxima variacdo
de energia da Figura 4.28, séo dadas nas Eqs. 4.27 a 4.30.

AEmay = apsP® + bysth® 4 co59®® + dysih® + ex59® + fosth + gas (4.27)

AEmay = az6° + byg® + Co6®® + dyP® + e360%° + fos) + 926 (4.28)
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AEpmay = a7 + byp® 4 0?8 + dyrp® + e + forh + g7 (4.29)

AEpay = G288 + bogh® + coep®® + dpgh® + en59% + fog + gag (4.30)

Figura 4.29 — Minima variacdo da energia, direcdo e ponto de aplicacdo do impulso para

e =0,1.
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Em relacdo a minima variacdo de energia é possivel notar que h& condi¢cdes em que o
veiculo espacial perdeu energia depois da manobra (AE,,;, negativo), e condi¢cdes em
que o ganho de energia foi menor (AE,,;, positivo). O impulso aplicado foi retrogrado
na maioria dos casos e o ponto de aplicagcdo do impulso oscila em torno do periapsis na

maioria dos casos, com algumas excegoes.
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As equacOes empiricas que estimam a minima variacdo de energia da Figura 4.29, sdo
dadas nas Eqgs. 4.31 a 4.34.

AEmin = apop® + baoh” + Coth® + daop® + exoh* + footh® + goopp?  (4.31)
+ Aoy + izg

AEmin = azop® + baohp” + c309® + dag® + ezohp* + faoh® + gsop?  (4.32)
+ h3o + i3

AEmin = azP® + b7 + c319° + da° + ezt + fz,3 + gz (4.33)
+ h3 Y + i3

AEmin = az8 + baop” + c359° + dapp® + e + for i + gspp?  (4.34)
+ h3 ) + i3,

Das caracteristicas de uma Orbita eliptica temos que, quanto maior a excentricidade
menor a distancia entre 0s corpos primarios no periapsis € maior essa distancia no
apoapsis. A variacdo da energia para diferentes excentricidades é apresentada. Todas

para a Lua no periapsis do planeta, ¥ = 270° e 6V = 0,3 u.c.

Como esperado, quanto maior a excentricidade, na Figura 4.30, maior a regido com
maior magnitude positiva na variacdo da energia. Isso ocorre porque 0S COrpos
primarios estdo mais préximos, a velocidade do corpo secundario é maioremv = 0°e 0

Swing-By esta orientado na regido de ganho de energia.

87



Figura 4.30 - Variacdo da energia para v = 0°, ¥ = 270°, 8V = 0,3 u.c. e diferentes valores
para excentricidade.
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A Tabela 4.18 mostra os dados referentes a maxima variagdo da energia e a Tabela 4.19

referente & minima variacdo da energia relativa a Figura 4.28.

Tabela 4.18 — Maxima variacao da energia e 0s dados correspondentes, para v = 0°, ¢y = 270°
e 6V =0,3 u.c.

e AE sy (U.C) a(°) AEmax a 6 Ving+ R
(6=0° | (=0 (uc) ©) O] we) (u.c)

0 2,36175 -17,0 2,42046 -14,0 | 0,1 | 1,73362 | 0,00558
0,1 2,43840 -13,0 2.49843 -10,0 | 0,2 | 1,86742 | 0,00627
0,3 2,61799 -5,0 2,67920 2,0 | 0,3 | 2,29201 | 0,00627
0,5 2,98040 4,0 3,03842 6,0 0,6 | 2,86046 | 0,00660
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Tabela 4.19 — Minima variacdo da energia e os dados correspondentes, para v = 0°, ¢ = 270° e
6V = 0,3 u.c.

e AE i (u.c) a (%) AEmin a 6 Vinf+ R
(6=0° |(@=0°] (uc) () ®) | (uc) (u.c)

0 0,00776 -147,0 | -0,25107 | -91,0 |-0,8 | 1,07197 0,10598
0,1 0,01675 163,0 |-0,28477 | -58,0 |-19 | 1,14772 0,12252
0,3 1,04327 -164,0 | 0,49085 | 132,0 | -4,3 | 0,85642 0,11030
0,5 1,91745 -157,0 | 1,19861 | 152,0 | -6,9 | 1,25004 0,07902

A partir de uma observacdo geral dos resultados, temos que a variacdo da energia é
proporcional a magnitude do impulso. Para a maioria das condi¢bes ha trajetdrias
resultantes em capturas ou colisbes. Aplicar o impulso em um ponto diferente do
periapsis da Orbita otimiza o ganho ou a perda de energia, conforme o objetivo. A
combinacdo do ponto de aplicacdo, direcdo e magnitude do impulso com as dadas
condigdes iniciais podem gerar resultados 6timos, porém ndo previsiveis a partir do

modelo analitico, devido a complexidade da dindmica envolvida.
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5 EFICIENCIA DO SWING-BY PROPULSADO

Em 1996, Prado apresentou um trabalho sobre a manobra de Swing-By propulsado para
sistemas com oOrbitas circulares. Neste mesmo trabalho também foi feito um estudo da
eficiéncia do Swing-By com o impulso aplicado no periapsis da érbita, comparado com
0 Swing-By feito sem impulso e com o impulso aplicado fora da esfera de influéncia do
corpo secundario. Nesta pesquisa faremos um estudo analogo para verificar a eficiéncia

do Swing-By propulsado, mas para sistemas com orbitas elipticas.

A eficiéncia do Swing-By propulsado é definida como a quantidade de energia extra
que é obtida pelo veiculo espacial quando o impulso é aplicado no periapsis da Orbita,
qguando comparado com a manobra onde o impulso é aplicado depois do Swing-By, em

um ponto distante de M,.

Primeiro calculamos a variacdo da energia AE;,, da manobra de Swing-By com
impulso aplicado no periapsis da oOrbita. Em seguida calculamos a variacao da energia
AE,frer da manobra com impulso aplicado fora da esfera de influéncia do corpo
secundario. Essa manobra sera divida em dois passos: um Swing-By puro, sem impulso,
com 0s mesmos parametros do Swing-By propulsado e; depois da passagem, fora da
esfera de influéncia do corpo secundéario, aplicamos um impulso com a mesma

magnitude do impulso aplicado na manobra de Swing-By propulsado.

Na regido de ganho de energia —90° <y + B < 90° o impulso sera aplicado na
direcdo a = 0°, maximizando a transferéncia do impulso. Na regido de perda de energia
90° <y + B < 270° o impulso serd aplicado em a = 180° minimizando a

transferéncia do impulso.
Logo, se —90° < ¢ + f < 90°:

(5.1)

Q-
r

1
AEgfter = 2 Vo + 6V)2 - E;

Se 90° < i + B < 270°:

5.2)
1 (1-p (
BEapier = 5 (Vy = 8V)? =——=—F,
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Sendo r a disténcia entre os primarios, E; = %(Vixz + Viyz) - @ a energia antes do

encontro proximo, E, = E; + AE a energia depois do encontro proximo, para AE =

r

2Win_Vysendcos( + B). E, por fim, V, = JZ (£, +52)

A eficiéncia do Swing-By ¢ dada por:

5.3
|AEimp| - |AEafter| ( )

Se a equacdo 5.3 for positiva, aplicar o impulso no periapsis da orbita do veiculo
espacial é mais eficiente que aplica-lo fora da esfera de influéncia do corpo secundario.

Caso contrario, aplicar o impulso no periapsis nao é a melhor escolha.

As solucdes apresentadas sdo para um sistema com parametro de massa u = 0,01214,
magnitude do impulso 8V = 0,2 u.c. e §V = 2,0 u.c., excentricidade igual a 0,1 e 0,3 e
anomalia verdadeira de M, igual a 0° e 180°. Esses valores foram escolhidos para cobrir
0S casos mais importantes. Note que para v = 0° e v = 180°, § = 90°. Logo a regido
de perda se reduz a 0° < ¥ < 180° e a regido de ganho 180° < y < 360°.

Para todas as figuras deste capitulo, o item (a) apresenta a eficiéncia do Swing-By
propulsado (em unidades canénicas - u.c.) em funcéo do raio do periapsis da oOrbita do
veiculo espacial (em km), que varia de 1750 km a 2750 km, e do angulo de
aproximacdo, que define a posicdo do periapsis em relagdo ao corpo secundario. Os
itens (b) apresentam a eficiéncia do Swing-By propulsado (em u.c.) em funcdo do raio
do periapsis da orbita do veiculo espacial (em km) e da velocidade de aproximacdo do

veiculo espacial (em u.c.).

Observe na Figura 5.1(a) que, para valores de i acima de aproximadamente 260°, a
manobra de Swing-By propulsado com impulso aplicado no periapsis é mais eficiente
para as condi¢Oes iniciais usadas, quando o objetivo € ganhar energia para a segunda
oOrbita depois do encontro proximo. A magnitude da eficiéncia aumenta com o aumento
do angulo de aproximacdo. Em relagdo a velocidade de aproximacdo, Figura 5.1(b), o
Swing-By propulsado € mais eficiente nesta regido de 1, para Vi, até
aproximadamente 1,3 u.c. Na Figura 5.1(c), o veiculo espacial perde mais energia com o

Swing-By propulsado, para valores de y de até aproximadamente 60°. Neste caso
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quanto maior a magnitude do angulo do periapsis, menor a magnitude da eficiéncia do
Swing-By. A velocidade de aproximacdo é mais eficiente para valores acima de
aproximadamente 1,15 u.c (Figura 5.1(d)).

Figura 5.1. Eficiéncia do Swing-By propulsado, parae = 0,1, v = 0°e §V = 0,2 u.c.
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Na Figura 5.2 a anomalia verdadeira do corpo secundério é igual a 180°. Neste caso, as
melhores condicdes, quando o foco é o ganho de energia, sdo para Y aproximadamente
maior que 240° e todos os valores de velocidade de aproximacéao estudados. Quando o
foco é perder energia, o mais eficiente sdo manobras com angulos de aproximagéo de
até aproximadamente 80° (Figura 5.2(c)) e velocidade de aproximacdo de até
aproximadamente 2,5 u.c. Note que a regido de eficiéncia positiva da manobra de
Swing-By propulsado é maior quando v = 180°, quando comparado com v = 0°. Isso

ocorre porque a velocidade da lua € maior no seu periapsis € menor no seu apoapsis. A
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variacdo da energia do Swing-By puro é diretamente dependente desta velocidade, logo
ela € menor quando v = 180°. O Swing-By propulsado também é dependente desta
velocidade, porém ele tem o impulso para compensar a perda de energia devido a

geometria da parte gravitacional da manobra.

Figura 5.2. Eficiéncia do Swing-By propulsado, parae = 0,1, v = 180°e §V = 0,2 u.c.
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A eficiéncia do Swing-By com impulso de 2,0 u.c. é apresentada na Figura 5.3.
Comparando com a Figura 5.1, inicialmente vemos que a magnitude da eficiéncia do
Swing-By aumentou com o aumento da magnitude do impulso. Para o caso de ganho de
energia, a regido de ¥ mais eficiente € similar ao da Figura 5.1(a), para ¥ maior que
260°, porém, a regido de velocidade de aproximacdo eficiente aumentou de

aproximadamente até 1,3 u.c. para até aproximadamente 2,0 u.c.
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Em relacdo a regido de perda de energia, o aumento do impulso aplicado na manobra de
Swing-By propulsado para as condigOes iniciais usadas e Vi,r_ = 1,0 u.c. resultou em
captura ou colisdo do veiculo espacial com o corpo secundario. Para este caso, para
qualquer valor de impulso acima de 0,2 u.c., independente de 7, e 1, ocorrem capturas
ou colisdes. Sao encontradas solucdes para V;,r_ acima de aproximadamente 3,5 u.c.

(veja Figura 5.3(c)).

Figura 5.3. Eficiéncia do Swing-By propulsado, parae = 0,1, v = 0°e §V = 2,0 u.c.
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As melhores condicdes para um Swing-By propulsado ser positivamente eficiente,
guando comparado com a manobra com impulso aplicado em um ponto distante do
corpo secundario, quando o foco € o ganho de energia, s@o para i aproximadamente
maiores que 240° e todos os valores de velocidade de aproximagdo estudados. O

impulso maior fez aumentar também a magnitude da eficiéncia. Assim como na Figura
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5.3, para a regido de perda de energia, a manobra propulsada resulta em captura e
colisdo quando V;,r— = 1,0 u.c. A Figura 5.4(c) apresenta a regiao da velocidade de

aproximagéo com resultados e sua eficiéncia.

Figura 5.4. Eficiéncia do Swing-By propulsado, parae = 0,1, v = 180°e §V = 2,0 u.c.
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A partir deste ponto, os resultados apresentados tém as mesmas condi¢Ges iniciais dos

casos anteriores, porém para excentricidade igual a 0,3.
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Figura 5.5. Eficiéncia do Swing-By propulsado, parae = 0,3, v = 0°e §V = 0,2 u.c.
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Ha uma pequena regido com eficiéncia positiva na Figura 5.5(a), que vai de 1 a partir
de aproximadamente 335° e 7, a até aproximadamente 2500 km. Em relagdo a
velocidade de aproximacao, para todos 0s casos apresentados, 0 Swing-By propulsado é
ineficiente. Quando o foco é perder energia, a manobra € mais eficiente para o angulo

de aproximagao de aproximadamente até 60° e V;,_ entre 1,5 u.c. e 4,75 u.c.

Quando v = 180°, a regido com eficiéncia positiva & maior, a partir de ip = 220° e, em
relacdo a velocidade de aproximagdo, todos os casos tiveram eficiéncia positiva. Na
Figura 5.6(c) a mudanca da eficiéncia (de positivo para negativo) ocorre para o angulo

de aproximacdo em torno de 120°. Velocidades de aproximacdo de ateé
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aproximadamente 2,0 u.c. sdo as recomendadas para a manobra de Swing-By

propulsado, no caso de perda de energia.

Figura 5.6. Eficiéncia do Swing-By propulsado, parae = 0,3, v = 180°e 6V = 0,2 u.c.
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As Figuras 5.7 e 5.8 apresentam a eficiéncia da manobra propulsada para e = 0,3,
6V = 2,0 u.c.,, v =0°e v = 180°, respectivamente. Elas ttm comportamento similar ao
caso com excentricidade 0,1. Para algumas velocidades de aproximacdo a manobra

propulsada resultou em captura ou colisdo do veiculo espacial.
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Figura 5.7. Eficiéncia do Swing-By propulsado, parae = 0,3, v = 0°e §V = 2,0 u.c.
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Figura 5.8. Eficiéncia do Swing-By propulsado, parae = 0,3, v = 180°e §V = 2,0 u.c.
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Este capitulo apresentou as limitacGes e os ganhos reais da manobra de Swing-By com
impulso aplicado no periapsis da 6rbita do veiculo espacial. A partir de algumas
observacOes gerais sobre a eficiéncia da manobra, podemos dizer que a posi¢do do
corpo secundario na oérbita eliptica tem importante influéncia nos resultados, além do
angulo de aproximacdo e velocidade de aproximacdo. A eficiéncia tem uma menor
dependéncia com o raio do periapsis. H& casos em que a manobra impulsiva é mais
eficiente que a manobra pura com impulso aplicado fora da esfera de influéncia de M, e

outros casos que ndo. Os resultados foram apresentados para diferentes condicdes

iniciais, mapeando as melhores condi¢fes para um mesmo parametro de massa.
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6 ANALISE DA SENSIBILIDADE DOS PARAMETROS DA MANOBRA DE

SWING-BY PROPULSADO NA VARIACAO DA ENERGIA DA MANOBRA
A manobra de “Swing-By propulsado” ¢ uma fungio dos pardmetros Vi, r_, 15, € ,que
definem a orbita inicial do veiculo espacial; e dos parametros 6V e a, que caracterizam
o impulso aplicado. Analisar a sensibilidade destes parametros significa verificar o
quanto a variacdo da energia se altera a partir de pequenas variacdes aplicadas a cada

parametro.

O estudo baseia-se no conceito de “Diferencial”, que parte da ideia de aproximagdo
linear. O erro decorrente dos resultados estimados pela aproximacdo em relacdo ao

valor real da funcdo também serdo apresentados.

A equacdo analitica da variacdo da energia para um sistema com oérbitas circulares e
impulso aplicado no periapsis da orbita foi desenvolvida a partir do trabalho de Prado
(1996). Por fim, serd quantificada a variacéo de energia AE devido ao erro na atribuicdo

dos parametros relacionados a posicdo da 6rbita inicial, velocidade e impulso aplicado.

6.1. Método de aproximacao linear e diferencial

A aproximacéo linear é uma forma de avaliar a influéncia de erros nos pardmetros. Se
uma visdo detalhada é feita em um ponto sobre o grafico de uma funcéo, nota-se que o
grafico assemelha-se cada vez mais com sua reta tangente neste ponto. Logo, a reta

tangente é o grafico da funcao linear:

f) = fla) + f(@x - a), (6.1)

que é a aproximacao linear de f em a. Quanto mais proximo x estiver de a maior seréa a
precisdo obtida. Aproximacéao diferencial parte da ideia de aproximacao linear e usa a

notacédo de Leibniz dy/dx para representar a derivada de y em relagéo a x.

Seja y = f(x) uma funcdo derivavel. O diferencial dy, usado para analisar a
sensibilidade estimada de uma funcdo a variacdo dx, é dada por dy = f'(x)dx
(STEWART, 2005). Denomina-se dy a variacao absoluta estimada de f.

Sendo f’(x) o coeficiente angular da reta tangente ou taxa de variacdo instantanea de f

em x, quanto maior essa taxa, maior é o efeito de uma determinada variagdo dx. Para
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saber 0 quéo preciso é a variacao absoluta estimada de f em relacdo a variagdo absoluta
real de f, o polinbmio de Taylor de segundo grau foi usado. Usando o teorema da
Desigualdade de Taylor, podemos medir o erro obtido na estimativa da variacdo

absoluta de f. A Desigualdade de Taylor diz que se |f ™V (x)| < M, o resto |R,(x)| <

M
(n+1)!

|x — a|™** (STEWART, 2005). Logo, o erro na estimativa, escrito na forma de

diferencial, é dado por:

144 x
Erro = fz—(')dx2

(6.2)

Neste trabalho a funcdo f equivale a AE, que € a variacdo da energia na manobra de
Swing-By propulsado. A secdo a seguir apresenta a equacdo analitica da variacdo da
energia em funcdo de cinco diferentes parametros: 7, ¥, Viyr—, 6V € a. A verificagdo
da sensibilidade destes parametros € feita individualmente e, por ser uma fungdo de

varias variaveis, a derivada parcial dos parametros é calculada.

6.2. Variacdo da energia (AE)

A equacdo analitica da variacdo da energia (AE) em funcdo dos pardmetros envolvidos
na manobra, para um sistema de primarios com excentricidade zero, e impulso aplicado

no periapsis da orbita do veiculo espacial foi apresentada por Prado (1996).

Se aplicarmos as condicbes e = 0 e, consequentemente f = 90°, na equacgdo 2.13, além
de V, constante, a equacdo da variacdo da energia, para um sistema com Orbitas
elipticas, se reduzira a equacdo da variacdo da energia para um sistema com Orbitas

circulares (Equacédo 6.3), equivalente a de Prado (1996).

Se 0° < a < 180°, o veiculo espacial se move na direcdo contraria ao corpo secundario,
logo ja terd passado pelo periapsis da segunda orbita e a anomalia verdadeira f,, é

positiva. Portanto temos —cos ™1, na Equagdo 6.3 onde € apresentado o termo +cos™1.
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6.3
AE = 8V2[2+ 8V(V2, +2u/7,)"” cos@ — VyVig cos(8 — ) + V,(8V2 + V2, (6.3)

+ 26 Vcos a(Viif + ijrp}m)lﬁ sen( Y
+eosTH(—1/(1+ (1, (8VZ + V7 + Z(lef + ij?’p)mc‘WCosa) (2u
1/2
+ Viflfrp+51frpcosa(lr’iflf +2u/1,) (Viste +210)%)
x cos‘l((zévrpcosa[vjlf+ Z,uf?:p)m + VT + 17,0V c0s%a
1/2
+ ) /(1 + (1,(8V2 + V2 + 2(V2  + 2p/r,) " 8Veosa) (2p

1/2
+ V2 my+ oV cosa(V2 e +2p/1,) )/ WP (VEm, + 20) M%)

Se —180° < a < 0° o veiculo espacial esta se movendo na direcdo do corpo
secundario e ainda passara pelo periapsis da segunda Orbita. Logo, a anomalia
verdadeira f, é negativa e temos +cos~! na Equacdo 6.3, onde é apresentado o termo
+cos™1. A taxa de variacdo instantdnea de AE em relagdo a cada pardmetro envolvido
na manobra ¢ a variagdo em AE causada pelo erro na posicdo da Orbita do veiculo
espacial, velocidade e impulso aplicado serdo apresentados. Para todos 0s casos seréo
adotados parametros similares ao do sistema Terra-Lua para 0s exemplos numéricos,
sendo u = 0,01214 e V, = 1,02 km/s.

6.3. Sensibilidade dos parametros referentes a posicéo inicial da érbita

A posic¢do inicial da 6rbita na manobra de Swing-By é definida pelo raio do periapsis
(,) e 0 angulo de aproximacdo (). O efeito na variagdo da energia devido a erros na
atribuicdo destes valores sera apresentado. A taxa de variacdo instantanea da uma ideia
geral do efeito que pequenos erros na atribuicdo de valores para 0s pardmetros podem
causar na energia do veiculo espacial durante a manobra. As taxas foram calculadas
para valores numéricos especificos para evitar equacdes muito complexas. Esses valores
$80: Vipr = 1.0 km/s, 6V =0 e a = 0°.
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dAE 0.0229 sen(i) (6.4)

9rp  (0.9612 7, +0.01214)

dAE 0.0238 cos(i) (6.5)

oy 0.96127,+0.01214

A Figura 6.1 mostra a taxa de variacdo instantanea da variacdo da energia (em km?/s?)

em relagdo a r, e ¥, para ry, variando de 1,0 a 10,0 raios da Lua (Ry,), sendo 1,0 Ry, =

1730 km, e ¢ de 0° a 360°.

Figura 6.1 — Taxa de variacdo instantanea de AE em relagdo a (a) r, e (b) ¥

BAE GAE 4 2
5 (/<) 20 (km’/s?)

360

- 50

270

180

ifr (graus)
¥ (graug

—50

(@) (b)

—0.5

Da Figura 6.1(a) pode-se verificar que a variacao da energia é positiva para iy entre 0° e
180° e negativa para @ entre 180° e 360°. A magnitude da variacdo de AE é maior
quanto menor for a distancia entre o periapsis da érbita do veiculo espacial e o corpo
secundario. Esse comportamento é esperado, considerando que Orbitas mais proximas
do corpo sofrem maiores efeitos da gravidade. Em relacdo ao angulo de aproximacao,
errar o valor de 7, para mais quando o veiculo espacial esta passando na frente do corpo
(0° <y < 180°), faz o veiculo se afastar do corpo e perder menos energia. Se este erro
for para menos, o veiculo espacial estard& mais préximo do corpo secundario,
intensificando o efeito da gravidade, que neste caso trabalha para diminuir a energia do
veiculo. A situacdo contréaria acontece quando o veiculo espacial estiver na regido de
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ganho (180° <1 <360°). Para a escala de r, e Y adotados AE varia de

aproximadamente —80 a 80 km?/s2.

Para a Figura 6.1(b), onde a variagdo de AE é calculada em relacdo ao angulo de
aproximagéo i, a taxa de variacdo instantanea de AE tem valores positivos para i em
torno de 180° e valores negativos para i em torno de 0° ou 360°. A magnitude da
variagdo de AE varia entre aproximadamente —1,5 a 1,5 km2s2, Observando o
comportamento da taxa de variacdo pode-se notar que, se 0 erro na atribuicdo de Y
tender a aproximar o periapsis da Orbita do ponto de méxima perda de energia, a
variacdo final da energia diminui. Ela aumenta quando o erro tende a afastar o periapsis
deste ponto. Na regido de méximo ganho, quanto mais proximo de ¥ = 270°, maior a
variacdo final da energia; e quanto mais distante deste ponto estiver o periapsis, menor
sera essa variagdo. A maior perda de energia devido ao erro ocorre para i =0° e 0

maior ganho para iy = 180°.

Usando a equacdo de dy descrita na Segdo 6.1, a estimativa da variagdo de AE sera
apresentada considerando erros de até + 20 km na atribuicdo de 7, e erros de até + 5° na
atribuicdo de 1. O erro de precisdo dessa estimativa também serd apresentado, baseado
na equacdo 6.2. A Figura 6.2 apresenta a sensibilidade do raio do periapsis 7,, € 0 erro de
precisdo, para valores reais desejados de 7, = 1,0R,, a r, = 10,0 R,,, e diferentes
valores do angulo de aproximacgdo . As cores representam o valor de 7, desejado,
conforme apresentado na legenda, dados em raios da Lua. 67, € o0 erro na atribuicéo de
1, apresentado em quilometros. Para cada 7,, o erro varia entre + 20 km do valor

desejado.
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Figura 6.2 — Variacdo em AE para erros de até +20 km na atribuicdo de r,, para diferentes
valores de 1.
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Variagio em AE (_kmg_;"szjl
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Cada gréafico da coluna da esquerda da figura mostra a variagdo em AE em fungdo de
dr,, para diferentes valores do angulo de aproximagdo. A coluna da direita mostra o
erro de precisdo na estimativa da variagdo em AE devido ao erro 67, na atribuicdo do
raio do periapsis. Para ¥ = 0° e i = 180° a variagdo em AE e 0 erro sao iguais a zero.
Isto ocorre porque quando o periapsis da Orbita ocupa essas posicdes, a variacdo da

energia por parte da gravidade € nula, independente do valor do raio do periapsis.

Para vy igual a 45°, 90° e 135°, em que a Orbita inicial do veiculo espacial esta na regido
de perda de energia devido a gravidade, atribuir valores maiores para o raio do periapsis
faz o veiculo se afastar do corpo, obtendo assim uma varia¢do positiva na energia. Essa
variagdo é negativa se o erro atribuido a r,, faz com que a orbita esteja mais proxima do
corpo secundario, sofrendo um efeito mais forte da gravidade. Para os casos em que
esta na regido de ganho de energia, iguais a 225°, 270° e 315°, diminuir o valor do raio
do periapsis devido ao erro faz o veiculo se aproximar do corpo e ganhar mais energia
devido a gravidade, logo a variacdo é positiva. Nesta regido, se o erro afasta a orbita do

corpo, a variacao tende a ser negativa.

O erro na precisdo da estimativa é da ordem de 107° km?/s2 e, em alguns casos, é
menor, alcancando a ordem de 1077 km#/s2. Quanto menor a magnitude do erro, maior
a precisdo. O erro de precisdo € maior para valores pequenos de r,,, porque a variagao de

+20 kmemr, = 1,0 R,, tem um efeito maior do que em 7, = 10,0 R, por exemplo.

A seguir sera apresentado o efeito na variacdo da energia para um erro variando de + 5°
em Y e o erro na estimativa desses valores. As solucBes serdo apresentadas para

diferentes valores de raio do periapsis e para y de 0° a 315°.
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Figura 6.3 — Variacdo em AE para erros de até + 5° na atribuicdo de 1, para diferentes valores

de rp.
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Quando Y =90° e yp = 270°, note, a partir da Equagédo 6.5, que a taxa de variagédo
instantanea de AE € zero para qualquer valor de 7,. Isso néo significa que ndo ha
variacdo, significa apenas que, para estes valores em particular, a aproximacao linear
ndo é o suficiente. Neste caso a variagdo de AE é igual ao termo de segunda ordem do
Polinémio de Taylor e o erro de precisdo igual ao termo de terceira ordem do Polinémio
de Taylor. Para esses angulos de aproximacdo a magnitude da variacdo de AE chega até
0,005 km2/s2, quando &y aproxima-se de + 5°. O erro de precisdo é igual a zero para 0s

dois casos.

Para yp = 45° e ¥ = 315° as curvas sdo coincidentes. Se 0 angulo aplicado for maior
que o desejado, para ¥ = 45° o periapsis da Orbita tende a aproximar-se da regido de
maior perda de energia e para ¥ = 270° tende a afastar-se de regido de maior ganho,
logo a variacdo é negativa. Se o angulo aplicado for menor que o desejado a variacédo é

positiva.

Para i = 135° e ¢ = 225° as curvas também sdo coincidentes. A variacdo em AE €
positiva se 0 &y aplicado € positivo, isso porque, quando ¥ = 135°, o periapsis da
Orbita se afasta da regido de perda de energia devido a gravidade e, quando ¥ = 225°, 0

periapsis tende a ir a direcdo de maior ganho de energia.
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A menor variagdo em AE ocorre quando ¥ = 0° e a maior quando ¥ = 180°, quando
comparado com os mesmos valores de 5y e 7,,. O erro de precisdo nestes casos € zero.
O erro para ¥ = 45° e Y = 135° sdo coincidentes, e ¥ = 225° e ¥ = 315° também
sdo coincidentes. A magnitude do erro, na maioria dos casos, varia até a ordem de
aproximadamente 1073, Quanto mais afastado a orbita estiver do corpo secundario,
menor tende a ser o erro de precisdo. Note que essa distancia também tem efeito sobre a
magnitude da variacdo em AE, que para casos mais proximos da Lua chega a variar até
aproximadamente 0,15 km?/s2. Para o caso mais distante, r, = 10,0 R,,, a variacdo

maxima chega a aproximadamente 0,04 km?/s2.

Comparando os dois parametros da posicdo, é possivel notar que errar na distancia do
periapsis, considerando todos os outros valores fixos, causa um efeito menor em AE do
que se o erro for cometido no angulo de aproximacao. Em relacdo a posi¢do, o angulo

de aproximacdo iy é mais sensivel a erros.

6.4.  Sensibilidade do parametro referente a velocidade

A velocidade com que o veiculo espacial se aproxima do corpo secundario é chamada
velocidade de aproximacao (Vi,s). Quando o veiculo espacial passa proximo ao corpo, a
gravidade pode incrementar ou diminuir essa velocidade. E, entdo, o veiculo espacial se
afasta com a velocidade modificada, agora chamada de velocidade de afastamento
(Ving+)- Quando ha impulso, além da influéncia na magnitude da velocidade, o impulso

também pode modificar a direcdo do afastamento.

Para analise da sensibilidade da velocidade consideraremos impulso zero. A Equacao
6.6 mostra da taxa de variagdo instantanea de AE em relagdo a velocidade de

aproximacdo, considerando os valores mostrados anteriormente.

AAE  sen(¥)(0.02526 7 Vips” —0.00031) (6.6)

8 Vinf (rp Ving? +0.01214)°

Quando o impulso é zero e o angulo de aproximacao igual a 0° ou 180°, o efeito da
gravidade é nulo, logo a velocidade de aproximagdo serd igual a velocidade de

afastamento.
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O comportamento da Eq. 6.6 para i = 270°, os pontos de maximo ganho de energia

devido a gravidade, sdo apresentados.

Figura 6.4 — Taxa de variagdo instantanea de AE em relagdo a Viq, paray = 270°.
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A variacdo em AE é positiva para a velocidade variando aproximadamente de zero a 2,0
km/s, para raio do periapsis igual a 1,0 R,,. A curva limite da variacdo positiva (curva
vermelha referente a AE = 0) é decrescente, chegando a aproximadamente 1,0 km/s
para valores maiores do raio do periapsis. A variacdo alcanca até pouco mais de 2,0
km?/s2, Para valores de velocidade acima dessa curva limite, a variagdo em AE é

negativa, com magnitude maxima préximo de 0,3 kmz/s2,

Sabe-se que, quanto maior a velocidade, menor a curvatura na érbita do veiculo, e que
velocidade igual a zero faz o veiculo espacial cair na direcdo do corpo secundario.
Partindo desta ideia, a taxa de variacao instantanea de AE esta coerente. Quanto menor a
velocidade, mais energia o veiculo espacial ganha, por estar mais proximo do corpo e
aproveitar o efeito da gravidade, que neste caso trabalha para aumentar a energia.

Velocidades maiores fazem o veiculo se afastar da Lua, perdendo energia.

112



A sensibilidade da velocidade é apresentada na Figura 6.5 para erros de até = 0,01 km/s,

que equivale a aproximadamente 1% da velocidade da Lua em torno do planeta.

Figura 6.5 — Variacdo em AE para erros de até + 0,01 km/s na atribui¢éo de Vi, parayp = 270°
e diferentes valores de rp.
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Para 7, = 1,0 Ry e Vi = 1,0 km/s, errar na velocidade resulta em um efeito maior na
variagdo da energia. A variagdo € negativa, se € atribuido um V;,, menor que o
desejado, e positiva, se atribuido um V;,,, maior que o desejado. Para os outros valores

de velocidade analisados o oposto ocorre. Quanto menor a velocidade, maior a
magnitude do ganho ou da perda. Quando 7, = 5,0 Rm, o efeito do erro para Vi, = 1,0
km/s muda. Agora se ganha energia se errar a velocidade para menos e perde-se se errar
para mais, assim como para todas as outras velocidades. Essa mudanca ocorre para 7, a

partir de aproximadamente 3,0 Ry,.

A precisdo do meétodo € menor para Vi,r = 1,0 km/s, comparado com as outras
velocidades, chegando para os valores extremos do erro a até aproximadamente a ordem
de 107> km?/s2,

6.5. Sensibilidade dos parametros referentes ao impulso

O impulso modifica a magnitude da velocidade e direcdo do veiculo espacial. Neste
caso, sera sempre aplicado no periapsis da Orbita combinado com a gravidade. O
impulso serve para intensificar o efeito da manobra de Swing-By, quando apenas o uso
da gravidade n&o gerar energia suficiente para atender as necessidades da misséo.

A influéncia de possiveis erros na atribuicdo dos valores da magnitude e direcdo de
aplicacdo do impulso na variagdo da energia do veiculo espacial na manobra é

apresentada. Foram considerados 1, = 1,1R,, Vir = 1,0 km/s e yp = 270°.

A taxa de variacdo instantanea de AE em relagcdo a magnitude do impulso, para a entre

0° e 180° € como segue:
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OAEs0) (6.7)

D6V = (05 [4.847(§VCOSQ+6V2 + 0961}12

((0.32?6\/({8.282 - 5.2446V%) cos” @ + 6V° cos® @ + (10.2526V - §V°) cos® a +
52440V’ cos* @~ 102526V cosa - 8.282)) /

((1-(6785.199(0.0049 6V* cos” @ +0.024 6V cosa +0.0169)) /
(0.1658(4.8470 6V cosa + 6V + 0.961) (6V cosa + 2.424)° + 1))1%) +
((~0.663 8V - 8.108 6V cos® @ — 2.4106V* cos® @ + (~2.4106V% — 5.491) cosa —
1.9476V)/
((1-1/(0.166(4.847 6V cosa + V> + 0.961) (6V cosa + 2.423)° + 1)) )
cos(cos™ (~1/(0.166 (4.847 6V cosa + 8V* + 0.961) (6V cosa + 2.424)” + 1)'/* —
cos™*((0.407 6V cos” @ + 1.973 6V cos(a) + 1.391) /
(0.166 (4.847 6V cosa + 6V° + 0.961) (6V cosa + 2.424)° + 1)"%) + y))
(0.166 (4.847 6V cosa + 6V° + 0.961) (4V cosa + 2.424)° +1)*7 +
((2.424 cosa +46V)
sen(cos™*(~1/(0.166(4.847 6V cosa + 6V* + 0.961) (6V cosa + 2.424) + 1)'%) -
cos™*((0.407 6V cos® o + 1.973 6V cosar + 1.391) /
(0.166 (4.847 6V cosa + 6V° + 0.961) (6V cosa + 2.424)” + 1)) + y)) /
((4.847 6V cosar + 6V” + 0.961)"%) + 2.424 cosa + 6V

Quando « esta entre -180° e 0°, a taxa é dada por:

a 5E[e'< 1)]

o = (0.5(4.8476V cosa + 6V2 +0.961)!2 (6.8)

(((~0.663 6V° — 8.1086V) cos” @ — 2.4106V* cos’ @ +
(~2.4106V* - 5.491) cosa ~1.9476V) /
(1-1/(0.166(4.8476V cosa + V2 + 0.961) (6V cosa + 2.424)* + 1))/ —
(0.3276V((8.282 — 5.244 V%) cos” @ + 6V° cos’ @ + (10.2526V — 6V cos’ @ +
5.2446V* cos* @ — 102526V cosa — 8.282)) /
(1~ (6785.199(0.0049 6V* cos® @ + 0.024 6V cosar + 0.0169)°) /
(0.166(4.847 6V coser + 6V% + 0.961) (6V coser + 2.424)* + 1))12))
cos(cos™(~1/(0.166 (4.847 9V cosar + 0V* +0.961) (8V coser +2.424)> + 1)1} +
cos™1((0.4076V cos® a + 1.973 6V cosar + 1.391) /
(0.166(4.847 6V cosa + 6V* + 0.961) 6V cosa + 2.424)" + 1)12) + y)) /
(0.166(4.8476V cosar + 6V2 +0.961) (6V coser + 2.424) + 1% +
ﬂ (2.424 cosa + V)
sen(cos™(—1/(0.166 (4.847 6V cosa + 6V + 0.961) (3V coser + 2.424)* + 1)12) +
cos™((0.4076V* cos” @ + 1.973 6V cosa + 1.391) /
(0.166(4.847 6V cosar + 6V* + 0.961) (6V cosar + 2.424)* + 1)) + y)) /
((4.8476V cosar + 6V2 + 0.961)!2) + 2.424 cosa + 6V
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A taxa de variacdo instantanea de AE em relagdo a direcdo do impulso, para —180° <

a < 0°, é apresentada.

(6.9)

6;—@ (@<0)= §Vsina
(~(2.4235 sinly + cos™(~1 /(01638 (4.8470 6V cosa + 6V + 0.9612) (6V cosar + 2.4235)” +1)!) +
cos™!((0.4071 6V cos® @+ 1.9735 6V cosa +1.3913) /
((0.1658 (4.8470 6V cosa + V7 + 0.9612) (4V cose + 2.4235) +1)'7)))) /
((4.8470 6V cosa + 6V +0.9612)12) +
((4.8470 6V cosa + 6V +0.9612)12
((0.1658 (8V cosa +2.4235)(7.2705 6V cosa + 6V° +6.8346)) /
((1-1/(0.1658 (4.8470 6V cosa + 6V° + 0.9612) (6V cosa +2.4235)" + 1)) +
(0.16366V" cos® o + (1.35496V° + 1.3546 6V) cose + (0.0675 6V° +0.8577 6V ) cos’(a) +
(0.49076V* + 1.6769 6V2) cos*(a) + 13624 6V7) /

((1-((6785.1996 (0.0049 6V cos® @ +0.0239 8V cose + 0.0169)%) /
(0.1658 (4.84702 6V cosa + 6V + 0.9612) (6V cosa + 2.4235)” + 1)))11%)

cos(y +cos™H(~1 /(0.1658 (4.8470 6V cosa + 8V +0.9612) (6V cosa + 2.4235)* + 1)11%) +

cos™}((0.4071 8V cos® @ + 1.9735 6V cosa + 1.3913) /

(0.16358 (4.8470 6V cosa + 6V + 0.9612) (6V cosa +2.4235)° + 1))} /
(0.1658 (4.8470 6V cosa + 6V* + 0.9612) (6V cosa + 2 4235) + 1)/ — 2 4235)

Se 0° < a < 180°, a taxa apresenta-se COMO segue:

AE (6.10)

— (@ =0)= §Vsina
da

(~(24235 sin(y + cos™}(~1/(0.1658 (4.8470 8V cosar + 6V° + 0.9612) (3V cosa +2.4235) +1)1?) -
cos ({04071 6V cos” @ + 19735 6V cosa + 1.3913) /
((0.1658 (4.8470 8V cosa + 6V* + 0.9612) (6V cosa +2.4235)* + 1)14)))) /
(48470 6V cosa + V% +0.9612)1%) + 48470 6V cosa + V% +0.9612)
((0.1658 (8V cosar +2.4235)(7.2705 6V cosa + 6V° + 6.8346)) /
((1-1/(0.1658 (4.84708V cosa + 6V* +0.9612) (6V cosa + 24235)* + 1)) +
(~016366V" cos® a +(~1.35496V° — 13546 6V) cosa + (~0.0675 6V° - 0.85776V°) cos’ a +
(~049076V* - 16769 6V*) cos a — 13624 8V7) /

((1-((6785.1996 (0.0049 6V cos” &+ 0.0239 6V cosa + 0.0169)%) /
(0.1638 (4.84702 6V cosa +8V* + 0.9612) (8 cosa +2.4235)" + 1)))2))

cos(y + cos™ (-1 /(0.1638 (4.8470 6V cosa + 6V +0.9612) (6V cosa +2.4235) + 1)12) -
cos™((0.4071 V% cos® @ + 1.9735 8V cosar + 1.3913) /

(0.1638 (4.8470 8V cosa + 6V +0.9612) (6V cosa +2.4235)* + 1)12))) /
(0.1658 (4.8470 6V cose + 6% + 0.9612) (8V cosa + 2.4235)% + 172 — 2.4235)
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Os parametros constantes das equagdes sdo: u = 0.01214, r, = 1,1R,, € Vi = 1,0

km/s. A magnitude do impulso, na anélise da sensibilidade, é dada em km/s.

Os gréaficos das equacdes 6.7 a 6.10 para i = 270° mostra como a taxa de variacdo

instantdnea da variacdo da energia se comporta para diferentes valores da magnitude e
direcéo do impulso.

Figura 6.6 — Taxa de variagdo instantanea de AE em relagdo a (a) 6V e (b) a paray = 270°.
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A variacdo em AE em relacdo a magnitude do impulso (Fig. 6.6(a)) é negativa para
valores de a aproximadamente entre -180° e 90° e a aproximadamente entre 90° e 180°.
Isto porque, para estes valores do angulo que define a dire¢do do impulso, ha uma
componente do impulso oposta a0 movimento, desacelerando o veiculo, fazendo-o
perder mais energia. No caso em que o angulo é negativo, hd regido de variacdo
negativa € menor, porque além da componente oposta, ainda hd uma componente
enviando o veiculo na dire¢do do corpo secundério, fazendo-o ganhar mais energia,
devido a gravidade. Para todas as outras condicGes, a variacdo € positiva e, quanto

maior o impulso desejado, maior a variacao causada devido a erros.

Note que a dire¢do do impulso é mais sensivel a erros que a magnitude do impulso. A
magnitude da taxa de variacdo instantinea é maior para «a, Vvariando de

aproximadamente -15 a 30 km?/s2, do que para &V, que varia de aproximadamente -5,0

km2/s2 a 7,0 km?/s2.

117



A regido em branco nos graficos para os valores extremos de a representam casos em
que o veiculo espacial ndo escapou da regido de influéncia do corpo secundario. A partir
da equacdo analitica da variacdo da energia (Equagdo 6.3), somente é possivel
reconhecer esses casos. Nao é possivel distinguir se ocorreu uma captura ou colis&o.
Essa distincdo foi obtida a partir do estudo da manobra por integracdo numérica. A
partir da integracdo numérica verificou-se também que ha casos em que o veiculo
espacial colidiu com o corpo, porém, analiticamente, foi considerada uma trajetéria que
escapou do corpo. Isso ocorreu porque o estudo analitico ndo identifica colisbes. Um
mapa de capturas e colisdes, obtido por integracdo numérica, € apresentado na Figura
6.7, parar, = 1,1R,, e Y = 270° (adaptado de Ferreira et al., 2015).

Figura 6.7— Mapa de capturas e colisdes para yp = 270° (adaptado de Ferreira et al., 2015)
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No mapa pode-se ver que ocorreu um numero significativamente maior de colisdes do
que captura. Na maioria dos casos, para valores extremos de a, com maior volume para

casos com a negativo.

A sensibilidade da magnitude do impulso, considerando erros de + 0,01 km/s, que
equivale a = 1% da velocidade da Lua em torno do planeta, e 0 erro de precisdo do
método usado serdo apresentados.
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Figura 6.8 — Variacdo em AE para erros de até + 0,01 km/s na atribuicdo de &V, paray = 270°

e diferentes valores de «.
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Note que, para « = —180° e a = 180°, que sdo equivalentes, somente a manobra com
impulso de 0,1 km/s ndo resultou em captura ou colisdo. Isso porque o impulso ndo
mudou a geometria suficientemente para gerar este resultado. Nestes casos, errar para

mais o impulso desejado resulta em perda de energia, porque o veiculo espacial esta

121




sendo desacelerado, e errar para menos tem uma variacdo positiva, porque faz

desacelerar menos.

Somente para @ = 0° e a = 45° ndo houve casos de capturas ou colisdes para 0s
impulsos apresentados. Quando a = 0°, o impulso esta sendo aplicado na direcdo do
movimento do veiculo espacial. Aplicar mais impulso do que o desejado aumentara a
energia. Quando o erro for para menos, a variacdo em AE € negativa. Para a maioria dos
casos a precisdo diminui com o aumento do impulso desejado. O efeito de erros de até +
5° no valor do angulo que define a direcdo do impulso e o erro de precisdo do método

usado sera mostrado a seguir.

Figura 6.9 — Variacdo em AE para erros de até + 5° na atribuicdo de a, para i = 270° e
diferentes valores do impulso.
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Para ¢ = —180°, a = 0° e a = 180°, usar aproximacao linear ndo é o suficiente para

estimar a sensibilidade de a. Note, a partir das Equacdes 6.9 e 6.10, que a taxa de

variacdo instantanea de AE é zero para qualquer valor de §V. Nestes casos a variagao de

AE é igual ao termo de segunda ordem do Polinbmio de Taylor, e 0 erro de precisdo

igual ao termo de terceira ordem do Polindmio de Taylor.

Para 6V = 0,1 km/s, a variacdo em AE chega a até aproximadamente 0,0015 km?/s?

para §a proximo de 5° e o erro de precisdo e zero. Com excegdo de 6V = 0,1 km/s,

para todos o0s outros casos e a = +180°, resultou em colisédo do veiculo espacial na
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superficie da Lua. Quando 8V = 0,3 km/s, « = £135° tem um erro de precisdo alto
quando comparado com o0s outros casos estudados, chegando a magnitude de 0,12

km?/s2,

Quando o a desejado € positivo, errar para mais faz a variacdo em AE ser negativa, pois
aumentar a direcdo de envio do veiculo espacial neste caso faz o veiculo ir para mais
distante do corpo secundario, diminuindo o efeito da gravidade que, neste caso, trabalha
para aumentar a energia e entdo faz AE ser menor. Errar para menos envia o veiculo

para mais proximo do corpo, aumentando a energia.

Quando o a desejado € negativo, errar para mais reforca uma componente na dire¢do do
veiculo espacial, fazendo-o0 ganhar energia. Errar para menos faz a componente oposta
ao movimento do veiculo trabalhar para fazé-lo diminuir a energia, entdo a variacdo em
AE é negativa. A magnitude da variacdo em AE € maior para valores de impulso
maiores. Por exemplo, no caso 6V = 2,0 km/s, chega até aproximadamente 0,4 km?/s?

para ¢ = 45°e a = 90°.

Note que o efeito sobre AE, quando se erra na direcdo do impulso, é significativamente
maior do que errar na magnitude do impulso. Essa diferencga, em alguns casos, chega a
ser dez vezes maior. Errar na magnitude do impulso faz o veiculo ir mais rapido ou mais
devagar do que o desejado, mas a geometria tende a se manter a mesma. Errar na
direcdo do impulso modifica a geometria da manobra, resultando em uma nova 0rbita,
diferente da esperada, e entdo podendo causar uma mudanca significativa no resultado
desejado.

6.6. Variacao total em AE devido a erros nos parametros

A analise da sensibilidade de cada parametro de uma manobra de Swing-By propulsado
foi apresentada individualmente. Porém, se o erro ocorrer em mais de um parametro, a
variagao total em AE (§AE) é dada pela soma da variagcdo em AE em relagdo a todos 0s

parametros.

SAE = 0AE (6rp) + 1,0 (61/J) 0AE (5me) + Z(W (5(8V)) + a_ (5a) (6.11)
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Erros séo possiveis de acontecer, por isso a importancia de verificar seus efeitos sobre a

manobra e, a partir de entdo, planejar possiveis solugoes.

O estudo mostrou que o &ngulo de aproximacao da érbita inicial de um veiculo espacial
(¥) e o angulo que define a direcdo do impulso («) sdo 0s mais sensiveis a erros. Para
alguns valores desses angulos ha uma singularidade no método utilizado, sendo
necessarias adaptacdes. Porém, todos os parametros tém uma sensibilidade e precisam

de atencéo.
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7 MANOBRAS DE SWING-BY ASSISTIDAS POR CABO

As descricdes matematicas necessarias para desenvolver a manobra de “Swing-By
assistida por cabo” ou “Tethered Sling Shot Maneuver (TSSM)” e a andlise do
equilibrio, estabilidade e forca para a manobra sdo apresentadas a seguir. Essa manobra
pode ter como objetivo lancar o veiculo espacial para um ponto distante, e assim

provocar a captura ou escape do veiculo espacial.

7.1. Tethers

Um tether consiste em dois objetos fixos nas extremidades de um cabo. Neste trabalho
consideraremos o cabo ancorado na superficie de um corpo celeste com raio finito,
como um planeta, uma lua ou um asteroide; e na outra extremidade sera conectado o
veiculo espacial. O cabo € considerado fino, rigido, inextensivel e com massa

negligenciavel.

Esta é uma alternativa para manobrar veiculos espaciais no espaco. Neste caso usaremos
o0 tether para fazer uma manobra de “Swing-By assistida por cabo”. Para executar esta
manobra analisaremos, em relacao ao tether: as condic¢Ges de equilibrio, estabilidade dos
pontos de equilibrio e a forca que age na direcdo do cabo. Em relacdo a manobra

estudaremos o ganho de energia obtido pelo TSSM.

A proposta é construir uma estrutura fixa na lua, com uma rede em uma das
extremidades do tether, que recebera o veiculo espacial. O veiculo espacial apenas sera
manobrado para alcancar a rede. Presume-se sempre que o dispositivo receptor do
veiculo espacial esta localizado em pontos de equilibrio quando este chega ao sistema e
conecta-se na rede. Por isso o tether precisa estar em um ponto de equilibrio fisicamente
possivel e o cabo precisa estar esticado com forca de tracdo agindo nele. O ideal é o
equilibrio linearmente estavel, mas adotaremos o equilibrio instavel como uma segunda

opcao. Esses dados serdo obtidos a partir da dindmica do veiculo espacial.

Para analise do tether, consideraremos que o veiculo espacial pode se mover no espaco
tridimensional, ao redor do centro de massa dos corpos primarios, em uma oOrbita
circular (e = 0). As posicdes dos primarios sdo apresentadas nas Equacdes 3.3 e 3.4,
sendo d = 1. A posicdo do veiculo espacial, quando este estd vinculado ao tether, é

dada por x5, y; € zs.
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X3 = X5 + Rcos(Y) cos(v + @) + lcos(P) cos(v + ) (7.2)

V3 = ¥y + Rcos(Yy) sen(v + @) + lcos(@) sen(v + @)
Z3 = Z, + Rsen(y,) +lsen(y)

Os paréametros ¢, € ¥, definem o ponto na superficie de M, onde o tether sera ancorado
(ver zoom de M,, na Figura 7.1). ¢, descreve a posicdo da ancora no equador de M,. E
0 angulo entre a linha dos primarios e o vetor posi¢do da ancora projetada no plano
x —y. Y, descreve a posi¢cdo da ancora fora do plano dos primarios (eixo z). Este é o
angulo entre o vetor posi¢do da ancora e o plano x — y. R é o raio do corpo secundario,
[ é o tamanho do cabo que compde o tether. O ponto A é a &ncora na superficie do corpo

e22=0.

O movimento do veiculo espacial no plano x — y é descrito por ¢ (dngulo entre a linha
M; — M, e a projecdo do vetor posi¢do do tether no plano) e em z é descrito por ¥
(angulo entre o tether e o plano x — y). A Figura 7.1 mostra a geometria do sistema de
tether.

Figura 7.1 — Geometria do sistema de tether.

Zoom M,

Se fixarmos uma haste na superficie de M, e considerar R igual a distancia total do raio

do corpo mais o tamanho da haste, as leis da mecanica orbital permanecem as mesmas.

As equacdes do movimento do veiculo espacial podem ser escritas usando as Equagdes
de Lagrange, que descrevem o movimento sob a acéo de forgas com respeito ao centro

de massa do sistema:
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(7.2)

I
o

{% (aaci'> B (Z_pr)
oL

3tlap) -G =0

sendo L a Lagrangeana, definida pela diferenca entre a energia cinética T = %VSZ e

(1-w

energia potencial, U;- — — (relativo ao corpo M;) e U,— — Tﬁ (relativo ao corpo M,),
1 2

ambas para corpos priméarios com formas regulares.

1-w LB (7.3)

L—1V2+
27 T T

V, = \/)‘(32 + y5% + 25 é a velocidade do veiculo espacial obtida a partir da derivada da

posicdo no tempo, 1y = /(x5 — x1)% + (y3 — y1)2 + (23 — 7,)? é a distdncia M; — M,

e 1y =/ (X3 — X3)% + (y3 — y2)% + (z3 — 23)? € a distancia M, — M5 dado pela soma
dos vetores que conectam o centro do corpo secundario a ancora e 0 vetor que conecta a

ancora ao veiculo espacial.

O estudo também foi aplicado para casos com corpos primarios irregulares, assumidos
serem elipsoides. O potencial gravitacional (U) destes corpos foi descrito usando os
coeficientes da expansdo dos harmdnicos esféricos em fungdo da dimensao dos corpos.
U,, € o potencial gravitacional de M; quando n = 1 e de M, quando n = 2, dado pela

Equacéo 7.4.

" 2 (7.4)

R, X
U, =—|1+ (—) (C20n(1 — 1.5cos(8,)%)
rn rn

+ 3Cp2n €OS(8p)* cos(2yn)) |,

sendo u; =1 —pu e u, = u, R, 0 raio equatorial do corpo, C,, € C,2y, 0S coeficientes
que representam a irregularidade dos corpos, apresentados em fungéo dos eixos a,, b,

e ¢, do elipsoide, para a,, = b, = c,.
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(7.5)

a2 — by’ (7.6)

Coon =

&y € ¥y S80 a latitude e longitude do veiculo espacial em relacdo ao centro de massa do

corpo.
N (O el Tt et 0 (7.7)
n = €08 2(x3 — x )1
gt (2O =) = Gy~ x0)? — 1) 79
n = Z(X3 - xn)rn

7.1.1. Condicgoes de equilibrio do tether

O dispositivo que recebera o veiculo espacial no tether, para a execucdo da manobra de

Swing-By assistida por cabo, precisa estar em um ponto de equilibrio.

Matematicamente, o ponto de equilibrio de uma funcdo é o ponto onde suas derivadas

sdo zero, ou seja, ndo ha variacdo de ¢ e . Logo, nestes pontos, a forca resultante que
age no veiculo espacial também ¢é igual a zero (F = 0). Uma particula posicionada em

um ponto de equilibrio com velocidade inicial igual a zero permanecerd

indefinidamente neste ponto.

Para obter as equacdes que nos da o equilibrio, aplicaremos nas equacbes do
movimento, obtidas a partir da Equagdo 7.2, as condi¢bes ¢’ = @” =y’ =y”"=0¢eo0

tamanho do cabo inextensivel I’ = 1" = 0. As equacdes gerais de equilibrio sdo:

{/‘Ll(q’o:lpo'fpl Y,H)=0 (7.9)

Ao (@0, Yo, 0,9, 1) =0’
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sendo,

(7.10)

A =Imsw((ﬁfﬂswosm(fpn—@) —(1—-p)pseng)

_ (PPuRcospg sen(gpg — @)
3
Lp;

(- p*(Rcospg sen(py — ¢) — psen @)
(1 + p? + 2p(lcos@cosy + Rcospycosyy )32 )

1
A = I—(—(((l—p)p+ Rcosgycosyy)cosp + (lcosy

+ Rsen @g cos, sen @) sen)

N (up® R(—senyg cosy + cos g cos(pg — @) sen )

3
Lb)

- )P (R cosyp senpp — (p cos @ + R cos Py cos(pg — @) sen )
(1 + p2 + 2p(lcos@cosy + Rcospgcosyy))3/2 ’

p = 1 é adistancia M; — M,.

Para evitar singularidades na equagdo de A,, para o tether fora do plano (¢ = i%),

novas equacGes foram obtidas usando mudanca de variaveis. Essas equacdes Sao

apresentadas no Capitulo 8.

Sabendo que ﬁR é igual a zero neste ponto e analisando essas forgas, temos: ﬁcent +
ﬁcabo + ﬁgl + ﬁgz =0, sendo ﬁcent a forca centrifuga, ﬁcabo a forca no cabo
(apresentada na subsecdo 7.1.3), ﬁgl a forca gravitacional do corpo primério e ﬁgz a
forca gravitacional do corpo secundério. ﬁcent = w?7;, sendo w =1 a velocidade
angular do sistema, com orbita circular, escrita na forma adimensional e 7; o vetor
posicao do veiculo espacial. As for¢as gravitacionais ﬁg1 e ﬁgz séo calculadas a partir da
derivada do potencial do corpo em relagdo a posicdo do veiculo espacial. As

combinag0es ¢, e I que satisfazem a Equagdo 7.9, para o dado ¢, e ¥, ou a condi¢do

ﬁR =0, definem as solucdes de equilibrio do tether.
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Porém, somente serdo candidatos a receber o veiculo espacial as solu¢des que respeitem
as condicdes fisicas reais, ou seja, aquelas em que estdo na regido de visada do tether,

onde o veiculo espacial ndo se enrola em torno da superficie do corpo.

A regido de visada pode ser ampliada se colocarmos uma haste na extremidade do tether
que seré fixa na superficie do corpo. Isso acontece porque o angulo 8 (dngulo entre o
eixo horizontal e a linha que conecta o ponto A a linha tangente a lua), mostrado na Fig.
7.2, aumenta com o incremento no tamanho da haste. A regido de visada do tether, para
a ancora no plano x — y, como uma fung¢ao da longitude da posicao da ancora (¢,), raio

da lua (R) e tamanho da haste (h) ¢ = + @ < 0 < B + ¢o. Nestaequacdo f =T —y

ey = sen! (ﬁ). A Figura 7.2 apresenta a descricdo para a ancora em @,= 0. Note

que, para h = 0, o tether ¢ fixado diretamente na superficie do corpo e f = %

Figura 7.2 — Descricéo da regido fisicamente possivel do tether.

i\

A4

7.1.2. Estabilidade do ponto equilibrio

O equilibrio de um corpo é linearmente estavel (CHANDRASEKHAR, 1961; DRAZIN;
REID, 1981) quando, aplicados pequenas perturbacdes neste corpo, ele tende a retornar
para a sua posicao inicial. Além disso, o equilibrio linearmente estavel requer menos
consumo de combustivel, se um controle for necessario para retornar o dispositivo para
a posicdo original. O ponto de equilibrio instavel serd uma segunda opcdo por esta
razdo, mas ele também sera considerado, ja que de qualquer forma requer um menor
controle para a manutengdo de um veiculo nesse ponto quando comparado a um ponto
que ndo seja de equilibrio.
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Matematicamente, o equilibrio é linearmente estavel quando a funcdo da energia
potencial total (U;) tem um minimo local (STEWART, 2005). Essa condi¢éo € satisfeita
se:

02U (7.11)
—Zt(a, b,c) >0
dx;
(7.12)
H(x3,y3,23) > 0
(7.13)

Hy(x3,y3) > 0,

sendo x5, y; € z3 as componentes da posi¢cdo do veiculo espacial no ponto de equilibrio
(a,b,c), H(xs,y3,23) 0 determinante da matriz Hessiana (Fungdo Hessiana) 3x3 e
Hi(x3,y;) o determinante da matriz Hessiana 2x2, ambas para a funcdo da energia

potencial total.

(7.14)
02U, 02U, 02U,
dxs?  Ox30y3 0x30z3 | 92U, 02U, |
b= 02U, 02U, 02U, U = dx;%  0x30y3
" |0x30ys  dys?  0y30zs ! 92U, 92U,
02U, 02U, 02U, 0x30y;  Qy,*
0x30z3 0y30z3  dz”

As segundas derivadas parciais s80 como segue:
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U, 2 OFeavoy _ 0%, 9V, (7.15)
0x32 aX3 aX32 aX32
62Ut _ wz n aFcaboy _ 62U1 _ BZUZ
dy,* 93 dy;®  dys”

aZUt _ aFcaboz 62Ul 62UZ
2 - 2 2

623 623 623 623
ou; adu
2 1 2
02U, d (Fcaboy +wy3 _6_3/3_6_3/3)
0x30y; Jdxs
ou, U,
02U, 0 (Fcaboz ~ 0z 3—23)
0x30z; dx3
oU, oU,
92U, d (Fcaboz ~ Pz 6_z3>
0y30z3 dy3 '

82U, 0%U, o 02U,
6X32 ) 6y32 6232’

sendo para n igual a 1,2 e t, as derivadas parciais de segunda ordem

da funcdo potencial em relacdo a posicdo do veiculo espacial e 0% 07U e 07U as
6y3623’ 6x3623 8y3823

derivadas parciais de segunda ordem mistas. Fqp0x, Feanoy € Feaboz S80 as componentes

da forca no cabo.

Portanto, o conjunto de varidveis ¢,y e [, pertencentes as solucBes de equilibrio que
satisfazem as condicBes das Equacbes 7.11, 7.12 e 7.13, descrevem o equilibrio
linearmente estavel. Sempre que citarmos equilibrio estavel estaremos nos referindo ao
equilibrio linearmente estavel. Para o caso do veiculo espacial se movimentando no
espaco bidimensional, z; = 0, as solu¢bes de equilibrio linearmente estaveis sao

aquelas que satisfazem as condicGes das Equacgdes 7.11 e 7.13.

7.1.3. Tensao no cabo

A tensdo no cabo é a forca que o veiculo espacial exerce no cabo. Ela é calculada a
partir das forgas centrifuga e gravitacionais envolvidas no sistema. Sua analise auxilia

na construcdo da estrutura do cabo. A escolha do material requerido pela missédo é
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dependente destas forcas. Os detalhes desta tarefa ndo serdo apresentados neste
trabalho.

Figura 7.3 — Diagrama das forcas envolvidas no sistema.

—~
F

N4
=

F.qpo & a forca que o cabo exerce no veiculo especial, cujas componentes s&o Fcabo,
Feabo, € Feapo, dadas na equagao 7.16. Sendo xi,y1,z1; X2,Y2,Z2 € X3,Y3.Z3 @S

componentes do vetor posicdo de M;, M, e M;, respectivamente. w € a velocidade

angular do sistema, r; a distancia M; — M; e r, a distancia M, — Ms.

7.16
r s A= —x)  als—x) (7.16)
Fcabox=wx3_ 7.3 - 3

1 2

F o, A=Wz —y1) ulys—y2)
3 caboy — W y3 — T'13 - T23

_ (1 —w(z3 —z1) _ p(zs — z3)
T3 3

kFcaboZ =

> . , = SA SA
A forga F,,p, pode ser escrita também como F.,p, =T = Sendo 7= UM versor na

5] [5]

direcdo veiculo espacial-ancora. Logo, a magnitude e o sentido da tensdo no cabo séo
determinados por t, para valores do raio da lua (R), comprimento do tether (I),
longitude e latitude da posicdo da ancora (¢,,Y,) € longitude e latitude da posicdo do

tether (¢, ) que garantem a forga na direcdo do cabo.
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7= ((1 — 1 + Rcos@g cos P) (7.17)

<1 — U+ lcospcosy + Rcospq cos P

u(lcosg cosy + Rcospg cospy) (1 — w)(1 + lcosg cosp + Rcosg, cos Pgy) /2
- a,3/2 - (1 + a/)3/2 /

+(R? cos Yyseng, senPg(lcospseng + Rcosyseng,

u(lcosypseng + Rcosypysen@y) (1 — pw)(lcospseng + Rcosyg sen @q)
- /32 - (1+a")3?

—u(lsenp + Rsenpy) (1 — pw)(Iseny + Rsenipy) ,
( a,3/2 + (1 + al)3/2 > /b

sendo,

a’ = (Icosg cos P + Rcosg, cos )% + (lcosypseng + Rcosp, sen ¢q)? (7.18)
+ (Iseny + Rseniy)?

b' = (1 — u + Rcosp, cosPg)? + R2(cosyy® sen ¢y? + senipy?)
Se T > 0, a tensdo no cabo (ﬁ) é de tracdo, com magnitude |z|. Neste caso, o0 veiculo

espacial esta esticando o cabo.

Figura 7.4 — Diagrama das forgas envolvidas no sistema com tragdo no cabo.

y

T
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Se T < 0, a tensdo no cabo (T,) é de compressdo, com magnitude |z]. O veiculo espacial

esta pressionando o cabo.

Figura 7.5 — Diagrama das forgas envolvidas no sistema com compresséo no cabo.
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Um mapa dos valores de 7, para o parametro de massa u = 0,01214, R = 0,0044

@o=0,9Y,=0¢e y =0, éapresentado em funcdo dos valores de ¢ e L.

Figura 7.6 — Mapa dos valores de 7, para u = 0,01214, R = 0,0044 @,=0, yy=0¢e
Y =0.

2F

L(ue) [

05k

0 90 130 270 360

¢ (graus)

Para outros valores da posi¢do da ancora no plano os mapas séo similares ao da Figura
7.6. A principal diferenca ocorre na regido em que o tamanho do cabo varia de 0 a 0,1

u.c. Para conectar o veiculo espacial ao tether, para a execucdo da manobra de Swing-
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By assistida por cabo, alem do equilibrio preferencialmente ser linearmente estavel, é

necessario que o cabo do tether esteja sob o efeito da forca de tracéo (t > 0).

7.2.  Ganho de energia obtido pelo TSSM

A manobra de “Swing-By assistida por cabo” ou “Tethered Sling Shot Maneuver
(TSSM)” faz o veiculo espacial rotacionar em torno do corpo em um dado angulo,
fazendo modificagbes mais significativas na trajetdria do veiculo espacial quando

comparado a manobra de Swing-By puro.

A Figura 7.7 mostra o “Portal de Captura” proposto por Prado (2015).

Figura 7.7 — “Portal de Captura”

A

Satélite deixando o Portal de Captura

‘\ Rotagdo

Satélite chegando ao Portal de Captura

planeta ancora
<«

v

lua

Os principais resultados sdo apresentados em graficos mostrando os efeitos das
manobras na trajetéria do veiculo espacial, em particular indicando as regifes de
captura pelo planeta. O eixo horizontal mostra o angulo de aproximacdo e 0 eixo
vertical mostra a velocidade de aproximacdo. A Tabela 7.1 descreve a notacdo para 0S
efeitos da manobra. Ela mostra como a Orbita é antes e apds a manobra, em termos de

energia (elipse ou hipérbole) e momento angular (direta ou retrégrada).
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Tabela 7.1 — Descricdo das Orbitas.

Depois:

Elipse Direta Elfpsed Hlp_erbole Hlpt?rbo:;a
Antes: Retrograda Direta Retrograda
Elipse Direta A I
Elipse Retrograda B F N
Hipérbole Direta C K @]
Hipérbole m i
Retrograda

Para uma melhor identificacdo, cada letra tem uma cor. As notacGes com fundo cinza

séo casos de captura e escape.

Consideramos o veiculo espacial capturado pelo planeta nos casos em que a Orbita
inicial é uma hipérbole direta ou retrograda e que, apds a manobra, passa a ser uma
elipse direta ou retrograda. Essas trajetorias sdo representadas pelas letras “C”, “D”,
“G” e “H”. Nos casos “A”, “B”, “E” e “F” o veiculo j& estava em uma Oorbita fechada
em torno do planeta antes da manobra, e depois da manobra ele manteve-se em uma
oOrbita eliptica podendo ou ndo ter mudado apenas o sentido do movimento (essa
mudanga ocorre em “B” e ”E”). Para as situacdes com oOrbitas do tipo “K”, “L”, “O”, e
“P”, a Orbita antes e depois da manobra ¢ uma hipérbole. Os casos de escape (letras “I”,
“J?, “M” e "N”) ocorrem quando o veiculo espacial muda de uma orbita fechada
(eliptica) em torno do planeta para uma Orbita hiperbdlica depois da manobra, deixando
assim o sistema. A letra "Z" foi usada para representar uma trajetoria que manteve o

veiculo espacial perto da lua durante o tempo total de integracéo.

Nas figuras ocorrem os casos: “A” — azul, “C” — preta, “G” — branca, “I” — laranja, “J” —
amarelo, “K” — verde, “L” — rosa, “O” — roxa e “Z” — vermelha, além dos casos de

captura e escape (“C”, “G”, “I” e “J”).

Prado (2015) mostrou os resultados em detalhes para Adrastea (lua de Jupiter) e
Daphnis (lua de Saturno). Nesta pesquisa, além dessas duas luas, foram incluidas mais
trés luas do Sistema Solar no estudo da analise dos pontos de equilibrio: Thebe
(Jupiter), Cordélia (Urano) e Naiad (Netuno).
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Thebe é maior que Adrastea, com massa de 4,3 x 107 kg. Sua distancia a partir de
Jupiter é de 221889 km, e o periodo de rotagdo em torno de Jupiter é de 16 h, 11 min 17
s, 0 que implica em uma velocidade orbital de 23,69 km/s.

Figura 7.8 — Descricdo dos efeitos do TSSM na trajetéria do veiculo espacial, no sistema
Jupiter - Thebe, para | = 100 km e 5 = 90°.
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A Figura 7.8 mostra que a manobra com o tether da uma variacdo na energia que €
suficiente para desenvolver a inser¢do em torno de Jupiter, desde que 1 esteja entre 0° e
180° e o intervalo da velocidade de aproximacao seja de 10,42 km/s a 56,86 km/s, que
esta coberto pela regido de possiveis capturas em torno do planeta. Note que, nos casos
de captura, a Orbita antes da manobra era sempre uma hipérbole direta e, apds a
manobra, houve casos de elipse direta e retrograda (“C” ¢ “G”). Apesar do foco deste
estudo ser a captura, observe que para i maior que 180° ha uma regido de casos de
escape, para 0 mesmo intervalo de valores da velocidade de aproximagdo da captura.
Em todos os casos o veiculo espacial escapou em uma orbita hiperbodlica direta (“I” e
“J”). Ha também regides com Orbitas elipticas diretas que, depois da manobra, se
manteve com a mesma caracteristica (tipo “A”); e regides com Orbitas abertas do tipo
“K”, “L” e “O”. Para velocidades de aproximacdo variando de 2,84 km/s a 12,31 km/s,

houve trajetorias que se mantiveram perto de Thebe até o tempo final de integracéo.

O préximo planeta a ser considerado é Urano. Cordélia, uma lua com massa de
4,4x10'° kg, é usada. Sua distancia de Urano é de 49770 km e o periodo de rotagdo é
0,335034 dias. Isso implica em uma velocidade orbital em torno de Urano de 10,80
km/s. Esta lua € maior comparada com as outras, logo a necessidade do tether ser maior
para desenvolver a manobra sem o risco de colisdo entre o veiculo espacial e a lua

durante o tempo em que o veiculo espacial esta fixado ao “Portal de Captura”.

Os resultados da Figura 7.9 mostram que a manobra se comporta de forma similar ao
caso de Thebe, porém com valores de velocidade de aproximacéao diferentes, devido a
diferen¢a nas dimensdes do sistema. Houve casos de capturas com orbitas do tipo “C” e
“G” para valores do angulo de aproximacéo entre 0° e 180° e velocidades entre 4,75
km/s e 25,92 km/s. Os casos de captura em uma Orbita direta tém velocidades de
aproximacdo até 18,58 km/s. Os casos com Orbitas retrogradas iniciam com velocidade
de 11,24 km/s. Ocorreram também casos de escape do tipo “I” e “J” para angulos de
aproximacdo entre 180° e 360°. Os resultados mostram que a captura em Urano também

é possivel utilizando a técnica aqui proposta.
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Figura 7.9 — Descricdo dos efeitos do TSSM na trajetoria do veiculo espacial, no sistema Urano
- Cordélia, para | = 100 km e & = 90°.
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A seguir, manobras para inserir o veiculo espacial em torno do ultimo dos planetas
gigantes, Netuno, sdo estudadas. A lua é Naiad, com massa de 1,9x10%7 kg, distancia de
Netuno de 48227 km, periodo orbital de 0,294 dias e velocidade orbital de 11,93 km/s.

Os resultados da Figura 7.10 mostram que, para este planeta, o intervalo das
velocidades de aproximacdo é de 1,43 km/s a 31,02 km/s. Os casos em que o veiculo
espacial ficou capturado em torno de Netuno, com uma Orbita direta, apds fazer a
manobra em torno de Naiad, tem velocidades de aproximacéo entre 5,25 km/s e 20,52
km/s. Para velocidades de aproximacéo entre 12,41 km/s e 28,63 km/s o veiculo ficou
capturado em uma Orbita retrograda. Para este sistema também ocorreram escapes, para
Y maior que 180° e velocidades entre 5,25 km/s a 28,63 km/s. Trajetérias do tipo “Z”
ocorreram para velocidades entre 1,43 km/s e 4,77 km/s, para diferentes valores do
angulo de aproximacao.

Note que, apesar da diferenca nas magnitudes da velocidade de aproximacdo dos
sistemas, o efeito do TSSM na trajetoria do veiculo espacial tem comportamento
parecido em todos o0s casos apresentados, em relacdo ao angulo de aproximacdo (y). Os
tipos de orbitas resultantes sio os mesmos. Orbitas do tipo “B”, “D”, “E”, “F”, “H”,
“M”, “N” e “P” ndo ocorrem para estes sistemas. Em todos os casos apresentados foi
adotado o tamanho do cabo do tether igual a 100 km e o &ngulo de curvatura (§) igual a
90°.
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Figura 7.10 — Descricdo dos efeitos do TSSM na trajetoria do veiculo espacial, no sistema
Netuno - Naiad, para | =100 km e & = 90°.
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8 TETHERS: SOLUCOES DE EQUILIBRIO, FORCA E ESTABILIDADE
PARA CORPOS REGULARES.

As solucgdes de equilibrio, forca e estabilidade de um tether ancorado na superficie da

lua de um planeta serdo apresentadas. S&o informacGes necessarias para conectar na

outra extremidade do cabo o veiculo espacial que far4& a manobra de “Swing-By

assistida por cabo”.

Prado (2015) mostrou que é possivel alcancar a captura de um veiculo espacial pelo
planeta para uma gama de &ngulos de aproximacio. E apenas uma questdo de encontrar
0 angulo correto de curvatura. Assim sendo, ndo existem muitas restricdes na posi¢éo
dos pontos de equilibrio e a maioria das solucdes pode ser usada. Pequenas corre¢cdes no

percurso podem ajudar o veiculo espacial a alcancar a geometria adequada.

Os resultados mostram os pontos de equilibrio em uma sequencia de solugdes. Em todos
0S casos 0s corpos primarios sdo considerados regulares. Dependendo do sistema, as
solucdes estdo no plano e/ou fora do plano dos primarios. Sdo os sistemas: Terra-Lua,

Jupiter-Adrastea, Jupiter-Thebe, Saturno-Daphnis, Urano-Cordélia e Netuno-Naiad.

Assumimos que o tether é fixo na superficie do corpo secundario em diferentes pontos.
O cabo é assumido ser inextensivel, rigido e com massa negligenciavel. Os pontos de
equilibrio sdo apresentados sempre com origem na ancora (ponto onde o tether ¢ fixado

na superficie da lua).

As seguintes caracteristicas serdo usadas em todos os graficos com solucdes de
equilibrio: as curvas grossas representam a estabilidade do ponto de equilibrio e as
curvas finas a instabilidade; as curvas vermelhas representam a forca de compressao
agindo no cabo e a forca de tracdo é representada por todas as outras cores, de acordo
com sua magnitude que, para este caso € sempre maior que zero (conforme mostrado na
legenda de cada figura); os circulos pretos representam o planeta em x~ — 1 e a lua em
x~0. Os circulos ndo estdo em escala e foram usados para tornar visivel a posi¢do dos

corpos.

Como o veiculo espacial sera conectado ao tether, além do equilibrio ser fisicamente
possivel, é necessario que o cabo que compde o tether esteja esticado com forca de
tracdo agindo nele. H& algumas regides onde as solucbes sdo matematicamente

possiveis, mas ndo sdo fisicamente validas. Nestes casos o tether pode enrolar em torno
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da superficie do corpo. Essas regides estdo pintadas de cinza claro, para indicar que sdo

solucdes fisicamente impossiveis (ver resultados a partir da Secédo 8.1).

Os sistemas Jupiter-Adrastea, Jupiter-Thebe, Saturno-Daphnis, Urano-Cordélia e
Netuno-Naiad foram estudados por terem luas pequenas, velocidade orbital alta e
ressonancia de spin-orbita 1:1. Para estas solugbes apresentamos também a estabilidade
do equilibrio. A solucéo final encontrada é a mesma, independente do método usado,
seja ele baseado nas equacgdes que ddo as condi¢bes de equilibrio ou nas equacbes da
forca resultante. No caso destas luas usamos a forca resultante para a busca dos

resultados.

Compondo as curvas que representam as solucdes de equilibrio, pode haver infinitos
pontos, por isso ndo é possivel quantifica-los. O mesmo é valido para as regides de
estabilidade e instabilidade pertencentes as estas curvas. Os resultados a seguir mostram
0s pontos de equilibrio para todos os sistemas mencionados antes, além do sistema
Terra-Lua.

8.1. Sistema Terra-Lua

A excentricidade da 6rbita da Lua em torno do centro de massa do sistema Terra-Lua
foi assumida ser zero. O parametro de massa utilizado é © = 0.01214, e o raio da Lua

¢ assumido ser R = 0.004 u.c.

A ancora, representada pelo ponto A da Figura 7.1, podera estar no plano dos primérios
(Yo = 0) ou fora do plano (v, # 0). O parametro ¢, descreve a posi¢do da &ncora no

plano. Seis diferentes posicdes foram adotadas e a analise do equilibrio nestas situaces
foi efetuada. Séo elas: i) @, = 0e Yy, = 0; i) @y = g e =0;iil) g =me P, =0;
V) @, = 37” ey, =0;V)Vp, e, = g; e Vi) Vo, e Y, = 37” Nas situacdes (i) e (iii) a

ancora esta na linha que conecta os primarios. Para (v) e (vi) a ancora esta nos polos da

Lua. Foram encontradas solug¢des no plano e fora do plano x — y.

O equilibrio foi obtido a partir da Equacdo 7.9. Em todos os gréaficos com equilibrio a
origem é a posicdo da ancora e o tamanho do cabo esté entre 0,001 e 2 u.c., com minimo
perto de 384 km e maximo perto de 768.800 km. Os resultados mostram as localiza¢des
dos pontos de equilibrio, estabilidade, tamanho do cabo e tensdo no cabo (Equacéo

7.17). Esses resultados s&o importantes para aplicacdes praticas, uma vez que se podem
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escolher os casos com menores problemas tecnologicos para construir o cabo. Para o

sistema Terra-Lua, 1,0 unidade can6nica de forca equivale a 1,64 x 1022 N.

8.1.1. Soluces no plano dos primarios

Todos os pontos de equilibrio no plano Terra-Lua sdo obtidos para situagdes onde a
ancora também esta no plano. A primeira condicdo estudada foi para a ancora fixa na
linha que conecta os primarios, para ¢, = 0 e P, = 0. Atribuindo esses parametros a

Equacdo 7.9, obtemos as equacgbes f; e f, que descrevem as condicdes de equilibrio.

1-wp+R+ p’ kR ®1)
wp (124 R2 + 2 L R cosq cosyp)3/2
N 1-wp3@p+R) “o
(I2+ (@ +R)2+21(p+ R)cose cos)3/2

( seng

fl:lcosx/)

p3uR cosep
(12 + R2 + 2 L R cos¢ cosy)3/?
N (1 —wp*(p + R)cosp > “o
\ (I2+ (@ +R)2+ 21 (p+ R)cose cos)3/?

fo= llsem/) <— (((1 — )p + R) cosg + 1 cosd)) +

Para ¢ = 0 ha um grupo de solugGes no plano. A curva S,: f1(¢,0,1) = 0 € mostrada

na Figura 8.1.

Figura 8.1 — Curva S,, é o conjunto de solucdes de equilibrio no plano com ¢o= 0 e y, = 0, para
0 sistema Terra-Lua.
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Todas as solugbes sdo matematicamente validas, porém ha regides com restricdes
fisicas. Essas regides estdo pintadas de cinza claras, indicando solugdes fisicamente
impossiveis. As curvas coloridas e grossas, exceto a vermelha, sdo casos com equilibrio
estavel e forca de tracdo agindo no cabo. As curvas finas representam casos com
equilibrio instavel, as vermelhas e grossas sdo equilibrio estavel, em que o cabo sofre o
efeito da forca de compressdo e as vermelhas e finas sdo equilibrio instavel e com forca
de compressdo. A legenda da figura mostra intervalos da magnitude da tensdo no cabo

para todas as solucdes.

Existem dois grupos de solucdes fisicamente possiveis. O primeiro esta sobre o eixo
x > 0 e y =0, abrange todos os tamanhos do cabo e tem forca de tracdo e compressao
agindo. O segundo grupo forma um pequeno semicirculo de solucgBes, também para
x > 0, e tem forca de compressdo agindo no cabo. Para estas condicfes, as solugdes
ideais para conectar o veiculo espacial ao tether sdo as solugfes colineares a ancora e,
neste caso, colineares a linha dos primarios, para tamanhos do cabo maiores que 0,28

u.c., por ser equilibrio fisicamente viavel, estavel e com forca de tracdo agindo no cabo.

A condicéo seguinte tem o dispositivo de ancoragem fixo na posi¢éo ¢, = g ey, =0.

Os grupos de solugdes foram obtidos a partir das Equacg0es 8.2.

(8.2)
3
p U R cose
fi lcos (( cos ¢ — ( Wp seny) (12 + R% + 2 L R cosy seng)3/?
p® (1 — ) (R cosp — p senyp) “o
(12 +p2+R? + 2 1p cosp cosy + 2 L R cosy sengp)3/2

p> uR seng 4
(12 + RZ + 2lRcosy seng)3/2
p3 (1 — w)(p cosp + R seny) —0
(I2+p2+ R2 + 21 p cose cosyp + 2 L R cosy senp)3/2

1
fo =1 semp (—((1 ~ W) p cosp +Lcosyp + R senp) +

As solugtes planares S,: {(¢,¥,1}: ¥ =0, f1(¢,0,1) = 0} sdo apresentadas na Figura
8.2. Os resultados fisicamente possiveis sdo 0 < ¢ < m, ou seja, a parte da curva onde

y € positivo. Lembrando que ¢ é medido a partir do eixo x, no sentido anti-horario.

Note que ha forca de tracdo e compressdo nos resultados possiveis, sendo eles

colineares e ndo colineares a ancora. As solugdes ideais para conectar o veiculo espacial
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sdo as com equilibrio estavel, porém as com equilibrio instdvel sdo aceitas como
segunda opg¢do. Note que hd um pequeno grupo estavel nas solugdes ndo colineares
quando comparado com o grupo de solucGes instaveis. Nas solugbes colineares o
equilibrio estavel e com forca de tracdo é significativo, e tem magnitude variando de
0,03 u.c. a até 10 u.c. A principal diferenca, comparado ao caso anterior, € a existéncia
de solucdes duplas (em relacdo ao angulo ¢) para os pontos de equilibrio nédo

colineares, visivel na curva abaixo da Lua.

Figura 8.2 — Curva S, € o conjunto de solugbes de equilibrio no plano com ¢y = /2 € y =0
para o sistema Terra-Lua.
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As solucGes da Figura 8.3 foram obtidas a partir de f;e f, da Equacédo 4.3. Para a &ncora

posicionada entre os corpos M; — M,, na linha que os conecta, em ¢, =me Y, =0, a
.o .. , ~ ~ . 3
regido fisicamente possivel abrange o grupo de solugdes nao colineares % <p< 7” €o

grupo das solugdes colineares com x < 0. Porém, as solucdes na linha dos primarios em
que x varia de -2.0 até aproximadamente -0.978 e as solu¢des com ¢ = w — 0.0166 até
¢ =+ 0.0166 ndo sdo fisicamente possiveis, porque nestes casos a Terra esta entre a

ancora e os pontos de equilibrio.
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Figura 8.3 — Curva S, € o conjunto de solugdes de equilibrio no plano com ¢, = e y, = 0, para
0 sistema Terra-Lua.
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Observe a existéncia de solugdes duplas para os pontos de equilibrio, visiveis na curva a
esquerda da Lua. A primeira familia de solu¢des ndo colineares tem tamanho do tether
em torno de 38.400 km. A familia de solugdes colineares tem tamanho do tether bem

maiores, chegando até 384.400 km.

(8.3)
p’(1—w)(=p—R)
I(12+ (p —R)2 — 21 (—p + R)cosq cosyp)3/2

B p°uR —o
(12 + R2 — 2L R cosg cos)3/2

seng

fi= [cost ((—(1 —Wp+ R) -

) (1 —wWp3( — R)cose
= - - 1 - - R l
fa=7 sen¢( ((( W p — R)cosp + COS‘/’) T+ -R7Z—21(—p + R)cosp cosp)?/2
p3 LR cosp -0
(12 + R?2 — 2L R cosg cosyp)3/2)

v - A - 3
Os pontos de equilibrio planar, quando a ancora esta fixa em ¢, = 7” e Po=0 na

superficie da Lua, sdo mostrados na Figura 8.4 e obtidos a partir das Equaces 8.4.
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(8.4)
3
p° U R cosp
—(R +(1- + "
( (Rcos ¢ + (1 — pp seng) (I + R? — 2 L R cosy seng)3/?
p>(1 — ) (R cosp + p seny) =
(12 T pz +R2 42 lp cos@ COSlI) —21lR COSlI) Sen(P)S/Z B

fl:lcosz,b

1 p3uR seng
fa = Tsenz/) —((1—wu)pcosp +1 cosy — R seng) — (% + RZ = 2Rcos) seng)™ 2 +

p*(1—w) (p cosp — R seny) _
(I2+p2+R2+21pcosp cosyp — 2 LR cosy sengp)3/2

Figura 8.4 — Curva S, € o conjunto de solucdes de equilibrio no plano com ¢, = 3w/2 e y, = 0,
para o sistema Terra-Lua.
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Ha solugbes duplas para os pontos de equilibrio, para pequenos valores do cabo. No
geral, hé& posicdes de equilibrio cujo cabo sofre o efeito da forca de tracdo e da forca de

compresséao.

Sdo fisicamente possiveis as solucbes pertencentes a regido ndo pintada de cinza,
quando ¢ estd entre w e 2m, ou seja, y < 0. Entre elas estdo solucdes colineares a
ancora e nado colineares, que formam um semicirculo no quadrante inferior. Referentes
as solugdes com tracdo, ha equilibrio estavel e instavel nas solucbes fisicamente

possiveis ndo colineares, aléem dos casos colineares.
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8.1.2. Solucoes fora do plano dos primarios

Nesta secdo serdo apresentados os pontos de equilibrio fora do plano dos primarios, no
plano x — z, e a forga que age no cabo relativo a esses pontos. As posi¢Oes adotadas

para a ancora sao as mesmas usadas anteriormente, no caso de solugdes no plano.

Todas as solugfes sdo matematicamente validas, porém, assim como ocorre no plano,
nas solucdes fora do plano também existem regides com restri¢des fisicas. Essas regides
estdo pintadas de cinza claras, indicando que sdo soluc@es fisicamente ndo validas. A
curva vermelha representa forca de compressdo agindo no cabo. A estabilidade é

apresentada pela curva grossa.

A Figura 8.5 apresenta os resultados para a ancora fixa em ¢, =0 e Y, =0. As
solucdes estdo no plano x — z, para ¢ = 0. As condi¢des de equilibrio sdo obtidas a
partir das Equacoes 8.1 e dadas por Sy: {(¢,¥,1}: ¢ =0, f,(0,4,1) = 0}.

Figura 8.5 — Curva S, é o conjunto de solugdes de equilibrio fora do plano com ¢o = 0e y=0,
para o sistema Terra-Lua.
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N&o ha solucbes de equilibrio no plano x — z para ¢ = % e Y # 0, para a ancora fixa
em ¢, = ge Yo = 0. O conjunto de solugbes Sy:{(@,¥,1}: ¢ =m, f,(0,9,1) =0},
dados pelas Equacdes 8.3, para ¢, = m e Y, = 0, sdo apresentados a seguir, na Figura

~ .. ,ye ~ 3 .
8.6. As solugdes fisicamente validas sdo - < ¢ < =, ou seja, x < 0.
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Figura 8.6 — Curva S, é o conjunto de solugdes de equilibrio fora do plano com ¢o =7 e =0,
para o sistema Terra-Lua.
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Note a existéncia de solugdes duplas visiveis na curva a esquerda da Lua. A primeira
familia de solugdes de equilibrio tem tether com tamanho em torno de 38.400 km. A
segunda familia tem tamanho do tether aproximadamente de 330.000 km.

~ , ~ 3 ~ . 3
N&o ha solucbes no plano x — z para ¢ = 7” ey # 0, para a ancora fixaem ¢, = 7" e

Yo, = 0. Note que, para as solu¢des fora do plano dos primarios, no plano x — z, em

todos os casos apresentados, o cabo sofre o efeito somente da forca de compressao.

Para as solucdes apresentadas a seguir a ancora € fixa fora do plano dos primarios, em
Yo, Yo = g e Y, = 37” e, consequentemente, as solucdes estdo fora do plano. Porém,
nestes casos, ocorre uma singularidade nas equacdes de equilibrio (Equacgdes 7.10),
quando ¥ igual a g e 37" Para evitar esta singularidade foram feitas mudangas de

variaveis.

A posicdo de fixacdo da ancora no sistema x’y’z’ é dada por n, e 6, e é medido a partir
do centro da Lua até a ancora. n, € o angulo entre o vetor posi¢do da ancora e 0 eixo x’
e 6, é o angulo entre a projecdo do vetor posicdo da ancora no plano y’z’ e o eixo y’. O
eixo x’ e y’ é rotacionado v graus a partir do eixo x e y (direcdo anti-horaria). n e 6
descrevem a posicdo do vetor ancora-veiculo espacial. Logo, a posi¢cdo do veiculo

espacial x3, y; € z; com as novas variaveis, sdo dadas por:
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(8.5)

X3 X3 X9 x'
Y| =|Y2| + M(—=v) |y | + M(—V) y'],
Z3 ) z z'
X2
sendo }’2] a posicio da Lua dada na Eg. 24, com 2z,=0,
Z3
cos(v) —sen(v) 0 X0 Rcos(no)
M(—v) = [sen(v) cos(v) 0] a matriz de rotacéo, |y, | = [ Rsen(ny)cos(8y) | o
0 0 1 Z} Rsen(n,)sen(6,)
X' lcos(n)
vetor centro da Lua-éncorae[y’ = [lsen(n)cos(0) | o vetor ancora-veiculo espacial.
z' Isen(n)sen(6)

As equacdes do movimento, escritas usando as Equacdes de Lagrange para este caso

tornam-se:
( d (BL) (6L> _o (8.6)
dat \on’ an)
d (6L> (aL) _o
ot \ag’ 90)
E as equacdes gerais de equilibrio:
{ V1 (77' 90' n, 9; l) =0 (87)
Y2 (nOI 90' n, 9; l) =0’

onde
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Y1 =p3/GIM (8:8)

GM (senn(l cosnsen?8 — (p+ 1) + Rcosny) — R cosn senn, cos 0 cos 6,)
- >3
(n—1)(senn(—(p + Rcosng)) + R cosn senngcos Ocos 6y + R cosn senny sen B sen 6)
(12 + 2lpcosn + 2Rcosny(lcosn + p) + 2IRsenn senn, sen O sen 6, + 2IR senn senn, cos Bcos , + p? + R2)3/2
Ru(cosn senng cos B cos 8y + cosn senny sen 6 sen By + senn (—cosn,)) >

- (12 + 2IR senn senngy sen O sen 8, + 2IR senn senn, cos Bcos By + 2IR cosn cos 1y + R2)3/2

p3 < GM sen 0 (Lsenn cos 6 + R sennq cos 6,)

= GIM sen(n) 3 — R senn, sen(6 — 60)

Y2

p—1
((l2 + 2Ipcosn + 2Rcosng(lcosn + p) + 2IR senn senn, sen 6 sen 8, + 2IR senn sennqy cos O cos O, + p2 + R2)3/2

u
(1?2 + 2IR senn senn, sen 0 sen B, + 2IR senn senng cos 0 cos 8y + 2R cosn cosny + R2)3/2>)

As regifes pintadas de cinza claro sdo solugdes fisicamente impossiveis. Os circulos
pretos, nestes casos em que a ancora esta fixa nos polos da Lua, representam o planeta

em x~—1ez~+0,004ealuaem x~0e z~+ 0,004. As equacdes de equilibrio

particular g, e g,, obtidas a partir das equacOes de y, e y, para Vo, e P, = % que é

T

- T ~ ~ - ~
equivalente a ny = Se 6, = 2 S0 apresentadas e as solucdes derivadas dessa equagao

também (Figura 8.7).

(8.9)

p3 Ru cosn senf
91

" GIM\ (12 + R? + 2IR senn senf)?/?
(=14 w)(—p senn + Rcosn senB)
(12 4+ p% + R2 + 2lpcosn + 2IRsenn senf)3/2
GMsenn(p(1 — u) + lcosn sen(9)2)>
p3

p3 < GIMcos6 senn senf
92 -

- GIMsenn p3

i
(12 + R? + 2lRsenn sen®)3/2

+ Rcosf <—

—-1+p
+
(12 + p%2 + R? + 2lpcosn + 2lRsenn sen9)3/2>)
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Figura 8.7 — Curva S, € o conjunto de soluces de equilibrio fora do plano com veg € yo = /2,
para o sistema Terra-Lua.
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Note que, para a ancora fixa no polo, em Y, = % as solucbes possiveis sdo para

6 == ou seja, z > 0. A tensio fora do plano é sempre de compressdo. A Gltima posic&o

2!
da ancora estudada para o sistema Terra-Lua, Figura 8.8, foi Vo, e Y, = 37” cujos

dados equivalentes sdo n, = ge 6, = 37” Dados obtidos a partir das equagoes 8.10.

(8.10)

_ p? Rpucosn senf
91 = Gim ((l2 + R2 — 2IRsenn senf)3/2
(=14 w)(—p senn — Rcosn senB)
(12 + p2 + R? + 2Ip cosn — 2IRsenn sen)3/2
GMsenn(p(1 —p) + lcosnsen(6)2)>
p3

92

_ p? GlMcos6 senn senf
"~ GIMsenn p3

m
(12 + R% — 2IRsenn sen@)3/2

— Rcos6 (—

+ —1+u
(12 + p2 + R? + 2Ipcosn — 2IRsenn sen)3/2
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Figura 8.8 — Curva S, é o conjunto de solugdes de equilibrio fora do plano com v € yo = 3n/2,
para o sistema Terra-Lua.
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As solugdes validas séo para 6 = 7" e z < 0. Note que a tensdo é de compresséo.

8.2.  Sistema Jupiter-Adrastea

Adrastea (THOMAS et al., 1998; EVANS et al., 2002; BURNS et al., 2004) é a segunda
lua mais proxima de Jupiter. Ela estd a 129.000 km de distancia do planeta e tem um
raio equatorial de 8,2 + 2,0 km, com uma massa de 2,0 x 10> kg. O periodo orbital é
de 0,298 dias. As solucdes de equilibrio para o tether ancorado em diferentes pontos no
plano da superficie de Adrastea serdo apresentadas. Em todas as situacdes ha solugdes

colineares a ancora, localizados ao longo do eixo x.

Em todos os resultados as cores representam a magnitude da tensdo no ponto. Tensao
menor que zero é forca de compressdo (curva vermelha) e tensdo maior que zero indica
forca de tracdo. Para este sistema 1,0 unidade candnica de forga equivale a 1,458 x
1028 N. Curva grossa representa solucdes de equilibrio estavel e curva fina séo solugdes
de equilibrio instavel. A &rea pintada de cinza sdo solugdes fisicamente inviaveis. Para
este sistema o equilibrio foi analisado por meio da forcga resultante que age no veiculo
fixo na extremidade do tether. A posicdo da ancora é dada em coordenadas cartesianas

descritas por x4 € y,.
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Figura 8.9 — Solugdes de equilibrio para a ancora fixa em (Xa, Ya)= (1 —u + R,0), para o
sistema Jupiter-Adrastea.

05t /

// \ Tenséo (u.c.)

— >1000
=100 - 1000
= 10-100

1-10
= 003-1
002-0.03

= 001-002

| Tensdo(u.c.)
= <om

¥ (ue)
®

0.001-0.01
== 0-0.0001
—_— <0.00

0.5

FACRTS]
I R T T S S S N T N

o [ ————

x u.c.)

(@) Visdo geral (b) Zoom da origem

A Figura 8.9 mostra os resultados quando a ancora esté fixada a direita do centro da lua,
na linha que conecta Japiter e Adrastea. Ha duas familias de solugdes fisicamente
possiveis, mas apenas uma € viavel para conectar o veiculo espacial ao tether. A
primeira familia € um pequeno conjunto de solucdes de equilibrio pertencente ao grupo
de solugdes ndo colineares (Ver Figura 8.9(b)). Sdo casos de pontos de equilibrio
estaveis e instaveis, todos eles com uma forca de compressdo, para um tamanho de cabo
da ordem de metros. Estas sdo solugcbes possiveis, mas ndo sdo solucdes ideais para
conectar o veiculo ao tether. A segunda familia sdo solucdes colineares a direita do
ponto de ancoragem, existente para todos os tamanhos do cabo. Nestes casos ha forca de
tracdo agindo no cabo e equilibrio estavel. Esses sdo pontos excelentes para localizar o
dispositivo, porque é possivel escolher um tamanho para que o cabo que ndo seja
demasiado grande para tornar a sua construcdo uma tarefa complexa e nem muito
pequeno, de tal modo que exista uma forte limitagdo no angulo de curvatura. A
geometria também é favoravel a manobra, com o veiculo espacial localizado do lado

oposto do planeta com respeito a lua.

Com relacdo a Figura 8.9(a), ¢ € o angulo entre o eixo x e a posi¢do do ponto de
equilibrio. A figura 8.10 mostra a localizagdo do equilibrio para a ancora fixa em
(x4,v4) = (1 — u, R). Isto significa que a ancora esta acima do centro da lua (em y #
0).

158




Figura 8.10 - SolugBes de equilibrio para a ancora fixa em (Xa, Ya) = (1 —u,R), para o
sistema Jupiter-Adrastea.
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As solugbes fisicamente possiveis na Figura 8.10 sdo todas para y = 0, ou seja,
0° < ¢ < 180°. Foram incluidos os casos com forca de tracdo e compressao e com
equilibrio estavel e instavel. As solugdes de interesse sdo as colineares a ancora, com
forca de tracdo no cabo da ordem de 0.03 u.c. a até 10 u.c. O grupo estavel (x > 0),
representado pelas curvas grossas verdes e azuis claro, é o ideal para o estudo. As
solugdes colineares, verde e azul claro, com curva fina, sdo também solucGes viaveis,

mas é uma segunda opcdo devido a instabilidade.

A Figura 8.11 mostra as soluc@es para as situacdes onde o tether esta ancorado no ponto
(x4,¥4) = (1 —u —R,0). Esta posicdo da ancora esta entre o centro de Adrastea e 0
centro de Jupiter. As solucdes possiveis estdo em x < 0. Ha& um grupo colinear ao
planeta-lua e um grupo ndo colinear. As solugbes colineares a esquerda do planeta
também sdo fisicamente impossiveis. Ndo ha como posicionar o tether nestas posicdes,

considerando que o planeta estéa entre o ponto de equilibrio e a ancora.
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Figura 8.11 - Solugdes de equilibrio para a ancora fixa em (xa, ya) = (1 —u— R,0), para o

sistema Jupiter-Adrastea.
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No grupo de solugdes viaveis hd um subgrupo inviavel para a proposta de conectar o

veiculo espacial ao tether, quando y > 0, e um pequeno conjunto em y < 0, devido a

forca de compressao, impedindo esta conexdo. As solucdes ideais pertencem ao grupo

ndo colinear, onde ha um conjunto de solucGes estaveis (curva grossa). Um corpo em

equilibrio estavel tende a retornar & sua posicdo original apo6s sofrer pequenas

perturbacdes. Estas sdo as melhores solucdes. Solugbes instaveis requerem controle para

retornar as suas posicdes originais, tornando-se segunda opc¢éo. A Figura 8.12 apresenta

as solugdes para o tether ancorado abaixo do centro da lua em y, em (x4,y,) = (1 —

U, —R).

Figura 8.12 - SolucBes de equilibrio para a

sistema Jupiter-Adrastea.
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A Figura 8.12 mostra que as melhores solucdes para conectar o veiculo espacial séo as
colineares (para x > 0) e 0s pontos estaveis localizados no circulo da Figura 8.12(a).
Elas sdo estaveis, fisicamente validas e tem tracdo no cabo. A curva fina com tragéo,
fisicamente possivel, pertencente ao grupo colinear e ndo colinear, € uma segunda op¢éo
na escolha, devido a instabilidade. A Figura 8.12(b) mostra a existéncia de pontos Uteis
de equilibrio na linha vertical com valor negativo para y, mas eles ndo sdo viaveis

devido a forca de compressdo no cabo.

8.3.  Sistema Jupiter-Thebe

Thebe (THOMAS et al., 1998; COOPER et al., 2006) é um satélite natural de Jupiter. O
raio equatorial é de 49 km e est4 a 222.000 km de distancia do planeta. A massa é igual
a 4.3 x 1017 kg. Thebe completa uma volta em torno de Jupiter em pouco mais de 16
horas. Em relacdo a tensdo no cabo, 1,0 unidade candnica equivale a 5,0 x 1027 N. A
Figura 8.13 mostra as solucdes para (x4,y4) = (1 —u + R,0).

Figura 8.13 - SolucGes de equilibrio para a ancora fixa em (xa, ya) = (1 —u+ R,0), para o
sistema Jupiter-Thebe.
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A Figura 8.13 mostra o equilibrio. A regido viavel para alocar o dispositivo que
receberd o veiculo sdo todas as solugbes colineares para x > 0. Ha& um pequeno
conjunto de solugdes com tracdo e equilibrio estavel no grupo ndo colinear, entretanto
elas estdo na regido pintada de cinza, onde o equilibrio ndo é fisicamente possivel. A
Figura 8.14 apresenta as solugdes para (x4,y,4) = (1 — i, R). A ancora estd acima, em

y, do centro da lua.
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Figura 8.14 - Solugdes de equilibrio para a ancora fixa em (xa, ya) = (1 — i, R), para o sistema
Jupiter-Thebe.
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Na Figura 8.14 a regido do gréfico em branco séo solugdes de equilibrio fisicamente
possiveis. Pertencentes a esse grupo existem solugdes com as forcas de tracdo e
compressdo no cabo e equilibrio estavel e instavel. As melhores posicGes para receber o
veiculo espacial sdo os pontos com tracdo e equilibrio estavel, que sdo colineares a
ancora em x > 0. O equilibrio com forca de tracdo pertencente ao grupo ndo colinear
sdo solucdes possiveis, mas sdo segundas opcdes devido a instabilidade. As solucbes na
Figura 8.14(b), para y > 0, fazem parte do grupo nédo colinear da Figura 8.14(a) e elas
sdo descartadas por terem forga de compresséo agindo no cabo. A Figura 8.15 apresenta

as solucgdes para a ancora alocada a esquerda do centro de Thebe, entre Thebe e Jupiter,

em (x4,¥4) = (1 —p—R,0).
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Figura 8.15 - SolugGes de equilibrio para a ancora fixa em (xa, ya) = (1 —u — R, 0), para o

sistema Jupiter-Thebe.
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O grupo de solugdes com forca de tracao, estavel e fisicamente possivel é pequeno, esta

entre aproximadamente x = -1 e x =—-0,4 e y=—1 ey = 0,5. Entretanto, como

segundas opcdes, existem solucBes pertencentes aos grupos colineares (entre Thebe e

Jupiter) e ndo colineares que sdo instaveis e sdo validas. A Figura 8.15(b) mostra que ha

um pequeno conjunto de solug¢bes no grupo nao colinear que sdo fisicamente inviaveis.

O equilibrio para (x4,y4) = (1 — u, —R) é apresentado. A ancora esta abaixo do centro

dalua, em y.

Figura 8.16 - Solucgdes de equilibrio para a ancora fixa em (xa, ya) = (1 — u,—R), para o

sistema Jupiter-Thebe.
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H& um conjunto de solugbes com tracdo e equilibrio estavel que séo viaveis e estdo

colineares a ancora e outro conjunto ndo colineares. Existem também solucdes em
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ambos 0s grupos com tracdo, mas instaveis, que podem ser exploradas como uma
segunda opc¢do. O Sistema Jupiter-Thebe foi estudado para diferentes posicdes da
ancora fixa na superficie de Thebe. Note que ha solucbes 6timas, com equilibrio estavel
e tracdo no cabo, satisfazendo os critérios necessarios para conectar o veiculo espacial

ao tether, tornando possivel a execu¢do da manobra de Swing-By assistida por cabo.

8.4.  Sistema Saturno-Daphnis

Daphnis (JACOBSON et al., 2008; THOMAS, 2010) é um satélite interno de Saturno,
com raio de 3,8 + 0,8 km. Ele esta a aproximadamente 136.505,5 km do planeta e sua
massa € de 7,7 + 1,5 x 103 kg. Neste sistema, 1,0 u.c. da tensdo equivale a 1,16 X
1027 N. O equilibrio para (x4,y,) = (1 — u + R, 0) é apresentado.

Figura 8.17 - SolucGes de equilibrio para a ancora fixa em (xa, ya) = (1 —u + R,0), para 0
sistema Saturno-Daphnis.
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As solucdes colineares ao eixo x sdo aceitaveis para x > 0, sendo o equilibrio estavel e
com tracdo agindo no cabo. Neste grupo ha solucbes para todos os tamanhos do cabo

estudado.

A Figura 8.18 apresenta as soluces de equilibrio para a ancora localizada acima do
centro de Daphnis, em (x4,v4) = (1 —u,R). Todas as solugdes com y = 0 sdo
fisicamente possiveis, estdveis e com forca de tracdo atuando no cabo. Estas sdo

solugdes aceitaveis para a finalidade do presente trabalho.
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Figura 8.18 - Solugdes de equilibrio para a &ncora fixa em (xa, ya) = (1 — g, R), para o sistema

Saturno-Daphnis.
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A Figura 8.19 mostra as solucgdes de equilibrio para (x4,y4) = (1 —u — R, 0). Neste

caso a ancora esta entre o centro da lua e do planeta. Todas as solu¢bes com x > 0 ndo

sdo fisicamente possiveis. No grupo de solugdes ndo colineares ha um subconjunto com

equilibrio estavel e forca de tracdo, que sdo condicGes recomendadas para alocar o

dispositivo que recebera o veiculo espacial. As curvas finas com tensdo positiva sao

aceitas como segundas opcOes, exceto as solucGes da linha a esquerda do planeta, que

sdo solugdes fisicamente inviaveis. A curva vermelha e fina é descartada, porque a forca

que atua sobre o cabo é de compressdao, que ndo cumpre 0s requisitos para abrigar o

veiculo espacial ao tether.

Figura 8.19 - Solugbes de equilibrio para a ancora fixa em (xa, ya) = (1 —u — R,0), para 0
sistema Saturno-Daphnis.
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A Figura 8.20 mostra as solucdes para a ancora fixada em (x4, y,) = (1 — u, —R).

Figura 8.20 - SolugGes de equilibrio para a ancora fixa em (xa, ya) = (1 —u,—R), para o
sistema Saturno-Daphnis.
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Neste caso ha dois grupos de solucdes ideais com equilibrio estavel. O primeiro é de
solucdes colineares a ancora, para x > 0. O segundo pertence ao grupo de soluc¢des ndo

colineares, para x aproximadamente entre -1 e 0 u.c.

8.5.  Sistema Urano-Cordélia

Cordélia (JACOBSON, 1998; KARKOSCHKA, 2001) é a lua mais proxima de Urano,
e esta a aproximadamente 49.751,7 km de distancia. Seu raio é de 20,1 + 3,0 km e sua
massa é 4,4 x 10%¢ kg. A Figura 8.21 mostra o equilibrio correspondente a (x4,v,) =
(1 — u+R,0), para o tether ancorado a direita do centro da lua. Neste caso as solugdes
fisicamente possiveis sdo todas com x > 0. Eles também séo aceitaveis para conectar o
veiculo espacial ao tether, por ser ponto de equilibrio estavel e forca de tracdo. Para

Urano — Cordélia, 1,0 u.c. da tenséo equivale a 2,03 x 10%° N.
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Figura 8.21 - Solucgbes de equilibrio para a

sistema Urano-Cordélia.

ancora fixa em (xa, ya) = (1 —u + R,0), para o

¥ (ue)

Tensao (u.c.)
05 \ > 1000
100 - 1000
10 - 100
1-10
003-1
0.02-003
001-002
0001-001
0-0.0001
<0.00

05

% (u.c.)

(@) Viséo geral

¥ (uc)
o

3
x 10

08
06
04
0.2
| Tensdo(u.c.)
— <000

02
-04
06

08

(b) Zoom da origem

Nas solucdes de equilibrio apresentadas a seguir ha um conjunto de solugbes ideais
colineares a ancora e um conjunto de solucdes aceitaveis como segunda opcéo, por
serem pontos de equilibrio instavel, no grupo ndo colinear. O zoom na origem mostra
um pequeno grupo de solucGes com tracdo e equilibrio instavel que estdo na regido

fisicamente possivel. A ancora para este caso estd em (x4, y4) = (1 — u, R).

Figura 8.22- Soluc@es de equilibrio para a ancora fixa em (xa, ya) = (1 — g, R), para o sistema
Urano-Cordélia.
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As solucBes de equilibrio para (x4,y4) = (1 —u — R,0) sdo apresentadas a seguir na
Fig. 8.23.
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Figura 8.23 - Solugdes de equilibrio para a ancora fixa em (xa, ya) = (1 —u — R,0), para o
sistema Urano-Cordélia.
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Os melhores resultados sdo para 0s pontos estaveis com forca de tracdo localizados no
circulo da Figura 8.23(a). A regido com equilibrio instavel no circulo e as solucdes
colineares entre o planeta e a lua sdo também aceitadveis. Os pontos colineares a
esquerda do planeta sdo descartados por ndo serem possiveis e 0s pontos de equilibrio
perto da ancora na Figura 8.23(b) também sdo descartados por gerarem forca de

compresséo no cabo.

O equilibrio e a forga para a ancora em (x4, v4) = (1 — u, —R) é apresentado a seguir.
A ancora esté abaixo do centro de Cordélia, em relacdo a y. Ha solucdes de equilibrio
estavel com forca de tracdo esticando o cabo, pertencente ao circulo (Figura 8.24(a)) e

colineares, a direita da ancora.
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Figura 8.24 - Solugdes de equilibrio para a &ncora fixa em (xa, ya) = (1 —u,—R), para o
sistema Urano-Cordélia.

o , \ | osl S N

\ Tensdo (u.c.)
| 1-10
. e - 003-1
= 001-002
= 0-0.0001 05F
— <000

Tensdo (u.c.)
—_ <000

y (u.c.)
)

y (u.c)

05

x(u.c.) x10°

-2 -1.5 -1 0.5 0 05 1
X (u.c)

(a) Viséo geral (b) Zoom da origem

8.6.  Sistema Netuno-Naiad

Naiad (KARKOSCHKA, 2003; JACOBSON, 2004) é a lua mais préxima de Netuno.
Esta a 48.227 km de distancia do planeta. O raio equatorial € de 33,0 + 3,0 km e a
massa 1,9483x 1017 kg. Em relagdo a magnitude da forca de tracdo, 1,0 u.c. equivale a
aproximadamente 3,09 x 102* N. As solucdes de equilibrio para a ancora fixada em
(x4,v4) = (1 —u + R, 0) sdo apresentadas a seguir.

Figura 8.25 - SolugGes de equilibrio para a &ncora fixa em (xa, ya) = (1 —u + R,0), para 0
sistema Netuno-Naiad.
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H& um circulo de solucGes e um grupo colinear. Entretanto, destes, apenas o grupo
colinear a direita da ancora atende aos critérios para alocar o dispositivo que recebera o

veiculo espacial. Solugdes com compressdo sdo descartadas porque elas pressionam o
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cabo. Seguem os pontos de equilibrio para o caso (x4,y,) = (1 — u, R), mostrados na
Fig. 8.26.

Figura 8.26 - Soluges de equilibrio para a &ncora fixa em (xa, ya) = (1 — u, R), para o sistema
Netuno-Naiad.
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As solucgdes colineares, para x > 0, sdo estaveis, fisicamente possiveis e tem tracao
esticando o cabo (Figura 8.26(a)). A curva laranja e fina no circulo mostra a existéncia
de pontos de equilibrio com tracdo, mas elas sdo uma segunda opcao por causa da
instabilidade. O grupo de equilibrio fisicamente possivel com tracdo no cabo e
estabilidade é pequeno comparado aos casos de equilibrio instaveis, no caso com ancora
em (x4,y4) = (1 — u — R, 0). H& também um grupo de solugdes instaveis entre Netuno
e Naiad, que servem como segunda escolha. O grupo colinear instavel a esquerda do

planeta é descartado por ser uma regido onde ndo € possivel alocar o tether.
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Figura 8.27 - Solugdes de equilibrio para a ancora fixa em (xa, ya) = (1 —pu — R,0), para o
sistema Netuno-Naiad.
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A seguir temos o equilibrio e a forga para a ancora posicionada em (x4, y4) = (1 —

u, —R), mostrados na Fig. 8.28.

Figura 8.28 - Solucdes de equilibrio para a ancora fixa em (xa, ya) = (1 — u, —R), para o
sistema Netuno-Naiad.
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Ha pontos de equilibrio estaveis e instaveis e casos com tracdo e compressdo agindo no
cabo que sdo fisicamente possiveis, mas apenas casos com tracdo atendem a proposta

deste trabalho. A prioridade € para 0s casos estaveis e, depois, 0s instaveis.

Note que, em todos os sistemas estudados, para a ancora alocada na mesma posi¢éo da
superficie, os comportamentos dos pontos de equilibrio s&o similares. A principal

diferenga de comportamento no equilibrio para as diferentes posi¢des da &ncora ocorre
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para pequenos valores do cabo. Esses valores variam de acordo com cada sistema, mas é

aproximadamente da ordem do tamanho do raio de cada lua (R).

Hé& solucdes que atendem aos requisitos propostos no presente trabalho para conectar o
veiculo espacial ao tether em todos os casos apresentados, ou seja, equilibrio

fisicamente possivel, estavel e com forca de tracdo esticando o cabo.
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9 TETHERS: SOLUCOES DE EQUILIBRIO, FORCA E ESTABILIDADE
PARA CORPOS IRREGULARES.

Alguns estudos de manobras de “Swing-By assistida por cabo” ou “Tethered Sling Shot
Maneuver (TSSM)” em sistemas de asteroides, com o objetivo de langar um veiculo
espacial para planetas exteriores, sdo encontrados na literatura (PENZO; MAYER,
1986; PUIG-SUAI et al., 1995; LANOIX, 1996; LANOIX; MISRA, 2000; PRADO,
2016). Prado (2016) propos o uso da manobra de “Swing-By assistida por cabo” em um
sistema de asteroides, para enviar veiculos espaciais para planetas exteriores ou mesmo
para fora do Sistema Solar, usando uma estrutura fixa no asteroide. A ideia é construir
um “Portal de Escape”. O conceito € 0 mesmo usado anteriormente para um “Portal de
Captura”, porém agora o cabo ¢ considerado fixo na superficie de um asteroide ¢ a
rotacdo do tether é realizada para ganhar energia suficiente para lancar o veiculo
espacial para um ponto distante, provocando o escape do sistema.

E suposto que o tether ja estara fixo na superficie do corpo, com a extremidade do
dispositivo de ancoragem do veiculo espacial em um ponto de equilibrio, quando o
veiculo alcanga-lo para a manobra. Como explicado nos casos anteriores, o ideal s&o
pontos de equilibrio estaveis e com forca de tracdo esticando o cabo. Os pontos de

equilibrio instaveis serdo considerados como uma segunda opgéo.

As solucdes de equilibrio, estabilidade e forca de um tether ancorado na superficie de
um asteroide com formas irregulares, assumidos serem elipsoides, serdo apresentadas. A
irregularidade dos corpos € descrita pelos coeficientes de expansdo dos harménicos
esféricos. Estes coeficientes sdo funcbes das dimensbes dos corpos.

O estudo foi aplicado aos sistemas de asteroides binarios sincronos (3169) Ostro e (90)
Antiope. Os corpos do sistema orbitam um ao outro com excentricidade zero. Um
binario sincrono tem a rotacdo dos corpos em torno de seu proprio eixo com velocidade
angular igual a do seu movimento orbital. Os asteroides mostram sempre a mesma face
um para o outro. A variacdo dos parametros ¢, e Y, permite obter diferentes posi¢oes

para a ancora fixada na superficie, incluindo pontos fora do plano dos primarios.

Para analisar o efeito da irregularidade nos corpos nos pontos de equilibrio,
apresentamos também solugdes considerando o0s asteroides bindrios como corpos

esfericos. A partir da Figura 9.2 as curvas vermelhas representam os pontos de
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equilibrio cuja forca de compressao age no cabo e todas as outras curvas, com tensdo
maior que zero, representam a forca de tracdo. A espessura das curvas representa a
estabilidade do equilibrio. Curvas grossas sdo pontos de equilibrio estaveis e curvas
finas pontos instaveis. A posicao da ancora é a origem dos graficos, onde o tether é
fixado na superficie do asteroide. Consideramos fisicamente possiveis solu¢Ges em que
o cabo ndo se envolve na superficie do corpo. A regido cinza representa as solucdes
fisicamente impossiveis. Os retdngulos pretos mostram a regido ocupada pela superficie
dos corpos, que se destacam devido a pequena distancia entre eles. Pontos de equilibrio

dentro desta regido também sao fisicamente impossiveis.

9.1. (3169) Ostro

O Sistema (3169) Ostro é um binario sincrono com forma aproximada de um elipsoide
oblato. Esta localizado no cinturdo principal de asteroides (DESCAMPS et al., 2007a).
A massa total é de 1,86x 10'* kg. A distancia entre os corpos é 5,2 km (Johnston,
2015) e u, é suposto ser 0,3. A Tabela 9.1 mostra as informacBes dos semieixos dos
corpos. O semieixo maior (a) é 1,891750 U.A., a excentricidade (e) € 0,6672, a
inclinacdo (i) 24,9043°, a longitude do nodo ascendente (Q) € 96,3912° e 0 argumento
do periélio (w) € 32,6583° (JPL, 2016a). Sdo apresentadas solucbes no plano e fora do

plano dos primarios.

Tabela 9.1 — Semieixo do corpo primério e secundario (em km) para (3169) Ostro (DESCAMPS
et al., 2007a).

a; b, 1 a b, C

2,2 1,7 16 | 24 1,3 1,2

9.1.1. Soluces no plano dos primarios

Os pontos de equilibrio para o sistema (3169) Ostro, inicialmente assumindo corpos
primarios esféricos, e entdo considerando deformacBes nestes corpos, até eles
alcancarem a forma irregular real, sdo apresentados. A sequéncia foi feita em nove
passos, sendo o que ultimo usou os corpos com a forma irregular real, de acordo com a
Tabela 9.1. Os coeficientes J, = —C,, € C,,, que descrevem as irregularidades dos
corpos, para cada passo a partir de (a) até (i) da Figura 9.1 é mostrado, sendo 1 e 2 na
legenda os corpos primario e secundario, respectivamente. O objetivo € mostrar o efeito

que a deformac&o dos corpos causa nos pontos de equilibrio.
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Figura 9.1 — Pontos de equilibrio para o sistema (3169) Ostro, considerando os asteroides com a forma
esférica (a), evoluindo a deformidade dos corpos até a forma irregular real (i), com ¢ =
0,yp=0ey =0.

@ 1J,=0,Cp=0 (b) 1:], = 7,76627 x 10712 (c) 1:J, = 0,00010542,
2:J/,=0,C;=0 Cpp = 2,9758 x 10~ Cy, = 0.0030
2:], = 6,8553 x 107 2:], = 0,00014589,
C,, =0,0003072036 C,, = 0,0058

d) 1:], =7,6141x 1078,  (e) 1:], =7,3168x 1078,  (f) 1:], = 7,3168 x 1078,

Cyy = 1,3165 x 1076 Cy, = 1,3341 x 1076 Cyy = 1,3341 X 1076
2:], = 2,7762 X 10710, 2:J, = 0,000061519, 2:J, = 0,00015215 ,
C,, = 0,000068353 Cyy = 0,0022 C,, = 0,0056

270
270

(9) 1:], = —=9,5135 x 107, (h) 1:], = 0,00097748, (i) 1:], = 0,0017,
Cy, = 0,0013 C,, = 0,0087 Cy, = 0,0201

2:], = 0,000091870 , 2:], = 0,000048897, 2:], = 0,0036,
C,, = 0,0026 C,, = 0,0015 C,, = 0,0353

Note que a principal transformacdo ocorre nos pontos ndo colineares. No passo (a)

existe uma Unica familia de solugdes ndo colineares. Com a mudanca dos valores de |, e
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C,5, h& o surgimento de pontos de equilibrio em novas posi¢des. A partir do passo (d),
as solucdes existentes comecam a mudar, transformando a curva inicial em (a). No
passo (g), a transformacgéo ocorre para os pontos com tamanho do cabo de um pouco
mais de 1,0 u.c. até o limite de 2,0 u.c. No passo (h), as solucdes estdo proximas da
forma final e ja existem trés familias de solucGes ndo colineares. No passo (i) a
localizagdo dos pontos de equilibrio € quase a forma final para o (3169) Ostro. Observe
que, neste caso, a ancora esta ao lado direito do centro do corpo secundario. As
transformagfes dos pontos de equilibrio ocorrem na regido de solugdes fisicamente
impossiveis. O pequeno grupo de solucdes ndo colineares fisicamente possiveis tem
poucas modificagdes.

As Figuras 9.2, 9.3, 9.4 e 9.5 mostram as soluc¢Bes de equilibrio planares (¢ = 0),
considerando diferentes posi¢des da &ncora no plano orbital dos primarios (¥, = 0). @
varia de 0 a 2 . Considere ¢ 0 angulo entre o eixo x e a posi¢do do ponto de equilibrio.
Em relacdo a tensdo no cabo, para este sistema, 1,0 u.c. equivale a aproximadamente
6,95 x 101° N.

Figura 9.2 - Solucdes de equilibrio para (3169) Ostro considerando o asteroide como um
corpo (a) esférico e (b) irregular, com o =0, yy=0ey = 0.
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Na Figura 9.2 as solucdes fisicamente possiveis estdo no intervalo 7” <¢< g ou seja,

todas as solugdes com x > 0. Na Figura 9.3 estas solugdes estdo no intervalo 0 < ¢ <
7, equivalente a y > 0. Observe que, neste caso, ndo ha solugdes colineares ao eixo da

ancora, independente da forma do corpo.
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Figura 9.3 - Solugdes de equilibrio para (3169) Ostro considerando o asteroide como um
corpo (a) esférico e (b) irregular, com @y = /2, yy=0e Y = 0.
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O equilibrio e a forca para a ancora fixaem ¢, =m, Y, =0 e Y = 0 sdo estudados.
As solucbes sdo diferentes conforme a irregularidade do corpo em relagdo ao caso
esférico, formando trés familias de solucBes ndo colineares. Destas, uma familia faz
parte do grupo fisicamente impossivel, a familia do meio na Figura 9.4(b), que tem
pontos pertencentes a regido impossivel e outros ndo. H4& um grupo de pontos de
equilibrio estaveis com tracdo na familia de soluges fisicamente possiveis. As solugdes
colineares ao eixo x também sofrem mudancas no caso irregular, quando comparadas ao

caso esférico.

Figura 9.4 - Solucbes de equilibrio para (3169) Ostro considerando o asteroide como um
corpo (a) esférico e (b) irregular, com @o =7, wo=0e Y = 0.
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As solugdes fisicamente possiveis estdo no intervalo g <p< 7" toda regido de x < 0.
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Os pontos de equilibrio e a forca para a ancora fixaem ¢, = 3?” PYo=0ey =0sdo

estudados.

Figura 9.5 - SolucGes de equilibrio para (3169) Ostro considerando o asteroide como um
corpo (a) esférico e (b) irregular, com ¢ = 3n/2, yo=0e Y = 0.
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A regido em branco, com y < 0, sdo solucgdes viaveis. Note que ha grupos de solucGes

estaveis com tracdo para o caso irregular.

9.1.2. Solucbes fora do plano dos primarios

A seguir sdo apresentados as solucdes de equilibrio fora do plano dos asteroides, com
0 <y < 2m, para diferentes pontos da ancora na superficie do corpo, no plano dos
primarios (¥, = 0). Note que ndo ha solugdes de equilibrio para corpos irregulares
neste caso. As solucbes para ¢ = 0 estdo no plano x — z. As solucdes possiveis sdo

para x > 0, mas estas nao sdo solucdes ideais, pois ndo ha tracdo esticando o cabo.

178



Figura 9.6 - Solucdes de equilibrio fora do plano dos asteroides para (3169) Ostro, para
corpos esféricos, com @y =0, yo=0e ¢ = 0.
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Seguem as solucBes para ¢ =§ no plano x — z. As solugdes possiveis sdo y > 0.

Apenas compressdo age no cabo.

Figura 9.7 - Solugdes de equilibrio fora do plano dos asteroides para (3169) Ostro, para
corpos esféricos, com @y =n/2, yo=0e ¢ = m/2.
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A Figura 9.8 mostra as solucdes para ¢ = m, que no plano cartesiano pertencem ao
plano x — z. As solucdes viadveis estdo em x < 0. Apenas forca de compressdo age no

cabo.
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Figura 9.8 - Solucdes de equilibrio fora do plano dos asteroides para (3169) Ostro, para
corpos esféricos, com gy =m, wo=0¢€ ¢ = 7.
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As solucdes para ¢ = ~ estdo no plano cartesiano y — z. As solucdes fisicamente

possiveis sdo paray < 0. Ha equilibrio estavel e instavel. Somente forca de compresséao

age no cabo.

Figura 9.9 - Solugdes de equilibrio fora do plano dos asteroides para (3169) Ostro, para
corpos esféricos, com @o = 3/2, wo=0e ¢ = 3m/2.
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A seguir o equilibrio fora do plano dos primérios, com a &ncora fixa também fora do
plano, em VY, ¥, =§ e Y, = 37” é mostrado. As Figuras 9.10(a) e 9.11(a) sdo as
solugdes para ¢ = 0 no plano x — z. As solucbes apresentadas nas Figuras 9.10(b) e
9.11(b) séo para ¢ = g no plano y — z. Para estas condi¢des ndo ha solucdes para os

corpos irregulares. As Figuras 9.10(c) e 9.11(c) sdo solucbes no plano da ancora, que
estdo fora do plano dos primarios, logo ¥ = 0. Neste caso ha equilibrio para os corpos
irregulares na Figura 9.11. As solugbes fisicamente validas ocorrem para z > 0, na

Figura 9.10,e z < 0, na Figura 9.11.
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Figura 9.10 - Solugbes de equilibrio fora do plano dos asteroides para (3169) Ostro, para corpos
esféricos e irregulares, com Voo, wo=n/2e (@) ¢ =0, (b) ¢ =7/2, (C) Y =0
para corpos esféricos e (d) y = 0 para corpos irregulares.
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(b) ¢ = % e Y variando, considerando corpos
esféricos.
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(d) ¥ = 0 e @ variando, considerando corpos
irregulares.
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Figura 9.11 - Solugbes de equilibrio fora do plano dos asteroides para (3169) Ostro, para
corpos esféricos e irregulares, com Vq, wo=3n/2e (a) ¢ =0, (b) ¢ = 1/2 (C)
1 = 0 para corpos esféricos e (d) ¥ = 0 para corpos irregulares.
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(c) Y = 0 e ¢ variando, considerando corpos (d) ¥ = 0 e ¢ variando, considerando corpos
esféricos. irregulares.

Note que ha equilibrio estavel e instavel nas condicdes para a ancora fora do plano. A
analise dos resultados mostra alguns aspectos interessantes. E observado que, no caso
@o =0, Yo, =0 e y =0, duas familias de solugdes aparecem na regido fisicamente
impossivel. Na regido de solugdes possiveis, a Unica modificacdo nos resultados € uma

aproximacdo da curva de solucdes para o centro de referéncia do sistema, o que

significa que o tamanho do cabo do tether € pequeno. No caso ¢, = g Yo=0ey =

0, ha novas familias de solu¢Ges em ambas as regides, mostrando que a irregularidade
dos corpos pode ser usada para construir tethers em diferentes posicdes e com diferentes

tamanhos.
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Na situacdo onde ¢, =m, Y, =0 e =0, duas novas familias aparecem, uma
fisicamente possivel e outra ndo. Além disso, a familia original existente no modelo

esférico é modificada, com o aumento do comprimento do tether. Os mesmos

- . 3
comentarios se aplicam ao caso ¢, = 7" Yo=0ey =0.

Quando @, =0, Yo =0, ¢ =0 e @y ==, P, =0, ¢ =7, ndo ha solugles de

equilibrio fora do plano dos primarios para asteroides com formas ndo esféricas. O

mesmo ocorre quando @, =1, Yo =0, 9 =me @, = 37" Yo =0,¢ = 37"

Para todas as condic¢des da ancora no plano dos primarios, as soluc6es de equilibrio fora

deste plano sdo estaveis ou instaveis com forca de compressdo agindo no cabo.

3 A ~ , . . .
Quando Y, = % ou Y, = 7" a ancora ndo esta no plano dos primarios, mas sim fixada

;- 3 A
nos polos do corpo secundario. Os casos onde =§ ou Y, = ?” e @ =0 tém um
grupo de solucBes possiveis para corpos com forma esférica. As solucdes sdo perdidas
.. 3 .
com a mudanca no formato dos corpos primarios. Para ¥, = g ou Y, = 7" ey =0ha

solucBes no plano da ancora, para asteroides com formas esféricas e irregulares.

9.2.  (90) Antiope

E um sistema de asteroides duplo oblato, também localizado no cinturdo principal de
asteroides, com ressonancia 1:1. A separa¢do dos corpos é de 171 km e a massa total €
de 8,28x 1017 kg (DESCAMPS et al., 2007b). Assumimos o parametro de massa (1)
ser 0,7. A Tabela 9.2 mostra a medida dos eixos de cada corpo. O semieixo maior (a) é
3,148898878 U.A., a excentricidade (e) é 0,1653, a inclinacdo (i) 2,2071°, a longitude
do nodo ascendente () é 69,9737° e o argumento do periélio (w) é 244,8784° (JPL,
2016b).

Tabela 9.2 — Semieixo do corpo primério e secundario (em km) para (90) Antiope (DESCAMPS
et al., 2007b).

a; b, C1 a; b, ()]

46,5 | 43,5 | 41.8 | 44,7 | 41,4 | 39,8
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Serdo apresentadas as solugdes de equilibrio no plano e fora do plano dos primarios, a
estabilidade e a tensdo no cabo relativo a cada ponto de equilibrio. Em relacdo a tenséo,

1,0 u.c. equivale a aproximadamente 1,58 x 105 N.

9.2.1. Soluces no plano dos primarios

O caso ¢, =0, Y, =0 e =0, tem trés familias de solucGes, sendo que duas delas
aparecem na regido fisicamente impossivel. Na regido de solugdes possiveis, 0

comportamento é similar, tanto no caso esférico quanto no irregular.

Figura 9.12 - Solugbes de equilibrio fora do plano dos asteroides para (90) Antiope, para corpos
(a) esféricos e (b) irregulares, com ¢q =0, wo=0e Y = 0.
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(a) Corpos esféricos (b) Corpos irregulares

No grupo de solugdes colineares ha um subgrupo ideal, com forca de tracdo e equilibrio
estavel. Nestes casos a tensdo varia de 1 u.c a 10 u.c. Para quando ¢, = g Yo=0¢
Y =0, ha novas familias de solucbes em ambas as regifes, mostrando que a
irregularidade dos corpos pode ser usada para construir tethers em diferentes posicoes e

com diferentes tamanhos.
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Figura 9.13 - Solug6es de equilibrio fora do plano dos asteroides para (90) Antiope, para corpos
(a) esféricos e (b) irregulares, com ¢g =n/2, yy=0e Y = 0.
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(b) Corpos irregulares

Na situacdo onde ¢, = m, Y, = 0 e Y = 0 aparecem duas novas familias de solugdes,

uma fisicamente possivel e outra ndo. A familia original existente no modelo esférico é

modificada.

Figura 9.14 - Soluces de equilibrio fora do plano dos asteroides para (90) Antiope, para corpos
(a) esféricos e (b) irregulares, com @ =m, yo=0e = 0.
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(b) Corpos Irregulares

3 B T . ~
Para 0 caso ¢, = ?” Yo = 0 e Y = 0 existe uma mudanca significativa nas solugdes

de equilibrio, surgindo novas familias e ndo ha solucgdes colineares.
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Figura 9.15 - Solug6es de equilibrio fora do plano dos asteroides para (90) Antiope, para corpos
(a) esféricos e (b) irregulares, com @q = 31/2, wo=0¢e Y = 0.
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9.2.2. Solugdes fora do plano dos primarios

As solucbes de equilibrio fora do plano dos primarios para o veiculo espacial

considerado, entre 0 < ¥ < 2m, para diferentes posigdes da ancora no plano (¥, = 0),

s30 apresentadas. Quando ¢, =0, Y, =0, 9 =0 e @, = g Yo=0, @ =§ ndo ha

solucdes de equilibrio fora do plano dos primarios para asteroides com formas

. 3
irregulares. O mesmo ocorre quando @, =m, Yo =0, p =T € @y = 7" Yo =0,

3 ~
QY = 7 Somente compressao age no cabo.

Figura 9.16 - Solugdes de equilibrio fora do plano dos asteroides para (90) Antiope, para
corpos esféricos, com @y =0, wo=0e ¢ = 0.
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A seguir sdo mostradas as solucdes de equilibrio para ¢, = % Yo=0e = g Ha

equilibrio estavel e instavel, com forga de compresséo.
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Figura 9.17 - Solucdes de equilibrio fora do plano dos asteroides para (90) Antiope, para
corpos esféricos, com @y = /2, wo=0¢e ¢ = /2.
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As solucdes para ¢ = m estdo no plano cartesiano x — z. As solugbes fisicamente
possiveis sdo para x < 0. Ha equilibrio estavel e instavel. Somente forca de compresséo

age no cabo.

Figura 9.18 - Solugdes de equilibrio fora do plano dos asteroides para (90) Antiope, para
corpos esféricos, com @y =7, yo=0e ¢ = 7.
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Para ¢ = ~ as solugdes estdo no plano cartesianoy — z. As solucdes fisicamente

possiveis sdo paray < 0. Ha equilibrio estavel e instavel. Somente forca de compresséo

age no cabo.
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Figura 9.19 - Solugdes de equilibrio fora do plano dos asteroides para (90) Antiope, para
corpos esféricos, com @y = 31/2, yy=0¢e ¢ = 31/2.
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A seguir sdo apresentados os pontos de equilibrio considerando ¢ =0, ¢ =

NS

Y <2m e P =0 para a ancora fixa fora do plano dos primarios (V¢@,, Yo =
3 P , ~ ~ -
gand Yo = 7“). Neste caso s6 ha solugdes para corpos ndo esféricos para pontos no

plano da ancora (Figura 9.20(d)). Nao ha solucgdes colineares ao eixo x da ancora neste
plano. Todas as solu¢des sao fisicamente possiveis e ha um pequeno grupo com tracao e

equilibrio estavel.
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Figura 9.20 - Solugbes de equilibrio fora do plano dos asteroides para (90) Antiope, para corpos
esféricos e irregulares, com Voo, wo=m/2e (@) ¢ =0, (b) p =m/2e ()Y =0
para corpos esféricos e (d) y = 0 para corpos irregulares.
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(d) ¥ = 0 e ¢ variando, considerando corpos
irregulares

O equilibrio parap =0, ¢ = g 0 <y < 2m ey = 0 para a ancora fixa fora do plano

I 3 e , . .
dos primarios (V@,, Yo = 7”) ¢ também considerado. Como no caso anterior, neste

caso também sé ha solucdes para corpos ndo esféricos para pontos no plano da ancora.

N&o ha solugdes colineares ao eixo x da ancora. Todas as solucdes sdo fisicamente

viaveis e ha solugdes com equilibrio estavel e tensdo maior que zero.
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Figura 9.21 - Solugbes de equilibrio fora do plano dos asteroides para (90) Antiope, para corpos
esféricos e irregulares, com Voo, wo=3n/2e (@) ¢ =0, (b) p =m/2e ()Y =0
para corpos esféricos e (d) y = 0 para corpos irregulares.
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(c) Y = 0 e ¢ variando, considerando corpos (d) ¥ = 0 e ¢ variando, considerando corpos
esféricos irregulares

No geral, nota-se que a irregularidade do corpo causa mudanca nos pontos de equilibrio
em relacdo ao caso esférico, criando novas familias de solucBes. Esse comportamento é
esperado, pois 0 mesmo ocorre em sistemas que ndo usam tethers, conforme mostram os
trabalhos de Bellerose e Scheeres (2007), Douskos (2011), Arredondo et al. (2012),
Woo (2014) e Santos (2017). Esses trabalhos mostram que a n&o esfericidade do corpo
pode fazer surgir pontos de equilibrio adicionais em torno do sistema. Em alguns deles a
analise da estabilidade também ¢é efetuada (BELLEROSE; SCHEERES, 2007;
DOUSKOS, 2011; ARREDONDO ET AL., 2012).

Na presente pesquisa, quando a analise é feita fora do plano dos primarios e com a

ancora pertencente a este plano, ndo ha solugcbes de equilibrio para casos irregulares.
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Para a ancora posicionada nos polos do corpo secundario, todas as familias de solucGes
encontradas no plano da ancora sao fisicamente possiveis e ha equilibrio em torno dos

corpos irregulares.
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10 LIMITACOES PRATICAS DO TRABALHO

Sobre o Swing-By propulsado, ele tem o objetivo de colaborar com a misséo espacial
quando a energia obtida a partir da manobra de Swing-By puro nédo for o suficiente para
atender suas necessidades. Esta € uma manobra aplicavel na prética, considerando que o
Swing-By, como citado anteriormente, ja foi usado em missdes espaciais com

resultados positivos.

Para o estudo desta manobra foi adotado um sistema com parametros similares aos do
sistema Terra-Lua e diferentes condicdes iniciais. Entre essas condigdes estdo os valores
da excentricidade, que varia de 0,1 a 0,5, e a magnitude do impulso, que varia de 0,1 a
4,0 km/s. Alguns destes valores podem ser considerados altos para o sistema adotado ou
para os sistemas conhecidos, porém o principal objetivo é analisar o efeito destes

parametros nos resultados, para fins académicos, podendo ou nao ser aplicavel a prética.

Em relagdo a manobra de “Swing-By assistida por cabo”, a proposta de ter uma
estrutura fixa no corpo, para que o veiculo espacial aproxime-se e conecte-se a outra
extremidade do tether, também apresenta limitacdes praticas. Uma missdo anterior €
necessaria para executar a parte da ancoragem da estrutura na lua. Para sistemas
distantes este problema é maior, pois além das limitacdes tecnoldgicas, hd o problema
com o tempo de duracdo das missdes, que nestes casos sao longos. Porém, uma vez
efetuada esta tarefa, a durabilidade da estrutura seria muito grande. Em um futuro
cenario de missdes frequentes, essa aplicacdo pode se tornar viavel. Além disso, é
muito provavel que futuras missdes interplanetarias sejam efetuadas com constelacbes
de peguenos satélites injetados em 6érbitas diferentes, pois isso, como ja é feito na Terra,
permite uma cobertura muito maior do planeta e redundancias em casos de falhas. Em
um cenario assim, um veiculo maior deve carregar um conjunto de pequenos veiculos,
que seriam injetados em Orbitas diferentes e em tempos um pouco diferentes. Uma
opcao, nesse cenario, poderia ser a separacdo da nave maior um pouco antes da chegada
ao planeta. Essa nave poderia construir o sistema a base de tether, que seria logo depois
utilizado pelos veiculos menores. De qualquer forma, o objetivo do presente trabalho é
mostrar um potencial oferecido pela natureza, que pode ou ndo vir a ser explorado no

futuro, com as inovagdes tecnoldgicas que deverdo surgir.

O estudo dos pontos de equilibrio para diferentes sistemas foi apresentado no capitulo 8

e, nos casos Saturno-Daphnis e Urano-Cordélia, além da distancia, outro problema que
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torna invidvel a aplicacdo pratica é a localizacdo das luas, que estdo entre os aneis dos
planetas. O estudo destes sistemas é exclusivamente devido as suas dimensdes e servem
de exemplo para sistemas com parametros similares. Além disso, os calculos dos pontos
de equilibrio sdo também Uteis na construcdo de estruturas chamadas de elevadores
espaciais (BUROV; RICARD, 2005; BUROV; KOSENKO, 2007; BUROV et al., 2011,
BUROV; KOSENKO, 2014; BUROV et al., 2014a; BUROV et al., 2014b), que servem
para efetuar o transporte de equipamentos.

Foram apresentados resultados, para fins de estudos, considerando o tamanho do cabo
que compde o tether até 2,0 u.c., o que significa duas vezes a distancia entre 0s corpos.
Para as situacBes com tamanho do cabo pequeno as aplicacbes praticas podem ser
possiveis.

No geral, os resultados apresentados que ndo sdo aplicaveis a pratica tem o objetivo de

estudos para fins académicos.
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11 CONCLUSOES

Foi apresentado um estudo sobre manobras orbitais para um veiculo espacial
envolvendo propulsdo impulsiva e passagens por um corpo celeste intermediario. Nesse
sentido, duas manobras foram estudadas: i) “Swing-By propulsado” e ii) manobras de
“Swing-By assistidas por cabo”. Ambas as manobras tem como principal objetivo
modificar a trajetoria do veiculo espacial de acordo com a missdo, gastando o minimo
possivel de combustivel, ou mesmo sem consumo de combustivel em alguns casos. Esse
gasto minimo pode ser vantajoso para otimizar a trajetdria, nas situacdes onde apenas o
Swing-By puro, baseado apenas em gravidade, ndo é o suficiente para alcangar o

objetivo da missao.

No caso das manobras de “Swing-By propulsado”, foi considerado que 0s corpos
primarios do sistema estdo em orbitas elipticas em torno de um centro de massa comum.
Foi apresentado um estudo analitico usando a aproximagdo “patched-conics”, ¢ um

estudo numeérico usando o “Problema Restrito Eliptico de Trés Corpos”.

Foi mostrado e quantificado que a inclusdo da excentricidade dos primarios torna o
problema mais proximo do real. O principal efeito fisico da excentricidade é a variacdo
na energia do veiculo espacial de acordo com a posi¢do do corpo secundario. O ganho e
a perda de energia obtidos a partir da parte gravitacional da manobra sdo dependentes de
V,, a velocidade de M, em relacdo ao centro de massa do sistema. Neste caso ela varia
de acordo com a posicdo de M,, enguanto que no caso circular essa velocidade é

constante.

A variacdo da energia pode ser otimizada de acordo com a necessidade da misséo e o
melhor ponto e direcéo para aplicagdo do impulso podem ser encontrados em funcéo da
magnitude do impulso disponivel para o veiculo espacial. Alem da excentricidade, o

estudo mediu o efeito desses outros parametros relacionados a manobra.

Os resultados mostraram que aplicar o impulso na vizinhanca do periapsis e na direcédo
ndo tangencial a oOrbita otimiza a manobra. O maior ganho de energia vem da melhor
combinacdo das modificacdes feita pelo impulso na geometria da trajetoria, que muda o

angulo de aproximacao e a distancia do periapsis.

195



Manobras com pequenos valores para a magnitude do impulso tem resultados mais
previsiveis analiticamente, quando o impulso é aplicado no periapsis da Orbita, seguindo
o modelo “patched conics” para manobras de “Swing-By puro”. Com o aumento da
magnitude do impulso e a mudanca do ponto de aplicacdo do impulso para a vizinhanga
do periapsis, apenas estudos usando algoritmos numericos podem resolver o problema,

justificando assim o presente trabalho.

A eficiéncia do Swing-By propulsado, para quando o impulso é aplicado no periapsis da
oOrbita do veiculo espacial, comparada com a manobra de Swing-By puro e com o
impulso aplicado fora da esfera de influéncia do corpo secundario, foi apresentado. A
analise foi feita em funcdo do parametro de impacto (r;,), orientagdo da manobra de
Swing-By () e velocidade de aproximagdo (Vj,r-). Os resultados mapearam regides
em que o Swing-By propulsado é eficiente e outras que ndo, para um parametro de

massa similar ao do sistema Terra-Lua.

A sensibilidade dos pardmetros na manobra de Swing-By propulsado também foi
estudada. O objetivo foi mostrar o comportamento da manobra mediante a ocorréncia de
possiveis erros na atribuicdo dos paradmetros relacionados a posicdo da Orbita,
velocidade e impulso aplicado na manobra. Os resultados mostraram que o angulo de
aproximacdo da oOrbita inicial de um veiculo espacial ()) e o angulo que define a
direcdo do impulso (a) sdo os mais sensiveis a erros. Os erros relacionados ao estudo

devido ao método utilizado também foi apresentado.

A manobra de “Swing-By assistida por cabo” é outra forma de otimizar a energia do
veiculo espacial, de acordo com a necessidade da missdo, sem consumo de combustivel.
O tether é usado como uma forma de catapulta, para lancar o veiculo conforme
desejado, seja para ser capturado pelo planeta, envia-lo para uma nova 6rbita ou escapar
do sistema.

A analise dos pontos de equilibrio foi feita para diferentes sistemas de planeta-lua com
corpos regulares e para outros dois sistemas de asteroides binarios com corpos
irregulares, considerados como elipsoides. Diferentes posi¢Oes da ancora na superficie

da lua foram analisadas, incluindo pontos fora do plano dos primarios.

Os resultados mostraram as posi¢des de equilibrio, bem como o tamanho do cabo e a
forca no tether nestes pontos. Solugbes com tracdo e compressdo no cabo foram
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encontradas. A posi¢cdo onde o tamanho do tether € minimo foi indicada. Este é um

importante parametro para o planejamento da misséo.

Para os asteroides binérios os resultados mostraram as posi¢cdes dos pontos de
equilibrios e o efeito da irregularidade dos corpos. Em geral, algumas novas familias de
solucdes apareceram e as familias existentes foram modificadas pela irregularidade dos
corpos, quando comparadas com o caso esférico. Ndo ha solucbes de equilibrio fora do
plano dos primarios para estes casos quando a ancora esta fixa na superficie do corpo
em um ponto do plano dos priméarios. Quando a ancora é fixada nos polos do corpo, ha

solugdes fisicamente possiveis no plano da ancora.
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APENDICE A — COEFICIENTES DAS EQUACOES EMPIRICAS

As equacbes A.1 até A.86 descrevem os coeficientes das equagdes empiricas, que
estimam a méaxima variacdo de energia da manobra de Swing-By propulsado com
impulso no periapsis, em funcdo da magnitude do impulso (6V), para excentricidades
iguais a 0,1, 0,3 e 0,5 e anomalia verdadeira igual a 0°, 90°, 180° e 270°,
respectivamente.

Equacdes referentesae = 0,1 e v = 0°:
a; = 1.542 x 107148V —2.029 x 107138V> + 1.029 x 10~12§V* — 2.509

x 10712 8V3 + 2.937 x 107128V2 — 1.246 x 10712 §V + 7.423

x 10714

—1.533 x 107118V® + 2.018 x 107198V> — 1.024 x 10728V* + 2.497
x 10728V3 — 2.926 x 10728V?% + 1.235 x 1072 8V — 5.647 x 10~ 11

[y
=
Il

c; = 5.409x 10798V® —7.122 x 10788V° + 3.616 x 10776V* — 8.823 x 10778V3
+ 1.036 x 107%8V2 — 4.377 x 10778V + 1.029 x 1078

d; = —7.866 X 10778V® + 1.036 x 107°8V°® — 5.265 x 10738V* + 1.257 x 10748§V3
— 1.521 x 107*8V? + 6.547 x 107>8V + 4.507 x 10~

e; = 3.946 x 107°8V® — 5.201 x 107*8V°> + 0.00268V* — 0.00658V3
+ 0.00788V? — 0.00368V — 3.897 x 1075

fi = —3.465 x 107*8V® + 0.00458V° — 0.02278V* + 0.05488V3 — 0.06518V?
+ 0.02568V — 0.0246

g1 = 0.30458V2 + 3.87288V + 0.2048

Al

A2

A3

A4

A5

A.6

A7



Equacdes referentesae = 0,1 e v = 90°:

a;

C2

€

f

92

= 2.866 X 107158V® — 4.568 x 10~148V> + 2.741 x 10~138V* — 7.644
x 10713 8V3 + 9.749 x 107138V2 — 3.556 x 10713 §V + 8.014

x 10715

= —7.337 x 107138V® + 2.051 x 10~116V> — 1.599 x 10-106V* 4+ 5.187
x 107108V3 — 7.29 x 107196V?2 4+ 2.499 x 107198V + 1.528 x 1011

= —1.002 X 10728V® 4+ 7.514 x 10728V°> — 9.661 X 107°8V* — 4.245 x 10788V3
+ 1.149 x 10778V? — 3.254 x 10786V — 1.814 x 1078

=5.138 X 10778V® — 5.377 X 107°8V> + 2.048 x 107°6V* — 3.409 x 10738V?

+ 2.323 x107°8V%2 —9.953 x 1078V + 5.440 x 10~°

—7.750 X 10738V® + 8.700 x 10~48V5 — 0.00376V* + 0.00736V?
— 0.00678V? + 0.002568V — 4.222 x 10~*

= 0.0038V® — 0.03528V> + 0.15638V* — 0.32995V3 + 0.33268V2 — 0.14018V
—0.0116

= 0.38548V? + 4.09098V + 0.0479

Equacdes referentesa e = 0,1 e v = 180°:

as

= 6.377 x 1071°8V® — 8.168 x 107 1*8V° + 4.0 x 107138V* — 9.294 x 10713 §V3
+ 1.016 x 107 128V%2 — 3.167 x 10713 8§V + 1.248 x 1014

= —6.098 x 107128V + 7.807 x 107118V> — 3.822 x 1071°6V* + 8.880
x 107108V3 — 9.709 x 107198V?2 + 2.905 x 107198V + 2.489 x 10710

= 2.010 X 10728V® — 2.572 x 10788V> + 1.259 x 10778V* — 2.927 x 10778V3
+ 3.213x10778V2 —9.284x 10788V —9.192 x 10~°

A8

A9

A.10

All

Al2

A.13

Al4

A.15

A.16

A.l7



d; = —2.514 X 10778V® + 3.215 x 107°8V® — 1.574 x 107°8V* + 3.673 x 107°8V3
— 4.09 x107°8V? + 1.2 x 10758V + 3.05 x 107°

es = 6.714 X 107°8V® — 8.525 x 107°8V> + 4.166 x 10~ *8V* — 9.879 x 10748V3
+ 0.00128V? — 4.559 x 10~*8V — 1.818 x 10~*

fz = 2.525x 107*8V® — 0.00338V° + 0.01718V* — 0.04168V3 + 0.04748V?
—0.025586V —0.0182

gz = 0.51598V2 + 4.26768V + 0.2072

Equacdes referentesae = 0,1 e v = 270°:

a, = —7.150 x 1071*8V° + 1.203 x 107126V® — 8.412 x 107128V7 + 3.173
X 107118V — 6.999 x 107118V> + 9.195 x 10~ 118V* — 7.065
x 10711 8V3 + 3.037 x 107118V? — 6.387 x 10712 8V + 3.897

x 10713

b, = 7.382x 1071186V° — 1.240 x 107°8V® + 8.654 x 10728V’ — 3.255 x 10788V®
+7.152 x 10788V> — 9.343 x 107 886V* + 7.122 x 10788V3 — 3.032
x 10788V? 4+ 6.318 x 10728V — 3.687 x 10710

€y = —2.792 % 10788V? + 4.677 x 10778V® — 3.254 x 107°6V7 + 1.219 x 10758V®
— 2.661 X 10738V°> 4+ 3.445 x 10736V* — 2.592 x 10758V3 + 1.085
x 10738V?2 — 2.227 x 107%8V + 1.1997 x 107

d, = 4.704 x 10768V? — 7.851 x 107586V® + 5.435 x 10™48V” — 0.0028V°
+ 0.00448V° — 0.00568V* + 0.00418V3 — 0.00178V? + 3.304
X 10748V — 1.549 x 107>

e, = —3.425x 107*8V? + 0.00578V8 — 0.0398V7 + 0.14318V® — 0.30358V°>
+ 0.37548V* — 0.26288V3 + 0.09918V% — 0.018586V + 7.82 x 10™*

A.18

A.19

A.20

A2l

A.22

A.23

A24

A.25

A.26



fi = 0.00848V° — 0.13918V® + 0.94468V7 — 3.41478V® + 7.06688V°> — 8.383485V*
+ 5.43498V3 — 1.77388V? + 0.26168V — 0.0336

ga = 0.39678V? + 4.03178V + 0.3569

Equacdes referentesa e = 0,3 e v = 0°:

1.463 X 107158V® — 3.342 x 107 148V> + 2.675 x 107136V* — 9.872
x 10713 8V3 + 1.725 x 107128V2 — 1.061 x 10712 8V + 6.706

x 10714

as

bs = —1.458 x 107128V°® + 3.362 x 107118V> — 2.706 x 107196V* + 1.003
x 10728V3 — 1.762 x 10728V? + 1.087 x 10728V — 5.056 x 10~ 11

cs = 5.190 x 107108V® — 1.213 x 10788V°> + 9.836 x 10785V* — 3.671 x 10778V?3
+ 6.505 % 10778V? — 4.064 x 10778V +9.059 x 10~°

ds = —7.6972 x 10788V® + 1.842 x 107°8V°® — 1.515 x 107°8V* + 5.726 x 10758V3
— 1.031x 107*8V?2 + 6.685 x 10758V + 2.016 x 1077

es = 3.857 X 10768V® — 1.006 x 10~*8V> + 8.648 x 107*8V* — 0.00346V3
+ 0.00638V? — 0.00458V + 8.657 x 107>

fs = 9.435x 10768V® + 6.857 X 10~*8V> — 0.00935V* + 0.04425V3 — 0.09298V>
+0.06938V — 0.0361

gs = 0.13418V? + 3.44598V + 0.1868

A.27

A.28

A.29

A.30

A3l

A.32

A.33

A.34

A.35



Equacdes referentesae = 0,3 e v = 90°:

ag = 1.7123 x 1071°8V® — 2.2397 x 107146V> + 1.1348 x 10~ 13§V* — 2.7995 A.36
x 107138V3 + 3.4389 x 107138V2 — 8.592 x 107148V — 2.366
x 10714

be = —2.8643 x 107136V® + 3.7582 x 10~126V> — 1.9896 x 107118V* + 5.5867 A 37
x 107118V3 — 9.0174 x 107118V? — 2.4034 x 107118V + 4.7669
x 10711

Ce = —7.3464 x 1071°8V® 4+ 9.5931 x 107°8V> — 4.7759 x 10788V* + 1.1121 A.38

x 10778V3 — 1.156 X 10778V? + 6.8967 x 10788V — 2.9508 x 108

dg = 3.4986 X 10778V® — 4.5702 X 10768V° + 2.2872 x 107°8V* — 5.4218 A.39
x 107°8V3 4+ 5.9547 x 10758V2 — 2.6738 x 10758V + 6.8839
x 107°

eg = 3.6917 x 10758V’ — 5.6666 x 10™*8V® + 0.00356V° — 0.01126V* A.40

+ 0.01938V3 — 0.01698V?2 + 0.00608V — 6.2494 x 10™*

fe = —0.00158V7 + 0.023586V® — 0.14528V°> + 0.46178V* — 0.79688V3 A4l
+ 0.71058V2 — 0.27228V — 0.0044
ge = 0.31388V2 + 3.88928V — 0.2725 A.42

Equacdes referentesa e = 0,3 e v = 180°:

a, = —5.0186 x 107148V + 9.459 x 10~ 138V® — 7.3033 x 107128V’ + 2.9836 A.43
x 107118V°® — 6.9663 x 107 116V> + 9.4213 x 10~116V* — 7.2125
x 10711 §V3 + 29379 x 107 11§V% — 54651 x 1012 §V + 3.2219

x 10713



5.2806 x 107118V — 9.9528 x 107196V® + 7.6846 x 10796V’ — 3.1394
X 10788V® + 7.3304 x 10788V°> — 9.9146 x 10785V* + 7.592
x 10788V3 — 3.0939 x 10788V? + 5.7596 X 10796V — 3.2936 x 10710

S
N
I

c; = —2.0501 x 10788V? + 3.864 x 10778V8 — 2.9835 x 1076V’ + 1.2188
x 10758V® — 2.8459 x 10738V°> + 3.8491 x 10736V* — 2.9474
X 10758V3 + 1.2016 X 107°8V2 — 2.2424 x 10708V + 1.2265 x 1077

d, = 3.5845 x 10768V° — 6.7572 x 107°8V® + 5.2176 x 10~*8V” — 0.00218V®
+ 0.004988V5 — 0.00676V# + 0.00518V3 — 0.00216V? + 3.9371
x 10748V — 2.057 x 107>

e; = —2.7396 x 107*8V° + 0.00528V® — 0.03998V” + 0.16298V°® — 0.388V°
+ 0.51298V* — 0.39158V3 + 0.15918V2 — 0.03018V + 0.0016

f; = 0.00718V° — 0.13368V® + 1.03198V7 — 4.21118V® + 9.80438V°
—13.18788V* 4+ 10.0068V3 — 4.02438V? + 0.74928V — 0.0611

g; = 0.77878V? + 4.58158V + 0.2144

Equacdes referentesa e = 0,3 e v = 270°:

ag = —1.9051 x 1078V’ + 2.919 x 107138V® — 1.8054 x 10~128V> + 5.756
x 107128V* —9.9709 x 10712 6V3 + 8.9527 x 10~ 12§V? — 3.33103
x 10712 8§V + 2.4659 x 10713

bg = 1.9373 x 107118V7 — 2.9709 x 10~1°8V® + 1.8395 x 107°6V°> — 5.8723
x 10728V* + 1.0188 x 10788V3 — 9.1654 x 10728V? + 3.3834
x 107986V — 2.3719 x 10~10

Ad4

A.45

A.46

AA47

A.48

A.49

A.50

A5l



cg = —7.0685x 10728V7 + 1.0857 X 10778V® — 6.7343 x 10778V> + 2.1546 A.52
x 10768V#4 — 3.7484 x 107°6V?3 + 3.3836 x 107°6V? — 1.2503
x 10768V + 7.84 x 1078

dg = 1.0907 x 107°8V7 — 1.6803 x 10758V® + 1.0461 x 107*8V°> — 3.3612 A.53
x 10748V* 4 5.8785 x 10748V3 — 5.3432 x 10748V?2 + 1.9924
x 10748V — 1.0361 x 107>

eg = —6.3228 x 10756V7 + 9.8105 x 107*8V® — 0.00628V° + 0.01995V* A.54
— 0.03548V3 + 0.03276V? — 0.01268V + 5.9846 x 10™*

fo =9.8997 X 10748V’ — 0.01568V® + 0.09988V°> — 0.33048V* + 0.59758V3 A.55
— 0.56488V?2 + 0.2258V — 0.0375

gs = 0.32348V2 + 3.78238V + 0.6667 A.56

Equacdes referentesa e = 0,5e v = 0°:

g = —5.6321 x 107158V® + 7.1529 x 10~ 148V> — 3.2342 x 10~ 138V* + 5.5488 A.57
x 107138V3 — 1.8355 x 10~148V2 — 5.2608 x 107136V — 9.0631

x 10715

4.8895 x 107128V°® — 6.3957 x 10~ 118V> + 2.9846 x 10~106V* — 5.3172
x 107108V3 + 3.3093 x 107118V? + 5.0684 x 107198V + 3.6620

x 10”11

S
O
I

A.58

cg = —1.3016 X 107°8V® + 1.8285 x 10788V> — 9.1410 x 10788V* + 1.7522 A.59
x 10778V3 — 1.9612 x 10788V?2 — 1.7249 x 1078V — 2.8547 x 108

dy = 6.6447 X 10788V° — 1.4183 x 10708V® + 9.2712 x 107°8V* — 2.1912 A.60
X 10758V3 + 5.1354 X 107°8V2 + 2.4116 X 10738V + 7.4426 x 10~°



es = 1.3561 X 107°8V® —9.8347 x 107°8V> + 7.5237 x 107°86V* + 6.5983 A.61
X 10748V3 — 6.5834 x 1076V2 — 0.00118V — 4.4608 x 10™*

fo =0.00378V7 — 0.05268V° + 0.29248V° — 0.8038V* + 1.12228V3 — 0.74688V? A.62
+ 0.20978V — 0.0502

go = 0.00828V? + 2.96898V + 0.1628 A.63

Equacdes referentesa e = 0,5 e v = 90°:

a0 = 3.0769 X 107188V° — 5.7624 x 10~178V® + 4.5635 x 107166V7 — 1.9839 A.64
x 107158V® 4+ 5.1304 x 107158V5 — 7.9553 x 10~158V* + 7.0156
x 107158V3 — 3.0249 x 107158V?2 + 4.325 x 107188V + 1.6579

x 10715

bio = —4.6 X 107158V + 8.6146 x 107148V® — 6.8216 x 107138V7 + 2.9655 AG5
x 107128V6 — 7.6691 x 107 128V° + 1.1894 x 10~116V* — 1.0495
x 107118V3 + 4.5308 x 107128V2 — 6.5095 x 107136V — 2.3110

x 10712

2.829 x 107128V? — 5.297 x 107 116V8 4+ 4.1941 x 10~198V7 — 1.8232 A.66
X 10728V® + 4.7152 x 107°6V5 — 7.3149 x 107108V* + 6.4589
x 10728V3 — 2.7934 x 10728V?2 + 4.0402 x 107196V + 1.3101 x 10~°

dio = —9.2072 x 107198V + 1.7236 x 10786V8 — 1.3645 x 10778V’ + 5.9313 A.67
X 10778V® — 1.5341 x 10768V° + 2.3808 x 1076V* — 2.1043
X 107%8V3 +9.2137 x 10776V? — 1.3319 x 10778V — 3.8846 x 1077

e = 1.6948 x 10778V° — 3.172 x 107°8V® + 2.5107 x 107586V7 — 1.0912 A.68
x 10748Ve + 2.8226 x 107*8V> — 4.3883 x 10~48V* + 3.879
x 10748V3 — 1.6879 x 107%6V?2 + 2.4954 x 10736V + 6.4464 x 107>



fio = —1.7377 x 10778V + 3.2511 x 10~*8V8 — 0.00268V7 + 0.01118V®
— 0.02898V° + 0.04498V* — 0.03998V3 + 0.01748V2 — 0.00268V
—0.0059

10 = 8.9749 x 10~*8V5 — 0.01688V® + 0.13288V7 — 0.57698V° + 1.49268V°>
— 2.32138V* + 2.06368V3 — 0.90868V? + 0.13948V + 0.2757

hio = —0.01748V° + 0.32458V8 — 2.56598V7 + 11.1478V® — 28.84898V°
+ 44.40648V* — 40.02228V3 + 17.74748V? — 2.80398V — 4.9378

i1p = 0.17838V? + 3.49888V — 0.6957

Equacdes referentesa e = 0,5 e v = 180°:

a;; = —1.9447 x 107158V?2 + 7.4748 x 107148V — 5.2927 x 10716

b;; = 2.0515x 107128V? —8.1127 x 1071186V + 9.3642 x 10~ 12
¢y = —6.5930x 107194+ 2982 x 10788V — 8.5157 x 10~°
dy; = 3.1735x 10788V? — 3.8226 x 107°6V + 2.3686 x 107°

ey = —3.2242 X 107%8V5 + 3.8516 x 107°8V* — 1.7358 x 10~ *8V3 + 3.6556
X 10748V% — 2.4719 x 10748V — 8.2588 x 107>

fi1 = 7.035x 10768V> — 1.2454 x 10~*8V* + 8.5875 x 107*8V3 — 0.0038V?
+ 0.00136V — 0.0144

g11 = 1.06128V% 4 4942158V + 0.1817

A.69

A.70

ATl

A.T2

A.73

A4

A.75

A.76

ATT7

A.78

A9



Equacdes referentesae = 0,5e v = 270°:

A, = —24751x 107148V8 + 4.2192 x 107138V7 — 2.9622 x 107126V + 1.0999 A.80
X 107118V3 — 2.2971 x 107118V* + 2.6257 x 107118V3 — 1.4377
X 107118V2 42,6822 x 107126V — 1.5192 x 10713

b1, = 2.4465x 107118V8 — 4.1969 x 107196V + 2.9664 x 10728V® — 1.1091 A8l
X 10788V°> + 2.3326 x 10788V* — 2.6835 x 10788V3 + 1.4757
x 10788V2 — 2.7554 x 10798V + 1.7468 x 10710

€1, = —8.4721 x 107°8V8 + 1.4699 x 10778V’ — 1.0512 x 107°5V® + 3.978 A.82
x 10788V°> — 8.4663 x 10768V#4 4+ 9.846 X 107°8V3 — 5.4546
x 10768V?2 4+ 1.0168 x 10768V — 7.6536 x 1078

diy; = 1.1667 x 107°8V8 — 2.0757 x 10778V + 1.5225 x 10~*8V® — 5.9065 A.83
x 10748V° 4+ 0.00138V* — 0.00158V3 + 8.5908 x 10-48V2 — 1.5854
x 10748V + 1.5026 x 10~°

e;; = —2.4038 x 10748V + 0.00418V8 — 0.02898V7 + 0.108986V°® — 0.23696V> A.84
+ 0.298286V* — 0.20868V3 + 0.07798V? — 0.01678V + 5.2717 x 1074

fi2 = 0.00798V° — 0.13688V® + 0.97998V” — 3.77848V® + 8.47718V°> — 11.17016V*  A.85
+ 8.35298V3 — 3.34588V?2 + 0.69478V — 0.0616

g1z = 0.19028V?2 + 3.33038V + 1.026 A.86

As equacles A.87 até A.183 descrevem os coeficientes das equacBes empiricas, que
estimam a minima variacdo de energia da manobra de Swing-By propulsado com
impulso no periapsis, em funcdo da magnitude do impulso (6V), para excentricidades
iguais a 0,1, 0,3 e 0,5 e anomalia verdadeira igual a 0°, 90°, 180° e 270°,
respectivamente.



Equacdes referentesae = 0,1 e v = 0°:

a;3 = —3.12747x 107 6V° +5.15568x 107 6V® — 3.54838 x 107 6V’ + 1.32743 x 107" 6V° —
2.94485x 1072 §V° +3.96444 x 1072 6V* — 3.17985x 1071 6V° + 1.42833 x 107 6V° —
3.06129x 107 6V + 1.76384 x 107

bys = 3.57578x 1072 6V° — 5.83125x 10712 6V® +3.96196 x 10711 6V’ — 1.45997x 1071 6V +
3.18359x 10710 6V° — 4.20527x 107 6V* +3.30716 x 1072 6V — 1.46106 x 10710 6V +
3.1196 x 10711 6V — 1.73776 x 10712

ci3 = -1.59714x 107 6V" +2.57171 % 107° 6V® — 1.7208 x 107 6V’ + 6.22705 x 107 6V —
1.32957x 107 6V° + 1.715x 107 6V* = 1.31429x 10~ 6V° + 5.66928 x 107 6V? —
1.2018x 1078 6V + 6.46264 x 107"

dyz = 3.54666x107° 6V° - 5.6364x 107 6V° +3.71239 X 107° 6V’ — 0.0000131857 6V° + 0.0000275546 6V° —
0.0000346888 6V* + 0.0000258595 6V° — 0.0000108358 V> + 2.27401 x 107° 6V — 1.21228 x 1077

ey3 = —4.07796x 1079 6V° +0.0000641605 6V* — 0.000417865 6V’ +0.0014667 6V® — 0.0030303 6V° +
0.00377588 6V — 0.00278265 6V° + 0.00114468 6V — 0.000238354 6V + 0.0000131192

0.000219916 6V° — 0.00345287 6V® + 0.0225016 6V — 0.0794329 6V° + 0.166368 6V° —
0.211941 6V* + 0.159729 6V° — 0.0655972 6V + 0.013196 6V — 0.000555743

fi3

J13 = —0.00416258 6V° + 0.0666367 6V° — 0.44605 6V’ + 1.63032 6V° — 3.54954 6V° + 4.64496 5V* —
13.40109 6V° + 1.12885 6V — 0.0930644 §V — 0.0308713

his = —0.00416258 6V° +0.0666367 6V° — 0.44605 6V’ + 1.63032 6V° — 3.54954 6V° + 4.64496 6V* —
3.40109 6V + 1.12885 6V — 0.0930644 6V — 0.0308713

A.87

A.88

A.89

A.90

A9l

A.92

A.93

A.94



Equacdes referentesae = 0,1 e v = 90°:

Ay =-42514x1077 6V° 4+ 4.79066 x 1071¢ 6V — 1.24708 x 107 6V’ — 5.66354 % 107 6V° +4.3107x 107 6V° —
1.10676 x 1072 6V* + 1.36301 x 1072 6V° — 7.51498 % 1071 6V + 1.25495x 1071 6V — 8.22233 x 107 ¢

byy = 62931107 V" +2.5204x 1077 6V® — 4.91169x 1077 6V’ +3.38228 x 107 6V° — 1.19164 x 107" 6V° +
2.34225x 10710 6v* — 2.53234 x 107106V +1.3332 % 10717 6V? — 2.44833 x 1071 5V + 1.60186 x 1072

C1a = 2.18722x 1071 6V° - 573275 x 1077 6V® + 5.796 x 107~ 6V - 3.04297x 107* 6V° + 9.17819x 107 6V° —
1.63106 % 1077 6V* + 1.65253 x 1077 6V° —8.46908 x 1075 6V? + 1.63054 x 107% 6V — 1.05442 x 1077

dig = —1.1956x107° 6V° +2.57556 x 10~ 6V® — 2.28672 x 1070 6V’ + 0.0000109232 6V® — 0.000030631 6V° +
0.0000514013 6V* — 0.0000499297 6V + 0.0000250893 6V> — 4.95621 x 107 6V + 3.14021 x 10~

e1a = 2.47541x107%6V° — 0.0000493559 6V + 0.000410677 8V — 0.00185456 6V° +
0.00494874 6V° — 0.00795148 6V* + 0.007461 6V° — 0.0036818 6V + 0.000737665 6V — 0.0000459753

= —0.000232569 6V° + 0.00440458 6V® — 0.0349216 6V' + 0.150616 6V° —
14
0.384625 6V° + 0.593251 6V* — 0.53821 6V° + 0.261164 6V* — 0.0532327 6V + 0.00348656

G1a = 0.0078556V° — 0.143666 6V° + 1.10046 6V’ — 4.58847 6V® + 11,3476V’ — 17.0296 6V* + 15.2224 6V° —
7.49761 6V + 1.65518 6V — 0.133494

hyy = 0.09068686V° —1.50771 6VE + 10.3098 6V’ — 37.223 6V® + 75.2055 6V° — 80.9396 6V* + 34.16326V° +
9.52643 6V? — 11.0657 6V + 0.312932

Equacdes referentesa e = 0,1 e v = 180°:

ays = —6.87732x 1071 6V7 + 1.20508 x 107 6V® — 8.82672x 107 6V +3.50042x 1072 6V° - 8.12757x 1072 6V +
1.11464 x 1072 6v* — 8.67607x 10712 6V> +3.50902 x 10712 6V* - 6.4212x 107 6V + 3.58563 x 10713

=3 X — 142161 +1.04258 % — 4. X +9.6226 S
bys = 8.10384x 1077 6V° — 1.42161x 107" 6V® + 1.04258 x 10717 6V7 — 4.13989 x 1077 6V° + 9.6226 x 10717 6V
1.32025x 1077 6V + 1.02683 % 1077 6V — 4.14332x 10712 6V2 + 7.57041 x 1071 6V — 4.20504 x 107

C1s = —3.73697x 10716V + 6.56723 x 1077 6V — 4.82601 % 107 ¥ 6V’ + 1.92037x 107 6V — 4.47232x 1077 6V° +
6.14406 X 1077 6V* — 4.77803 X 1077 6V° + 1.92412x 1077 6V> — 3.51085x 10~ 6V + 1.94931 x 10~°

A.95

A.96

A.97

A.98

A.99

A.100

A.101

A.102

A.103

A.104

A.105



dis = 8.60442x 107 6V° — 1.51625x 1079 6V® + 0.0000111772 6V’ — 0.0000446267 5V¢ + 0.00010428 6V° — A.106
0.000143665 6V* + 0.000111893 6V — 0.0000450422 6V + 8.21982x 107 6V — 4.60656 x 1077

€15 = —0.0000104828 6V° + 0.000185413 6V® — 0.00137265 6V’ + 0.00550658 6V° — 0.0129315 6V° + A.107
0.017901 6V* — 0.0139967 §V° + 0.00564754 6V — 0.00103305 6V + 0.000058677

fis = 0.000634655 6V° — 0.0116163 6V° + 0.08631835 6V’ — 0.347731 6VS + 0.820264 6V° — A.108
1.14045 5V* + 0.894698 6V° — 0.361093 6V + 0.0656731 6V — 0.00358578

g1s = —0.01795456V° +0.317461 6V — 2.34939 6V’ +9.42017 6V° — 22.0974 6V° + A.109
30.4917 6V* — 23.6091 6V° + 9.24337 6V° — 1.55413 6V + 0.058971

hys = 0.0621926V° — 1.03614 VS +7.0782 6V’ — 25.3505 6V°® + 49.9055 6V° — 493238 6v* + A.110
11.7716 6V° + 17.8207 6V* — 12.3791 6V + 0.484904

Equacdes referentesa e = 0,1 e v = 270°:

Qg = -1.01118x 1071 6V° +2.26772x 1077 6VF - 2.07653x 107 6V7 + 1.01503 x 107 6V° - 2.89153 x 107 6V° + Alll
4.90344x 1072 6V* - 4.83947x 1073 6V2 +2.58355 % 1072 62 — 6.20504 x 107 6V + 4.02941 x 1075

bis = 6.68319%x 107 5V® — 1.84308 x 10712 6V® + 1.91306 % 10711 6V7 — 1.01761 x 1070 6V + 3.08137x 10710 6V° — A.l112
54726 10710 6V + 5.59994 % 1070 6V° — 3.07697 x 10710 6V + 7.56818 x 1071 6V — 4.939 x 10712

Cle = 3.1099x10726V° +3.10641 x 10710 6V® - 533494 x 10~° 6V7 +3.51939x 107 6V — 120418 x 107 6v* +  A113
231481 1077 6V* —2.50277x 1077 6V* + 1.4308 X 107 6V —3.62495x 102 6V +2.39222x 10~°

dig = —1.17797x 1075 6V° + 1.05388 x 107 6V° + 7.48599 x 107 6V' — 4.17325 x 107° 6V + All4
0.0000203077 6V° — 0.0000458128 6V* + 0.0000542661 6V° — 0.0000328411 6V + 8.64011 % 107° 6V — 5.82516 x 1077

€16 = 23.28426x107° 6V° — 0.00004271 6V + 0.000188342 6V — 0.00017792 6V — A.115
0.00113589 6V° + 0.00414313 6V* — 0.00584355 6V° + 0.00385797 6V — 0.00106638 6V + 0.0000739747

fie = —0.000343136 6V° +0.00493869 6V° — 0.0271443 6V + 0.0663936 6V° — A.116
0.0424526 6V° — 0.125623 6V* + 0.279123 6V° — 0.212745 6V + 0.0625995 6V — 0.00430513



g1 = 0.01125276V° —0.1691726V° + 1.00264 6V’ — 2.89557 6V° +3.82032 6V° — 0.574017 6V* —
3.92229 6V° +3.77818 6V* — 1.14403 6V + 0.0536502

hig = 0.076816V° — 126134 6V® +8.45408 6V’ — 29.4649 6V° + 55.4342 6V° — 49.23846V" +
2.48998 6V° +28.0748 6V* — 16.4552 6V + 0.961315

Equacdes referentesae = 0,3 ev = 0°:

ay; = 7.03256x 1070 6V° — 1.22354 % 107 6V® + 8.89643 x 107 6V’ —3.50497x 10713 6v° + 8.10653 x 1072 6V° —
1.11375x 1072 6V* +8.75094 x 1072 6V° - 3.5496 x 1072 6V* + 6.02498 x 107 6V - 3.7873 x 10712

by; = —8.55863x 107 6V° + 1.48835x 10711 6V® — 1.08149x 10710 6V + 4.25676 % 10710 6V° — 9.83082x 10710 6V +
1.34752x 107° 6V* — 1.05489 % 10™° 6V® + 4.25305 % 10710 6V? — 7.13252 % 1071 6V + 4.521 x 1072

€17 = 4.10599x 1070 6V — 713839 107° 6V* + 5.18458 x 107 6V’ — 2.03897x 107 6V + 4.70201 % 1077 6V° —
6.42883% 107 6V +5.01191 x 1077 6V° = 2.007x 1077 6V? +3.32239% 10~ 6V — 2.11015x 10~°

dy; = ~9.83056x 107 6V° + 1.70946 x 107° 6V* — 0.0000124163 6V’ + 0.0000488132 6V — 0.000112444 6V° +
0.000153379 6V* — 0.000119069 6V* + 0.0000473528 6V — 7.74077 % 10" % 6V + 4.86446 x 1077

0.0000121674 6V° — 0.000211879 6V® + 0.00154094 6V’ — 0.00606373 6V° +
0.0139702 6V° — 0.0190324 6V* + 0.0147276 6V° — 0.00582615 §V* + 0.000944348 6V — 0.0000582957

€17 =

fi; = —0.000716505 6V° +0.0125312 6V — 0.0915467 6V +0.361815 6V° —
0.836743 6V° + 1.14304 6V* — 0.886011 6V° + 0.351653 V> — 0.0577511 6V + 0.00375891

g17 = 0.01534256V° — 0.271864 6V° +2.01456 6V’ — 8.0853 6V° + 19.0137 6V° — 26.4804 §V* +
21.08116V° — 8.80764 6V* + 1.64722 6V — 0.144007

hy7 = —0.0876774 6V’ + 1.568456V* — 11.8314 6V’ + 49.0044 6V°® — 121.641 6V° + 185.704 6V" —
173.1316V° + 95.6933 6V — 28.8538 6V + 1.62932

Al1l7
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A.120
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A.123

A.124

A.125
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Equacdes referentesae = 0,3 e v = 90°:

A = —1.48252x 10719 6V° +2.54827x 107 6V® - 1.87852x 107 6V7 + 7.77791 x 107 6V - 1.97509 x 107 6V° +
3.12243 %1078 6v* — 2.96154 x 10712 V> + 154245 107 6V% - 3.69312x 10714 6V + 1.97747 x 1075

big = 1.56857x107 2 6V° —2.69287 > 10712 6V® + 1.99329 % 1071 §v7 — 8.34181 1071 6V0 +2.15401 10710 6v° —
3.47421 x 1070 6V +3.35984 x 10717 6V — 1.77773 % 1071% 6V2 + 4.30888 x 107! gV — 2.28154 x 10712

Cig = —6.10116 x 10711 6V° + 1.04716 < 107° 6V® — 7.82373 x 107" 6V” +3.34168 % 1075 V0 — 8.88612x 1075 6V° +
1.48098 % 1077 6V — 1.47541 x 1077 6V> + 7.98312x 1075 6V% — 1.96509 x 1078 6V + 1.04095 x 107°

djg = 1.00332x 107" 6V° — 1.72863 x 107/ 6V° +1.32586 x 107 6V’ — 5.94737x 107° 6V° + 0.0000168365 6V —
0.0000298621 6V* + 0.0000313032 6V° — 0.0000175382 6V° + 4.41084 x 107° 6V — 2.38057 x 107’

e1g = —3.98611x107 6V" +7.1698 x 10~° 6V* — 0.0000649774 6V + 0.000367531 6V° —
0.0012941 6V° +0.00270884 6V* — 0.0031698 6V° + 0.00189462 6V — 0.000493244 6V + 0.0000270122

fig = —0.0000621496 6V° +0.00101584 6V* — 0.0061653 6V’ + 0.0155179 6V° —
0.00391317 6V° — 0.0575942 6V* + 0.111061 6V2 — 0.0797578 6V + 0.0222106 6V — 0.000970063

J1g = 0.004942826V° — 0.082331 6V® + 0.554344 6V’ — 1.922646V° + 3.61458 V" —
3.535326V" + 1.56839 6V° — 0.257842 6V + 0.0451081 6V — 0.0375846

hig = —0.01405426V° +0.239237 6V® — 1.77774 6V’ + 7.75216 6V° — 22.3639 6V° +
44.25326V" — 57.8474 6V’ + 44.9427 6V — 16.8872 6V + 0.366852

Equacdes referentesa e = 0,3 e v = 180°:

a1 = —2.56766x107'%6V° +5.11106 x 1077 V¥ - 4.31471x 107 6V7 +2.00527x 107 6V° - 5.56826 x 107 6V +
9.37217x 1077 6V* - 9.24752x 107 6V* + 4.87481 % 107 6V2 — 1.1091 x 107 6V + 6.97633 x 107

by = 3.8409x 1077 V7 - 7.51991 x 10712 6V® + 6.24371 x 107 6V -~ 2.85543x 1070 6V + 7.81138x 1071 6V -
129772107 6V* + 1.26749x 107° 6V° — 6.64323 x 10712 6V? + 1.51469 % 1071% 6V — 9.54953 x 10712

C1o = —2.2563x107'"6V° +4.35508x 1077 6V® - 3.56302x 10 6V + 1.60552x 1077 6V® - 432994 x 1077 6V° +
7.10109 % 1077 5V* — 6.86295 % 1077 6V° +3.57378 x 10~/ V> — 8.15776 x 1075 6V + 5.16117 x 10™°

A.127
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dig = 6.61375x107° 6V° — 1.26045 % 1079 6V® + 0.0000101731 6V" — 0.0000452016 6V + 0.000120211 6V° —
0.000194564 6V* + 0.000185927 6V° — 0.000096082 6V + 0.0000219289 6V — 1.39393 x 107°

e;o = —0.0000101206 6V° +0.000190566 6V° — 0.00151797 6V” + 0.00665093 6V® — 0.0174349 6V +
0.0278229 6V — 0.0262498 6V +0.013436 6V — 0.00305983 6V + 0.000195121

fio = 0.0007623316V° —0.0141745 6V® +0.11134 6V’ — 0.480462 6V° + 1.239296V° —
1.94514 6V* + 1.80591 6V° — 0.911787 6V? + 0.206202 6V — 0.0130059

J19 = —0.0223147 6V° + 0.408543 6V° — 3.15336 6V + 13.3421 6V® - 33.6672 6V +
51.5819 V" — 46.6553 6V° + 22.9228 6V* — 5.05185 6V + 0.298355

hyg = 0.04516326V° — 0.740524 6V® + 4.93805 6V’ - 16.9726 6V + 30.73776V° —
23.6686 6V' — 6.77276 6V° + 23.11326V? — 11.8822 6V + 0.356307

Equacdes referentesa e = 0,3 e v = 270°:

Apg = —1.17336x 1077 6V° +2.04123 x 107 6v® — 1.49720x 1072 V7 + 6.03588 1072 6V0 — 1.45947x 1072 6V +
2.16338 x 10712 6V* — 1.92011 % 1072 6V> + 9.44108 x 1075 §V2 — 2.14268 x 1072 6V + 1.37663 x 1071

byo = 1.43291x10726V° - 2.48756 1071 6V® + 1.82114 x 1077 6V7 - 7.3298 x 1077 6V° + 1.77062 % 107° 6V° —
2.62428 x 10776V +2.33119 %1077 6V® — 1.14856 x 107 6V? +2.61643 x 107 ° 6V — 1.68018 x 10!

€0 = —6.88506x 1070 6V? + 1.19231 x 107 6V® — 8.70922x 107* 6V7 + 3.49917 x 1077 6V® — 8.44472x 1077 6V° +
1.25174x 1078 6V* — 1.11331x 107° 6V* + 5.49845 x 1077 6V> — 1.25778 x 1077 §V + 8.08322x 10~°

dyg = 1.64765x 107 6V° - 2.84544 x 1079 6V* +0.0000207351 6V - 0.0000831716 6V° +
0.000200614 6V° — 0.00029761 6V* + 0.000265262 6V* — 0.000131427 6V + 0.0000302101 6V — 1.94836 x 107

€50 = —0.00002035776V° +0.000350648 6V° — 0.00255031 6V +0.0102224 6V —
0.0246804 6V° + 0.0367158 6V* — 0.0328641 6V° + 0.0163625 6V° — 0.00378375 6V + 0.000245574

fo0 = 0.00119088 6V° — 0.0204851 6V® + 0.149026 6V’ — 0.598804 6V° +
1.453196V° — 2.17843 6V* + 1.96719 6V° — 0.987087 6V° + 0.229751 6V — 0.0148549

A.138
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J20 = —0.0235031 6V° + 0.405959 6V —2.97684 6V + 12.1116 6V°® — 29.8885 6V° +
45.6525 6V* — 41.8852 6V° + 21.1362 6V — 4.86807 6V + 0.284891

hyo = —0.0273264 6V° + 0.498364 6V° —3.93104 6V’ + 17.6872 6V° — 50.2404 6V° +
93.3346V' — 111.901 6V° + 80.5855 6V — 29.0719 6V + 2.11632

Equacdes referentesa e = 0,5e v = 0°:

Ay1 = 4.02039x 107 6V° + 7.67847x 1077 6V —9.23717x 10719 6V7 + 3.43645 % 107 6V — 1.43621 x 107 6V° —
1.93805 x 107 6V* + 4.50118 % 107 6V* — 3.43694 x 107 6V° + 6.73735 x 1071 6V — 5.43072 x 1076

by = —3.78304x 107 6V° + 541816 x 107 6V® — 3.41887x 10712 6V + 1.36005 x 10711 6V° — 3.97228 x 107! 6V° +
8.2076x 1071 6v* — 1.02728 x 10710 6V® + 6.21474 x 1071 6V — 1.1503 x 107! 6V + 8.51382 x 107

Cyy = 3.84529%x 1071 6V — 6.01202x 10710 6V® + 4.04642x 107 6V’ — 1.57902x 1075 6V9 + 4.02614x 1075 6V° —
6.86419x 1072 6V* + 7.26685 x 1072 6V° — 3.94068 % 107° 6V° + 6.98944 x 10™° §V — 4.71048 x 10717

dy; = —1.49223 %1078 6V° +2.38727 % 1077 6V — 1.62628 x 107° 6V’ + 6.26251 x 10~° 6V — 0.0000151851 6V° +
0.0000238683 6V* — 0.0000231267 6V° + 0.0000116757 6V* — 1.98874 % 10™° 6V + 1.16466 < 10~/

€y; = 2.75608 x 1079 6V° — 0.0000444467 5V* + 0.000303087 6V’ — 0.00115201 6V° + 0.00270054 6V° —
0.00401886 6V* + 0.00364739 6V° — 0.00173472 6V* + 0.000283184 6V — 0.0000139944

fo1 = —0.000240218 6V + 0.0038816 6V* — 0.0263664 6V +0.0987548 6V® — 0.224453 6V° +
0.317928 6V* - 0.271017 6V° + 0.121177 6V* — 0.0189773 6V + 0.00109344

g21 = 0.00751268 6V° — 0.120555 6V* +0.80689 6V’ —2.93901 6V° + 6.3684 6V — 8.38487 6V +
6.48838 6V° — 2.62757 6V + 0.410787 6V — 0.067847

hyy = 0.0424043 6V° — 0.775957 6V® + 6.03176 6V’ — 25.9669 6V° + 67.4884 6V° — 107.543 6V* +
100.205 6V° — 46.0453 6V* + 4.64275 6V — 0.476821
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Equacdes referentesae = 0,5e v = 90°:

Ay =

Crp =

dyy =

€22 =

f22 =

Y22 =

L2

—3.33329x 1078 V% +6.12127x 107V V8 — 474631 x 1070 6V +2.01572x 107 6V° - 5.07815 x 107 6V° +
7.66158 X 107 6V* — 6.62595x 107 6V° +2.94198 x 107° V2 — 5.57626 < 1071° 6V + 1.71863 x 1071

= 455674%x 10 P 6V? —8.37542x 1071 V% + 6.50105x 1072 6V — 2.76391 % 10 12 6V® + 6.96853 x 1072 5V° —

1.05144 x 1071 6V* + 9.0804 x 10712 6V* — 4.0134 x 1072 6V? + 7.52677x 107" 6V — 2.3978 x 10712

—2.52897x 1072 6V° +4.65421 x 1071 6V® - 3.61804 % 107196V7 + 1.54051 x 1077 aV% — 3.88848 % 107°6V° +
5.86849x 1077 6V* — 5.06033 x 10™° 6V +2.22481 x 1077 6V> — 4.12081 x 1070 6V + 1.3611 x 10"

730689 x 10710 6V® — 1.34749x 1078 6V® + 1.04999 % 1077 V7 — 4.48147 x 1077 6VS + 1.13339x 100 6V° —
1.71192x 107 6V* + 1.47423 % 1070 6V® — 6.4452x 1077 6V2 + 1.17731x 1077 6V — 4.04332x 1077

—1.16866 x 10~ 6V° +2.16303 x 107° 6V® — 0.0000169246 6V’ + 0.0000725398 6V° — 0.000184124 6V° +
0.000278726 §V* — 0.000239945 §V° + 0.000104364 §V> — 0.0000187929 6V + 0.0000672757

0.0000101067 6V° — 0.000188356 6V° + 0.00148513 6V’ — 0.00641489 6V° +
0.0163966 6V° — 0.0249498 §V* + 0.0215248 6V° — 0.00933523 6V2 + 0.00166081 6V — 0.00620502

—0.000425015 6V° + 0.00802618 6V® — 0.0641883 6V’ + 0.281211 6V® — 0.7281616V° +
1.11992 6V* — 0.973637 6V° + 0.424131 6V> — 0.0755835 6V + 0.290111

0.00774035 6V° — 0.147188 6V® + 1.18554 6V’ — 5.23042 6V® + 13.6373 6V° — 21.1371 6V* +
18.6021 6V° — 8.33567 6V° + 1.60295 6V — 5.23158

—0.159999 6V° + 2.74888 6V® — 19.6905 6V’ + 76.3205 6V° — 173.958 6V° + 237.904 6V* —
192.384 6V° + 88.8881 6V2 — 22.0488 6V + 0.269053

Equacdes referentesa e = 0,5 e v = 180°:

Aoy = —2.7527x 10710 6V° + 4.93839x 10717 6V® — 3.74497 x 107 6V + 1.56565 x 1073 6V — 3.94779 x 10712 6V° +

b3 =

6.17424x 1072 6V* — 592071 x 1072 6V> + 3.26661 x 1072 6V> — 8.35989 x 1071 6V + 5.76846 x 10~

4.01483% 107 6V° —7.16512x 1072 6V + 5.39568 x 1071 6V — 2.23499 % 1071 6V° + 5.56848 x 10710 6V° —
8.58013x 10710 6V* + 8.08816 x 10710 6V — 4.38989x 10719 6V> + 1.13913 x 10710 6V — 7.65783 x 10712

A.159
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Cp3 = —2.26703% 107106V’ +4.02438x 107 6V* - 3.00906 x 107° 6V’ +1.23472x 107 §V° — 3.03893 x 107/ §V° +
4.61171% 107 6V —4.27273 %1077 6V +2.28273 x 1077 6V* — 5.87815x 102 6V + 3.95198 x 10~°

dyz = 620909 x 107 6V° — 1.09583 x 107° 6V® + 8.12995x 1078 6V’ — 0.0000330157 6V + 0.0000801664 6V° —
0.000119625 6V* + 0.000108782 6V° — 0.0000572225 6V + 0.0000146722 6V — 9.90001 x 10~

€53 = —8.36492x 107°6V° + 0.000146598 6V — 0.00107727 6V’ + 0.0043187 6V — 0.0103094 6V° +
0.0150619 6V* — 0.0133908 6V° + 0.00693463 6V> — 0.00178293 6V + 0.000121085

fo3 = 0.000484231 6V° — 0.00839974 6V* + 0.0608358 6V’ — 0.238988 6V + 0.554987 6V° —
0.783101 6V* + 0.671753 6V° — 0.34187 6V + 0.0898764 6V — 0.006085

g23 = —0.007815916V° + 0.13257 6V — 0.927263 6V’ + 3.45297 6V° — 7.39639 6V° +
9.29654 6V* — 6.96716 6V° + 3.34088 6V° — 0.986715 6V + 0.0567907

hys = —0.0258348 6V +0.416477 6V* — 2.88953 6V’ + 11.5015 6V° — 29.3891 6V° +
50.1984 6V* — 56.355 6V° + 38.3254 6V* — 12.962 6V + 0.325922

Equacdes referentesae = 0,5 e v = 270°:

Ay = —6.0301x107'96V° +1.08495x 1071 6V® — 821493 x 107 6V” +3.40206 x 107 6V® ~ 837517 x 1072 6V +
1.2447 %1072 6v* - 1.07983 % 10712 6V + 4.97712 107 6V% - 9.89607 x 107 6V + 6.31701 x 107

byy = 7.22618x1072 6V —1.30298 x 10711 6V + 9.88889x 1071 6V7 — 4.10574x 10710 6V® + 1.01356 x 107° 6V° —
1.5109x 1077 6V* + 1.31513 x 107° 6V° — 6.08774 x 1070 6V + 1.22052x 10710 6V — 7.78992 x 10712

Cyp = —3.38804x 10710 6V" +6.13128 x 1077 6VF — 4.67152x 107 6V + 1.94776 x 1077 6V° — 4.83027x 107 6V° +
723526 %1077 6V* — 632959 % 107 6V° +2.94719% 107" 6V* — 5.9696 x 1075 6V + 3.82209 x 107°

dyy = 7.83796x 1078 6V° — 1.42706 x 107° 6V* + 0.000010944 6V’ — 0.0000459485 6V° + 0.000114792 6V° —
0.000173265 6V* +0.000152736 6V — 0.0000716913 6V + 0.0000147074 6V — 9.51818 % 107’

ey, = —9.21377x107% 6V’ +0.000169519 6V* — 0.00131446 6V + 0.0055832 6V — 0.014117 6V +
0.0215662 6V* — 0.0192302 6V° + 0.00912616 6V> — 0.00190239 6V + 0.000125596

A.170

Al71

A.172

A.173

Al74

A.175

A.176

A177

A.178

A.179

A.180



foa = 0.000514649 6V° — 0.00963323 6V* +0.0760305 6V’ — 0.328807 6V° + A.181
0.846379 6V° — 1.31511 6V* + 1.19022 6V° — 0.571825 6V> + 0.121181 6V — 0.00802214

. , A.182
Gpq = —0.0142065 6V +0.266377 6V° —2.1051 6V’ +9.108 6V° — 23.4201 6V + 36.25746V" —

32.5476 6V° + 15.39326V° — 3.18617 6V + 0.17421

hy, = 0.444503 6V° — 7.73892 6V* + 56.3223 6V — 22229 6V® + 515.879 6V° — 712.6596V" + A.183
563.278 6V° — 227.425 6V + 34.808 6V — 1.38326

As equacgdes A.184 até A.211 descrevem os coeficientes das equagcbes empiricas, que
estimam a méxima variagdo de energia da manobra de Swing-By propulsado com 6 # 0,
em funcdo da magnitude do impulso (6V), para excentricidade igual a 0,1 e anomalia
verdadeira igual a 0°, 90°, 180° e 270°, respectivamente.

Equacdes referentesa e = 0,1 e v = 0°:

Aps = —6.13307x 1077 6V’ +9.28758 x 1071 6V® — 5.63354x 10713 6V° + 1.73847 x 10712 V" — A.184
2.84737x 1072 6V2 +2.30099 x 10712 6V — 4.51669x 107 6V + 5.85473 x 107

bys = 4.64047x 10726V’ —7.08315x 1071 6V® + 431078 x 10717 6V — 1.32049 x 107° 6V* + A.185
2.09219x 1077 6V° — 1.5173x107° 6V? +2.21254 x 10711 6V — 8.25787x 1071

Cps = —7.88878x 10710 6V7 + 1.24606 x 10° 6V® — 7.68243x 1078 6V° + 2.27207x 107 6v* —  A.186
3.04136 X 107 6V° +7.97048 % 107° 6V* + 2.44158 X 10~' 6V — 2.69261 x 10~
dys = —121772x 1077 6V7 + 1.68359 % 1075 6V° — 9.86291 x 1070 6V° + 0.00003386046v* — 187

0.0000782753 6V° + 0.000118294 6V — 0.000107584 6V + 0.0000120479

i ) : 4 A.188
e, = 0.0000360761 6V’ — 0.000527908 §V° + 0.00317065 6V — 0.0102621 6V" +

0.0197858 6V — 0.0230746 6V + 0.0151303 6V — 0.0015444
f25 = —0.00126571 6V’ +0.0187256V°® — 0.113667 6V° + 0.370744 6V* — 0.715898 6V° + A.189

0.831729 6V* — 0.537273 6V + 0.0356406



grs5 = 0.29887146V7 +3.87384 6V + 0.230614

Equacdes referentesae = 0,1 e v = 90°:

Ape = 3.64172% 1077 6V® - 5.94269x 107 6V + 3.91809x 1071 6V® — 1.3085 x 10712 6V +
2.18038x 10712 6V* — 1.12263 x 10712 6V° — 1.48058 x 10712 6V? + 1.9758 x 10712 6V — 1.41518 x 107

by = —1.24603x 1077 ¢V® +2.01455x 107" 6V’ - 1.25692 x 107" 6V° +3.41985 x 10717 6V° —
1.29502x 10 06V — 1.4944 % 1077 6V* + 3.47726 x 10° 6V> — 2.80112 % 107 6V + 2.20102 % 10~

Crp = —9.01719x 10710 6V® 4 1.48952x 1078 6V’ — 1.04855 % 1077 6V + 4.2236 x 1077 6V° —
1.11186x 107 6V* +2.01845x 107 6V° — 2.38402x 1078 6V? + 1.47486 x 107 6V — 1.24138 x 10

dye = 4.89309% 107 6V° —8.04611x107° 6V’ + 0.0000551739 6V°® — 0.000207101 6V +
0.000473824 6V* — 0.000699674 6V° + 0.000667325 6V> — 0.000351536 6V + 0.0000307908

ey = —0.0000669197 6V° +0.00110032 6V’ — 0.00751071 6V° + 0.0277813 6V° —
0.0614075 6V* + 0.0850392 6V° — 0.0742322 6V + 0.0357562 6V — 0.00309561

fr6 = 0.001663116V® — 0.0274476 6V' + 0.188282 6V° — 0.701728 6V° + 1.571726V" —
2.22873 6V° + 2.02008 6V — 1.02469 6V + 0.0746768

J26 = 0.396898 6V> + 4.04599 6V + 0.086048

Equacdes referentesa e = 0,1 e v = 180°:

Gy7 = 1.54166x 1071 ¢V - 2.48407x 1072 6V’ + 1.63103 x 1072 6V® - 557721 x 1072 6V° +
1.04433x 107" 6V* — 1.00439 x 107" 6V® + 3.59525x 10712 6V? + 5.35061 x 107} 6V — 1.53712x 107

by; = -1.49972x 1071 6V® + 241193 x 1071 6V — 1.57771 % 107° 6V° + 5.35287 % 107° 6V° —
9.84677 x 107° 6V* + 9.01478 x 107° 6V — 2.50711 x 10~° 6V7 — 1.10926 x 10™° 6V + 7.07095 x 10~

Cy7 = 5.14027x107° 6V® - 8.23881x 1078 6V +5.35283 x 107/ 6V° — 1.79048 x 107 6V° +
3.18556 x 1079 6V* — 2.63314 x 107 6V> + 2.62996 x 1077 6V? + 7.30619x 10~ 6V — 5.81229x 10~%

A.190

A.191

A.192

A.193

A.194

A.195

A.196

A.197

A.198

A.199

A.200



dyy = —7.25509% 1077 6V +0.0000115443 6V’ — 0.0000739251 6V° + 0.000239692 6V° —
0.000394232 6V* + 0.000238909 6V° + 0.000135346 V> — 0.000203188 6V + 0.0000176959

e,7 = 0.0000384481 6V® — 0.000600324 6V’ + 0.00370002 6V° — 0.0109875 6V +
0.0136973 6V* + 0.0043891 6V> — 0.0291443 6V> + 0.0233843 6V — 0.00202991

fa7 = —0.000957453 6V +0.0146889 6V’ — 0.0876635 6V° + 0.2416256V° —0.21857 V" —
0.377829 6V° + 1.0549 6V — 0.778191 6V + 0.0545736

g27 = 0.5133756V* +4.27509 6V + 0.212819

Equacdes referentesa e = 0,1 e v = 270°:

Ayg = 3.52815x 1077 6V® — 6.56384 % 1071 6V + 4.98216x 1071 6V® — 1.97461x 1072 6V° + 431147 x 1072 6V* —
4.90788x 1072 6V 1 2.19743 x 1072 6V7 + 3.08602 1077 6V + 2.87029 x 107

byg = —1.61691x 102 6V® +3.47212x 10 "1 6V’ —2.91551x 10 1° 6V° +1.23325x 10 6V° —
2.75358 x 1077 6V* +2.92817x 107" 6V° — 6.78664 x 1072Y 6V? — 9.50548 x 1071? 6V + 2.8833 % 107!

Cyg = —5.06046 x 10717 6V® + 5.14606 x 107° 6V’ — 1.33642 x 10 6V — 1.78118 x 1078 6V° +
9.12761x 10~ 6V* +9.61112x 1078 6V° — 6.42253 x 1077 6V + 7.14051 x 10~ 6V — 4.4681x 107°

dyg = 3.64897x 1077 6V¥ — 5.45938 x 107° 6V + 0.0000334708 6V° — 0.000110985 6V° +
0.000227868 6V* — 0.000327006 6V° + 0.000342257 6V* — 0.000212006 6V + 0.0000161075

€y = —0.0000538797 6V* + 0.000849884 6V’ — 0.00554439 6V + 0.0195711 6V° —
0.0414988 6V* + 0.0562467 6V° — 0.0498663 6V + 0.0252953 6V — 0.00197645

fr8 = 0.00154795 6V — 0.024932 6V’ + 0.16693 6V° — 0.60812 6V° +
1.33558 6V — 1.86682 V" + 1.67755 6V> — 0.847313 6V + 0.0509328

J2g = 0.394412 6V + 4.04077 6V + 0.361925

A.201

A.202

A.203

A.204

A.205

A.206

A.207

A.208

A.209

A.210

A211



As equacgdes A.212 até A.247 descrevem os coeficientes das equacBes empiricas, que
estimam a minima variacdo de energia da manobra de Swing-By propulsado com 6 # 0,
em funcdo da magnitude do impulso (6V), para excentricidade igual a 0,1 e anomalia
verdadeira igual a 0°, 90°, 180° e 270°, respectivamente.

Equacdes referentesa e = 0,1 e v = 0°:

(po = 9.08173x 1071 6V — 1.74875x 1077 6V’ + 1.31852x 1078 6V° — 4.9312x 10719 6V° +
9.41832x 1079 6V* — 8.19546 x 1071 6V> + 1.79469 % 107'° 6V + 7.38625 x 1077 6V — 2.6155 x 1077

byg = —1.15403x 107 6V® +2.26855x 1071 6V — 1.73262x 1072 6V® +6.5174 x 1072 6V —
1.23994x 10 2 6v* + 1.04981 x 10 12 6Vv* — 1.83013x 10 1 5v? — 1.24607x 1072 6V + 3.89042 x 10~

5.94026 % 1072 6V® - 1.1945 % 1071 6V7 +9.24275 x 107 6V —3.49201 x 10710 6V° +
6.59125x 1070 6V* = 5.35776 x 107 6V° + 5.83169 x 107! 5V + 8.56909 x 107! 6V — 2.38089 x 107!

Ca9 =

dyo = —1.62031x 107176V +3.32449x 107° 6V’ - 2.59834x 107° 6V° +9.8226 x 107° 6V° —
1.82785x 1077 6V* + 1.39917x 1077 6V — 1.72915x 107° 6V? — 3.07223 x 10~ 6V + 7.70886 X 10~°

€99 = 2.59065x 1075 6V® — 5.3548 x 1077 6V’ + 4.18843 x 107° 6V° — 0.0000157193 6V° +
0.0000285693 6V* — 0.0000200539 6V° — 2.58669x 107 6V> + 6.11636 X 107 6V — 1.41202x 1078

fog = —2.51226 107% 6V + 0.0000509502 6V’ — 0.000391977 6V° + 0.00144205 6V° —
0.00252952 6V* + 0.00157797 6V + 0.000516913 6V — 0.000665518 6V + 0.00014383 1

G20 = —0.000494819 6V’ + 0.00582708 6V° — 0.0232857 6V° +
0.0287337 6V* + 0.0301016 6V° — 0.0876355 6V + 0.0476554 6V — 0.00796952

h,g = 0.00842343 6V’ —0.0978001 6V + 0.378965 6V° — 0.411021 6V — 0.655886 6V° +
1.57057 6V — 0.784686 6V + 0.112876

iyg = —0.07176616V° + 1.30569 6V — 10.0558 6V’ + 42.7661 6V° —
109.89 6V° + 175.38 6V* — 171.873 6V° + 98.1327 6V> — 29.0742 6V + 1.559

Equacdes referentesa e = 0,1 e v = 90°:

A9 = —4.1419x 1076V’ + 7.67016 x 107" 6V® — 6.01467 x 10706V’ +2.59759x 107" 6V° — 6.71676 x 107" 6V° +
1.03592 x 1071 6V* — 9.76408 x 107° 6V + 4.86335x 1071 V2 — 1.09942 x 1071 6V + 7.91015x 107V

A.212

A.213

A.214

A.215

A.216

A.217

A.218

A.219

A.220

A.221



bap = 5.82545x 1077 6V° - 1.07873 x 107 6V® + 8.45907x 107 6V’ — 3.6534 x 1072 6V® + 9.4471 x 10712 6V° -
30
1.48503x 1071 6V* + 1.37277x 1071 6V° - 6.8332x 10712 6V + 1.5439x 1072 6V - 1.11378 x 10713

C30 = —3.33745x10777 V" +6.18073x 107" 6V° — 4.84731 x 1070 6V’ +2.09377 x 107° 6V° - 5.41446 x 107" 6V° +
8.51012%107° 6V* — 7.86311 ¢ 10™° V> + 3.91063 % 10~° 6V — 8.82985 x 10717 6V + 6.38439 x 107!

d3p = 1.00279x107° 6V° - 1.85749x 1075 6V® + 1.45706 x 1077 6V’ — 6.29466 x 10~ 6V° + 1.6278 x 1070 6V° —
255776 x 1078 6V +2.36161x 1070 6V3 — 1.17319x 1078 V% + 2.64697x 10~ 6V — 1.91575x 107°

€30 = —1.69521x107 6V’ +3.14053 x 1078 6V — 0.0000246371 6V’ + 0.00010643 6V° —
0.000275146 §V° + 0.00043204 6V* — 0.000398437 5V° + 0.000197631 6V> — 0.0000445513 6V + 3.2186x 107

fa0 = 0.0000160551 6V° — 0.00029729 6V* +0.00233063 6V’ — 0.0100587 6V° +
0.0259707 6V° — 0.0407093 6V* + 0.0374629 6V° — 0.0185422 6V + 0.00417556 6V — 0.000300246

g30 = —0.000794389 6V° +0.0146716 6V® — 0.114677 6V’ +0.493253 6V° —
1.26874 6V° + 1.98085 6V* — 1.81612 6V° + 0.896759 6V — 0.202044 6V + 0.0146095

hzg = —1.83114x107°6V'* +0.000657299 6V° — 0.292045 6V° +
2.02895 6V° — 5.67024 6V* + 7.69908 6V° — 5.06772 6V° + 1.47021 6V — 0.153981

izp = —0.0473897 6V’ + 0.865746 6V° — 6.70936 6V’ + 28.8036 6V° —
75.0307 6V° + 122.026 6V* — 122.557 6V° + 72.1755 6V> — 22.2745 6V + 0.944825

Equacdes referentesa e = 0,1 e v = 180°:

Qg; = 3.51386x 1078 6V° - 5.99044 x 1077 6V® + 4.25923 x 10710 6V7 — 1.63885 x 1071 6V° + 3.70003 x 107 6V° —
4.95198 % 1075 6V* + 3.73766 x 107° 6V° — 135046 x 107" 6V> + 9.70575 % 107" 6V + 4.26694 x 107"

by = ~5.51113x 1077 6V? +9.40313x 1074 6V® - 6.69442 > 1077 6V7 +2.5813 x 1071 6V° - 5.84849x 107 6V +
7.87764x 1072 6V — 6.02515x 10712 6V> +2.25772x 10712 6V> — 2.13885 x 1072 6V — 543132 x 1071

€37 = 3.54858x 1077 V7 - 6.0607 x 107" 6V® +4.32152x 1071 6V’ — 1.67037 x 107 6V° +3.79944 x 107 §V° -
5.15249%107° 6V* +3.9935 107° 6V° — 1.54758 % 10™° 6V* + 1.79978 x 10710 6V + 2.71202 x 107!}

dy; = —1.2044%107° 6V° +2.05944 x 1075 6V® — 1.47105x 1077 6V’ + 5.70122 x 1077 6V — 1.30228 x 1078 6V° +
1.77848 x 107 6V* — 1.39646 x 1078 6V° + 5.57827 x 1077 6V? — 7.46893 x 1078 6V — 6.68001 x 10~°

A.222

A.223

A.224

A.225

A.226

A.227

A.228

A.229

A.230

A.231

A.232

A.233



= 22966x% 1077 6V° —3.93214 x 1078 6V® + 0.000028141 6V — 0.000109378 6V° + 0.000250945 6V° —

€31
0.000345133 5\/’4 +0.000274376 5\/’3 —0.000112564 5\/2 + 0.0000167135 6V + 8.29418 x 10_:f

— —0.0000241344 6V° + 0.000413778 6V — 0.00296715 6V’ + 0.0115665 6V° —
31
0.0266541 6V° + 0.0369088 6V* — 0.0296764 6V° + 0.0124519 6V> — 0.00199322 6V — 0.0000463766

gap = 0.00125564 6V° —0.0215515 6V* +0.154801 6V’ — 0.604954 6V° +
1.39928 6V° — 1.94849 6V* + 1.58042 6V° — 0.673693 §V- + 0.112993 5V + 0.000992633

hgy = —5.85314x 107 6V + 0.000143625 6V° — 0.0406112 6V° +
0.2383316V° — 0.617097 6V* + 1.00622 6V° — 1.14075 6V* + 0.753109 6V — 0.213892

iz; = 0.00892103 6V° —0.091074 6V® +0.0514941 6V’ +3.01529 6V° —
17.3085 6V° + 44.7714 6V* — 62.2128 6V° + 46.6796 6V — 17.3459 6V + 0.757875

Equacdes referentesae = 0,1 e v = 270°:

A3, = —8.95997x 107" 6V° +1.48061 x 107"° 6V° — 1.01776 x 107 6V’ +3.77527x 107" 6V° — 8.18979x 107" 6V +
1.05024 % 1071 6V — 7.64624 x 1071 6V + 2.86443 x 1071 V2 — 2.64983 x 107 1€ 6V + 2.83004 107V

b3 = 1.25931x 1075 6V° —2.07719x 1071 6V® + 1.4247x 10712 6V7 — 527057 x 1072 6V° + 1.13944 x 107! 6V° —

€37 = —7.22904x 1072 6V° + 1.19x 10710 6V® — 8.14181 x 10717 6V’ + 3.00267 x 107 6V°® — 6.46519x 107" 6V° +
8.20542 %1077 V' — 5.88155%x 1077 6V +2.14813 x 1077 6V> — 3.35253 x 10 12 6V + 2.05597 x 1071

dyp, = 2.18152x107° 6V° —3.58336x 107° 6V* +2.44512x 1077 6V’ — 8.98634 x 1077 §V® + 1.92583 x 1070 6V° —

242753 x 1070 6V* + 1.72116 x 1078 5V — 6.16866 x 10~ 6V + 9.32149x 10~° 6V — 5.68235x 10~°

e3p = —3.70334x 1077 6V° +6.06997 x 107° 6V* — 0.0000413036 6V’ +0.000151235 6V° — 0.000322396 6V° +
0.000403103 6V* — 0.000281953 6V° + 0.0000985646 5V — 0.0000142134 6V + 8.46041 x 107

f3, = 0.0000349298 6V° — 0.000571369 6V* + 0.0038774 6V’ — 0.0141428 6V° +
0.0299739 6V — 0.0371229 6V* +0.0255291 6V° — 0.00863004 6V + 0.00115864 6V — 0.000065213

A.234

A.235

A.236

A.237

A.238

A.239

A.240

A.241

A.242

A.243

A.244



A24
3y = —0.00166894 §V° +0.0272586 6V° — 0.184565 6V’ + 0.670833 6V° — >

1.41346 6V° + 1.732576V* — 1.16817 6V° + 0.378633 6V> — 0.0458832 6V + 0.00249095

. A.246
hsy = 3.28098x107° 6V" —0.000914852 6V° + 0.350391 6V° —

2.38153 6V° + 6.70189 6V* — 9.44567 6V° + 6.51463 6V° — 1.82092 6V + 0.0932831

A.247
—0.0781551 6V° + 1.40065 6V — 10.6099 6V’ + 44.3279 5V° —

[3p =
111.8296V° + 175.296 6V* — 169.11 6V° + 95.6242 6V° — 28.3764 6V + 1.62826
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